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Bevezetés

A dualitds az a jelenség, mikor egy halmazon (S) értelmezve van egy
onmagaba torténd leképezése (D) 1gy, hogy a halmaz barmely elemére
kétszer alkalmazva a leképezést, visszakapjuk az eredeti elemet: bizonyit-
haté a

D:S— S, DoD = identitas

un. dualitastétel. Ekkor a halmazon értelmezett dudlisképzésrol beszéliink.
Egy elem képét az elem dudlisdnak nevezziik, az elemet magat pedig, a
dudlisatol valé megkiilonboztetése érdekében, primal elemnek.

Ennek a jelenségnek a felismerése azért hasznos, mert segitségével az
elemeket masik oldalukrdl is latjuk: mint dudlisuk dualisat. Gondoljunk
példéul az n x n-es, valés elemii, invertalhaté matrixok halmazan értel-
mezett invertalds leképezésre, ez dudlisképzés. Tudjuk, hogy nyilt hal-
maz linedris inverzképe is nyilt halmaz; és mivel a fentiek szerint egy in-
vertalhaté matrix az inverzének az inverze, azért az is latszik, hogy nyilt
halmaz lineéris képe is nyilt halmaz lesz, ha a transzformacié matrixa in-
vertalhaté. E két tétel dudlis part alkot, mivel a “nehéz” tétel “konnyti”
parjabdl egy dualitastétel segitségével kovetkezik.

Masik példaul, ha a Dy, Ds leképezésekrdl tudjuk, hogy dudlisképzések,
vagyis érvényesek a

D1 o D; = identitds, Dy o Dy = identités
dualitastételek, akkor “kénnyi”
DioA=BoD,
felcserélési tételekbél (A, B leképezések) konnyen kovetkezik “nehéz” dudlis

parjuk, az
AoDy=D10oB



felcserélési tétel — szorozzuk meg az elsé egyenlGséget balrdél D1-gyel, jobb-
rél Do-vel!

A konvex analizis (és a konvex geometridval kozos része is) igen gazdag
mind duélis tételparokban, mind dualitastételekben. A leghiresebb kénny-
nehéz dudlis tételpar a Rockafellar-féle primal-dual programparokra vonat-
kozé gyenge, illetve er6s dualitasi tétel. Itt a Rockafellar-féle Farkas-tétel az
a dualitastétel, amelynek segitségével a konnyii (gyenge dualitasi) tételbél
kovetkezik a nehéz (erés dualitédsi) tétel.

A jegyzet elsddleges célja ezeknek a mély felismeréseknek az ismertetése.

A jegyzet felépitése

Az elsé hét fejezetben egyeldre a kuplinearis programok altaldnossagéig
jutunk.

1. A Gauss—Jordan-eliminacio leirdsa; az output vizsgalata; kovetkez-
mények (Fredholm alternativatétele, Hermite-féle normélalak, Moore—Pen-
rose-féle dltaldnositott inverz).

2. A homogén, illetve altaldnos linearis egyenletrendszerek megolddshal-
magzainak vizsgdlata: jellemzések, dimenzid, az e tulajdonsagokat megtarto
transzformaciok. Olyan fontos Otletek tinnek fel, mint a dualitas, a ho-
mogenizacié vagy a diagondlis altér.

3. Anal6g vizsgalatok linedris egyenl6tlenség-rendszerek megoldashal-
magzaival kapcsolatban. Egyik f6 célunk a Motzkin-tétel bizonyitasa, mely
szerint a poliéderek éppen a végesen generalt halmazok. El6szor a tétel ho-
mogén viltozatat, a Weyl-Minkowski-tételt igazoljuk, a Farkas-lemma és a
Caratheodory-tétel azonnali kovetkezményének, a linedris egyenlétlenségek
alaptételének segitségével. A fejezet végén az elsé szepardcids tételtdl (elsé
Hahn-Banach-tétel) a Farkas-lemma szdmtalan varidnsat egységesit6 kupli-
nedris Farkas-lemmén 4t eljutunk a (zartsagi feltételes) kuplinearis Farkas-
tételig, amelyet a hatodik fejezetben haszndlunk majd, kuplinedris erés
dualitasi tételek bizonyitdsara.

4. Konvex halmazok relativ belsejével és lezartjaval kapcsolatos alapvetd
kérdések (mikor iires/ relativ nyilt/ zart/ affin?) megvalaszoldsa utan a ri,
cl (és rec) operdciékra vonatkozé felcserélhetdségi tételeket bizonyitunk.
(Operécién itt egyszeriien R"-beli halmazokkal végzett miiveletet értiink.)
Ezek koziil kiemelked6 fontossaguak a zartsagi tételek, melyek elégséges
feltételt adnak arra, hogy egy zart, konvex halmaz linearis képe is zart
legyen.



5. Szeparidlhatosidgok hierarchidjat definidljuk, azutan megvizsgaljuk,
hogy két nemiires, diszjunkt, kiilon-kiilén relativ nyilt/ zart/ poliédrikus,
konvex halmaz “mennyire” szeparalhaté. Alkalmazésként zért, konvex
halmazok 1j jellemzéseit nyerjiik bizonyos tdmaszféltereik metszeteként.
Tovéabbi alkalmazédsokat latunk majd a kovetkezo fejezetben.

6. A kiplinedris Farkas-lemma szigori egyenlétlenséges (Stiemke-tétel),
illetve Slater-feltételes (Krein-tétel) valtozatait targyaljuk, kiilonféle alta-
lanossdgban. E tételek (és a 4. fejezetbeli zdrtsdgi tételek) segitségével
elégséges (Slater-)feltételét adjuk a kiplinedris Farkas-lemma, a kiplineéris
Farkas-tétel, és ezéltal a kiplinedris programokra vonatkozé dualitasi téte-
lek zartsagi feltételeinek.

7. Példék elemzése utdn konvex és lezart konvex generaldsi tételek (a
Minkowski—Klee-tétel, illetve a Straszewicz—Klee-tétel) segitségével belat-
juk, hogy a poliéderek éppen azok a zart, konvex halmazok, amelyeknek
véges sok expondlt lapja van. Sz6 esik még a poliéderek minimalis és
maximalis valddi lapjairdl, majd felcserélhetGségi tételek segitségével kon-
jugéalt lapokra vonatkozd dualitdstételeket bizonyitunk. A fejezet végén
kuplinearis programok regulariziciéjaval foglalkozunk, vagyis azzal a kér-
déssel, hogy hogyan szabadulhatunk meg a dualitasi tételek Slater-feltéte-
leit6l.

Az utolsé hét fejezetben keriil sor a konvex, illetve sima fliggvényekkel
leirt programok vizsgalatara.

8. Filiggvények epigrafjanak és nivéhalmazainak tulajdonsigait vizs-
galjuk, példdul azt, hogy mikor zartak, konvexek; konvex esetben mi a
lezartjuk, relativ belsejiik. Végiil a cl (és a rec) operdtorokra vonatkozé
felcserélhet6ségi tételeket bizonyitunk, valamint Weierstrass tételét. (Ope-
ratoron itt R™-en értelmezett fiiggvényekkel végzett miiveletet értiink.)

9. Foleg a konjugalas operatorra vonatkozo felcserélhetségi tételeket bi-
zonyitunk, az el6zo fejezet eredményeinek, valamint a konvex Stiemke-tétel
segitségével. Illusztracidképpen tamasz- és tavolsagfiiggvényekkel kapcso-
latos észrevételek szerepelnek.

10. A fejezetet a f6leg az effektiv tartomédny relativ belsejében meglévé,
alapveto folytonossagi és szubdifferencidlhatésagi tulajdonsigok vizsgala-
taval kezdjiik. Ezutan a fiiggvénynek és konjugdltjanak szubdifferencidlja
kozti kapcsolat, valamint az el6z6 fejezet eredményeinek segitségével felcse-
rélhetdségi tételeket bizonyitunk. Konvex fliggvények differencialhatosaga-
nak, majd differencialhaté fiiggvények konvexitasanak jellemzéseit adjuk.



A fejezet végén differencidlhatd, konvex fiiggvények lokélis (és igy globélis)
minimumbhelyeit karakterizaljuk.

11. A hatodik fejezetben kuplinedris programokra bizonyitott dualitdsi
tételek jelent6s altalanositdasa, a Rockafellar-féle programparra. Példakép-
pen Eisenberg és Dennis dualitasi tételeit emlitjiik.

12. A Lagrange-féle programpérra vonatkoz6 dualitasi és optimalitasi
tételeket részben az el6z6 fejezet eredményeibol, részben a konvex Farkas-
tételbdl bizonyitjuk. Kiilon vizsgdljuk azt az esetet, mikor a primal prog-
ramot differencidlhatd, konvex fiiggvények irjak le, ekkor a Lagrange-dudl
helyett tekinthetjiik az egyszertibb Wolfe-dualt is. Utébbira példaképpen
kvadratikus (specidlisan linedris) dualitési tételeket bizonyitunk. Végiil az
eddigi gondolatmenet egy részét megismételjiik konvex fiiggvények helyett
kipkonvex leképezésekkel leirt programokra, kitérve regularizacidjukra is.

13. Konvexitas helyett simasagot megkovetelve a Lagrange-féle primél
programot leiré fiiggvényekre, dualitasi tételeket mar nem, de optimalitasi
tételeket még mindig igazolhatunk. Az itt leirt bizonyitasban a feladathoz
rendelt kiipoknak (belsd, megengedett, csokkenési és érintd iranyok kipjai),
valamint a 6. fejezet tételeinek jut fontos szerep.

14. A 11. és 12. fejezet egyes eredményeit bizonyitjuk ujra, valamivel
gyengébb formaban, de nagyobb ralatassal.

A figgelékekben vizsgéljuk politép és konvex halmaz Gsszegének tulaj-
donsagait, majd alkalmazasként tovabbi zartsidgi és szeparacios tételeket
bizonyitunk.

Irodalomjegyzék és koszonetnyilvanitas

A jegyzet olvasdsa linedris algebrai, analizisbeli, linearis programozasi el6-
ismereteket igényel:
1, 7, 10, 12, 16, 18, 22, 23, 25.

Az egyes fejezetekhez felhaszndlt irodalom:



8. 7,13, 20

1. 16, 22, 25
5 ) 9. 13’ 20

2. 10, 12, 13, 20, 24 10. 3, 7,8, 13, 15, 20
3. 2,18, 23
L 213 20 11. 20, 24
5. 15)) 26 12. 3,4,5,6,9, 11

. ) 13, 18, 21, 24, 32
6. 2,3,13,20 13. 1,3,7,8, 13, 14
7. 13’ 20, 24_, 237 26 14 85 s 1y Oy )

4, 32,17, 31 '

A-C. 28, 29, 30.

A tertilettel valé tovabbi ismerkedéshez ajanlott irodalom: 13, 19, 21,
27, 20 (a teriilet alapmiive), 24 (a minimax elmélethez), 3 (a végtelen di-
menzi6 felé).

Ko6szonetet mondok Kovacs Margitnak, akinek Konvex analizis és nem-
linearis programozas eléadédsai, valamint az ezekhez az el6addsokhoz irt
konyve nagy segitségemre voltak e jegyzet elkészitésében. Példaul a jegy-
zet 13. fejezetét szinte valtoztatds nélkiil [13]-bdl vettem &t.

Ko6szonetet mondok Frank Andrasnak, témavezetomnek, aki sokirdnyt
segitséget nyujtott e jegyzet elkészitéséhez: a 3., 6. és 7. fejezetek jelentGs
részét az 6 masodéves matematikus hallgatoknak tartott Operdcidkutatds
el6addsai alapjan irtam meg; 6 hivta fel a figyelmemet a [25] és [3] konyvek-
re; és szamos konzultdcidval is segitett. OTKA keretébdl (jelenlegi szédma
T17580) tamogatta a jegyzet elkészitését.

Nagyon sokat profitdltam Rapcsdk Tamaéassal folytatott beszélgetéseink-
bol. Tobb, a témahoz tartozé cikket atgondoltunk egytitt. O hivta fel a
figyelmem a [19] jegyzetre is.

Terlaky Tamads hivta fel a figyelmemet a [21] jegyzetre (ahonnan a 12.
fejezet lényegét vettem &t), és szamos konzultciéval is segitett. Hozza
a Peregrinatio II. Alapitvany segitségével jutottam ki a delfti Miiszaki
Egyetem Operacidkutatasi Tanszékére.

Illés Tibor hivta fel a figyelmemet a kuplinedris programozas alapvetd
eredményeire és a [8] jegyzetre (ahonnan a 14. fejezetet vettem at).

Koszonettel tartozom még ifj. Boroczky Karolynak, tole hallottam 5.7
itt leirt bizonyitasdnak korabbi valtozatat és 5.15 bizonyitasat.

A jegyzet megirdsdnak idején munkaltatéim a MTA Rényi Alfréd Mate-
matikai Kutatéintézet és az E6tvos Lordnd Tudoményegyetem voltak.



Jelolések

|S] az S halmaz elemszdma
N, R a természetes és a valds szamok halmaza
Ry, R_- anemnegativ, illetve a nempozitiv valds szamok halmaza
Smxn az S halmaz elemeibdl all6 m X n-es matrixok
Sn S™¥1 " az n-elemii (oszlop)vektorok halmaza
a;j, (A)i; az A€ S™ ™ matrix (7, j)-edik eleme,
i@, a; i-edik sorvektora, illetve j-edik oszlopvektora

x;, (x);  az x vektor i-edik eleme
AT A~!'  az A matrix transzponéltja, illetve inverze

€; ((511‘, e ,(5m)T, ahol 6ij = 1, hai= j, 0 kiilénben
1 e1t+...+e,=(1,...,)T eR®
E erel +... +enel € R, (E);j = 0y
1E3] az x € R"™ vektor euklideszi norméja, ||z|| = VaTx
O(z,e) az x kozépponti, £ sugard, nyilt gdmb
int .S az S C R"™ halmaz bels6 pontjainak halmaza
clS az S C R"™ halmaz lezartja
fls az f fliggvény megszoritdsa az S halmazra
sup .S, . . .
inf S az S C R halmaz szuprémuma, illetve infimuma,
rrrrlfri S’ maximuma, minimuma (ha a sup, illetve az inf felvétetik)

= definidlé egyenlOség
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Végesen generalt halmazok

1. A Gauss—Jordan-eliminacid

A Gauss—Jordan-eliminaci6 fontos bizonyitési eszkéz. Elméletileg lined-
ris egyenletrendszerek megolddsara szolgél, vagyis, adott A € R™*™ méatrix
és b € R™ vektor esetén, Ax = b tulajdonsigi = € R™ vektor(ok) meg-
keresésére. Mar az m = n = 1 eset mutatja e kérdés bonyolultsigit: a
0z =0, 0x = 1, illetve 1x = 0 egyenletrendszerek megoldashalmaza rendre
R, 0, illetve {0}. Megolddképlet tehat nem varhat6. Az aldbbi algoritmus
eldonti, hogy az egyenletrendszernek létezik-e megoldasa, és ha igen, akkor
megad egy, a megoldashalmazt “generald” vektorrendszert.

A moddszer a kovetkezo észrevételen alapszik:

1.1. Allitas: Ha az (A, b) mdtrizon végrehagtjuk az aldbbi transzformdcick
eqyikét, és az igy kapott mdtriz (A', V'), akkor az Ax = b és az Alw =V
egyenletrendszerek megolddshalmaza megegyezik:

T1: A mdtriz eqyik sordt eqy nemnulla A valds szammal szorozzuk.

Ty: A mdtrix egyik sordhoz hozzdadjuk egy mdsik sordnak A-szorosdt, ahol
A tetszdleges valds szdm. a

Természetesen a fenti tulajdonsdggal rendelkezik az a transzformécié
is, hogy a matrix két sorat felcseréljiik. (Ezt jeloljik Tp-lal.) A Ty, Th, To
transzformacidékat elemi sortranszformacidéknak nevezziik. Hasonléan
definidlhatok az elemi oszloptranszformaciok is.

1.2. Allitéds: Az elemi sortranszformdciok egyenértékiek a mdtriz egy
un. elemi matrixszal vald balrél szorzasdval, ahol az elemi mdtrizot ugy
kapjuk, hogy a megfeleld transzformdciot az egységmdtrizon hajtjuk végre.
Az elemi mdtrizok invertdlhatdoak. O

Hasonlé6 &llitds mondhat6 ki az elemi oszloptranszformécidk esetén is,
csak itt az elemi matrixszal jobbrdl kell szorozni. Ennek az allitdsnak a
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megjegyzését segitheti az angol “jobs=munkak” sz6: Jobbrdl Oszlopot,
Balrdl Sort transzformadl az elemi matrixszal vald szorzés.

1.3. Allitds: Az egyetlen egyenletbdl dllo Ax = b rendszernek pontosan
akkor nincs megolddsa, ha A =0, és b # 0.

Bizonyitds: Ha A # 0, akkor z := AT (AAT)~1b megoldéds. Ha pedig A = 0,
akkor az Ax = b rendszer csak b = 0 esetén megoldhatd. O

A Gauss—Jordan-eliminacié soran T; és Tb tipusi sortranszforméciékkal
olyan alakra hozzuk a megoldhaté egyenletrendszert, amelynek megolda-
sa(i) méar konnyen kiolvashaté(k). Ha az egyenletrendszernek nincs megol-
dasa, akkor az egyik atalakitott rendszernek lesz egy 1.3 szerint ellentmondé
(0x = (# 0) alaki) egyenlete.

A kovetkezdkben a Gauss—Jordan-eliminaciét irjuk le formalisab-
ban. Az algoritmusban szerepld egyes valtozdk jelentése:

i jeloli, hogy hanyadik sorban &all az éppen vizsgalt
egyenlet;
k jeloli az eddig talalt nemnulla sorok szdmaét;

ARz = p*) g k-szor transzformalt, Az = b-vel azonos megoldds-
halmazi rendszer.

Gauss—Jordan-eliminéacié:

1. Be:m,n, A,bmneN, AeR™" beR™|

2. i:=1:k:=0: A0 .=4:p0 .=p

3. Ciklus, amig i < m, és az A®z = b*) rendszer i-edik egyenlete
megoldhaté (vo. 1.3)

4. Ha A% jedik sordnak van nemnulla eleme, akkor k := k + 1 :
Sortranszformacié

5 1:=1i+1

6. Ciklus vége

7. Ha i <m, akkor Ki: Ax = b megoldhatatlan!
kiilénben Ki: Az = b megoldhatd!

r:=k
— b(T) . b(T) . RM
p = Z-lejl—i—...—i—irejre s
¢V = ¢j - aﬁ% e %(2'6]; eR"

(J € {1,...,n}\.{j1,...,jr})

8.  Program vége.

12



Sortranszformacio:

1. dg:=1

2. Valasszunk jj, oszlopindexet tgy, hogy az A®—1 métrix (iy, ji)
poziciéjan allé eleme nemnulla legyen.

3. Elészor osszuk le az (A®=D p(=1) matrix iy-adik sorat ji-adik
elemével, majd a sor megfelel szamu tobbszoroseit vonjuk le a
tobbi sorbdl tgy, hogy a ji-adik oszlop ip-tél kiilonboz6 indexii
elemei lenulldzédjanak.

4. Az igy kapott métrix legyen (A®), p(k)),

5. Szubrutin vége.

Néhany egyszerli észrevétel az algoritmussal kapcsolatban:
— Az algoritmus sordn mindig i1 < ... < ij; és az A% mdtrix i-nél kisebb,

az iy, ..., szamok mindegyikétol kiilonbozo indexti sorai nulldk, akarcsak
a b*) vektor megfelel§ elemei.
— Az algoritmus sordn mindig az A%) métrix j;-edik, . . ., ji-adik oszlopvek-

torai rendre e;, € R™, ..., ¢;, € R™. Az is latszik, hogy ji # j1,. .., Jr—1-
— Léteznek N®) invertalhaté matrixok dgy, hogy

AR = NB) A gs pF) = N(R)p,

Ezeket a matrixokat dgy kapjuk, hogy az m X m-es egységmatrixon is
elvégezzilk ugyanazokat az elemi sortranszformaécidkat, amelyeket az A
métrixon végrehajtottunk, mig az A%) métrixig jutottunk (v6. 1.2). Itt
felhasznéltuk, hogy invertalhaté matrixok szorzata is invertalhato.

1.4. Tétel: Ha az algoritmus az Ax = b rendszer megoldhatatlansdagat
allapitja meg, akkor az valoban megoldhatatlan. Ha az algoritmus szerint
Az = b megoldhatd, akkor az ekkor kapott p, ¢9) (j # ji, ..., j,) vektorokkal
fenndll, hogy
{reR": Ax = b} =
={p+; M09 N eR G (L} \ [ D)}

{zeR": Az =0} =

= {ZNaD N ER G el nk\ i)

(Semennyi vektor dsszegén a 0 vektort értve az r = n esetben.)
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Bizonyitds: Ha az algoritmus az Ax = b rendszer megoldhatatlansiagat
allapitja meg, akkor az aktudlis A"z = b(*) rendszer i-edik egyenlete,
és {gy az A®z = b rendszer is megoldhatatlan. Ekkor 1.1 szerint az
Ax = b rendszer is megoldhatatlan.

Kiilonben a fenti megjegyzések segitségével konnyen beldthatd, hogy

A(T)p = b(r), és A(T)q(j) =0(j #j1,---,7r)
Ebbdl 1.1 szerint
Ap=10,és AgD =0 (j # j1,. .., jr)

is kovetkezik, valamint az igazolandé halmazegyenléségek “O” része.

Ha most x € R" olyan vektor, amelyre Az = b teljesiil, akkor ismét
a fenti megjegyzések segitségével, koordinatardl koordinatara ellenérizve,
konnyen belathatd, hogy

z=p+ y  (z—p)qgY.
j;ﬁjlv"'vj’r

Ez bizonyitja az els6 igazolandé halmazegyenléség “C” részét is.
Végil ha z € R" olyan vektor, amelyre Az = 0 teljesiil, akkor az
T = p+ z vektorra Az = b teljesiil, és igy az el6z6 bekezdésben igazoltak

szerint
z = Z qu(j )
JFI15er
Eszerint a mésodik igazolandé halmazegyenléségben is fennall a “C” tar-
talmazas. O

A Gauss—Jordan-eliminécié végrehajtasa soran a jp oszlopindexek meg-
valasztasa tobbféleképpen torténhet, ennek megfeleléen méas-més lehet az
algoritmus lefolyasa. Természetesen megoldhaté Ax = b rendszer esetén az
eljaras azt mindig megoldhaténak talalja majd, de eléfordulhatna példaul,
hogy kiilonbozé r szamokat talal kiillonb6zo6 lehetséges lefutdsai soran. Meg-
mutatjuk, hogy ez nincs igy, s6t megoldhaté Ax = b egyenletrendszer esetén
talalt r szam csak az A métrixtdl fiigg, annak “rangja”. (Belatjuk példaul,
hogy az adott rendii, négyzetes matrixok kozott a lehetd legrangosabbak
éppen az invertdlhaté métrixok.)

Awi,...,u € R? (esetleg nem paronként kiilonboz8) vektorok linedris
kombinacidi a Z§:1 A\jv; vektorok, ahol Aq,..., A\, € R.
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A vy,...,v € R? vektorok linedrisan fiiggetlenek, ha csak trividlis
médon lehet beldliik kikombindlni a 0 vektort, vagyis

l

A, N ER, D AW =0esetén Ay = ... =X\ =0.
i=1
Ha a vy,...,u; € R? vektorrendszer nem linedrisan fiiggetlen, akkor

linearisan Gsszefiiggének nevezziik.

Linearisan fiiggetlen példaul az iires vektorrendszer vagy kiillonb6z6 0-1
egységvektorok tetszoleges rendszere (egységvektoron egységnyi hosszu vek-
tort értiink). Linedrisan Osszefliggé barmely a nullvektort vagy két egy-
forma vektort tartalmazé vektorrendszer. Linedrisan fiiggetlen vektorrend-
szer barmely része is linedrisan fliggetlen, mig linedrisan Osszefiiggd vektor-
rendszert tartalmazé vektorrendszer is linedrisan Osszefiggé. Ha S és S’ is
linearisan fiiggetlen vektorrendszer, tovdbbé teljestil, hogy v € S és v’ € S’
esetén vTv' = 0, akkor S U S’ is linedrisan fiiggetlen vektorrendszer lesz.

Tovabbi konnyen ellenérizheto észrevételek a linearis fiiggetlenséggel
kapcsolatban:

1.5. Allitds: Ha a v1,...,u € R vektorok linedrisan fliggetlenek, de
rendszerik eqy viy1 vektorral bdvitve mdr linedrisan Osszefiiggd, akkor a

vi+1 vektor elddll a vy, ..., v; vektorok linedris kombindcidjaként. O
1.6. Allitas: A v1,...,u € R vektorok pontosan akkor linedrisan

fiiggetlenek, ha egyikik sem dll eld a tobbiek linedris kombindcicjaként. O

Hogy egy vektorrendszer linedrisan fliggetlen vagy oOsszefliggd, azt me-
chanikusan az aldbbi médon donthetjiik el: Alkossunk a vektorokbdl, mint
oszlopvektorokbdl, egy A € Rl mitrixot, és Gauss-Jordan-eliminéciéval
vizsgaljuk meg, hogy az Ax = 0 homogén egyenletrendszernek van-e nulla-
t6l kiilonb6zé megoldasa (vagyis r < [ teljesiil-e). Ha van ilyen megoldés,
akkor a vektorok linedrisan osszefliggéek, kiillonben linearisan fliiggetlenek.
Az is latszik, hogy ha a vektorok szédma, [ nagyobb, mint a tér dimenzidja,
d, akkor a vektorrendszer biztosan linearisan Osszefiiggd, ekkor ugyanis
r <d < l. Tehat

1.7. Allitds: Az R-beli linedrisan fiiggetlen vektorrendszerek legfeljebb d

elemiiek. O
Az S, := (e1,...,eq) vektorrendszer mutatja, hogy az aldbbi allitas 1.7
erositése.
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1.8. Allités: Ha az Sy linedrisan fiiggetlen vektorrendszer elemei kikom-
bindlhatok az Sy vektorrendszer elemeibdl, akkor Sy elemszama legfeljebb
akkora, mint S, elemszdma.

Bizonyitds: Az S, vektorrendszer elemeibdl, mint oszlopvektorokbdl, &l-
litsunk Ossze egy A métrixot, hasonléan S;-bél egy B matrixot. Ekkor
létezik X métrix ugy, hogy AX = B. Az X maétrix oszlopvektorai nyilvan
linedrisan fiiggetlenek, igy 1.7 szerint szamuk, |S¢| legfeljebb akkora, mint
a sorok szama, |Sy|. O

A vi,...,u € R? vektorrendszer legtébb elembél &ll6, linearisan fiig-
getlen részrendszerét a vektorrendszer bazisdnak nevezziik. A bdazis elem-
szdma a vektorrendszer rangja. 1.7 szerint a vq, ..., v; € R? vektorrendszer
rangja legfeljebb d (és persze legfeljebb 1).

1.9. Allitas: FEgy vektorrendszer valamely része pontosan akkor bdzis, ha
beldle a vektorrendszer minden eleme kikombindlhato, méghozzd egyfélekép-
pen.

Bizonyitds: Az allitas 1.5, 1.6 és 1.8 egyszerli kovetkezménye. O

Mint azt 1.13-bdl latni fogjuk, vektorrendszer rangja és egy bazisa is
meghatdrozhaté a Gauss—Jordan-elimindcié segitségével. Elckészitéskép-
pen néhany allitast fogalmazunk meg a rangroél.

1.10. Allitas: Egy vektorrendszer rangja nem vdltozik, ha

a) elhagyunk beldle egy nulla vektort;

b) két vektordt felcseréljik;

c) egyik vektordt egy A # 0 valds szammal megszorozzuk;

d) egyik vektordhoz hozzdadjuk egy mdsik vektordnak A-szorosdt, ahol X
tetszdleges valds szdm.

Bizonyitds: Csak az &llitas d) részét kell igazolnunk. Itt c) miatt feltehetd,
hogy A =1, és b) miatt elég azt megmutatnunk, hogy ha S a vy, va,..., v
vektorrendszer linedrisan fliggetlen része, akkor a vy + wvo,vo,...,v; vek-
torrendszerben is taldlhat6 vele azonos elemszamu S’ linedrisan fliggetlen
részrendszer.

Ha vy ¢ S, akkor S’ := S megfelel. Ha vy,vy € S, akkor konnyen
belathaté, hogy

S = {v; + v} U(S\ {v1})
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megfelel. Marad az az eset, mikor v; € S, de vo € S. FEkkor kénnyen
beldthatd, hogy a fenti S’ rendszer, vagy ha az nem, hat

S" = {ua} U (S\ {v1})
megfelel. .

Adott A € R™ ™ matrix esetén sorvektorai rendszerének rangja a
matrix sorrangja, oszlopvektorai rendszerének rangja a maétrix oszlop-
rangja, jeliik sr (A4), illetve or (A). Nyilvén

st (A) = or (AT), és or (A) = sr (AT).
Tudjuk tovabba, hogy

max{sr (A),or (4)} < min{m,n}.

1.11. Allitas: Tetszbleges (szorozhatd) A, B mdtrizok esetén
or (AB) < or (B),

egyenldséggel, ha A invertdlhaté. Hasonldan
st (AB) <sr(A4),

egyenloséggel, ha B invertalhato.

Bizonyitds: Az AB matrix oszlopvektorai az Abq,..., Aby vektorok. Ha
példéul az Aby,..., Ab, vektorok linedrisan fiiggetlenek, akkor a by,...,b,
vektorok is linedrisan filiggetlenek, ugyanis Bx = 0 esetén ABx = 0 is
fennall. Ebbél mar latszik, hogy or (AB) < or (B).

Ha most az A matrix invertalhaté, akkor a fentiek szerint

or(B) =or (A"'AB) < or (AB)

is teljestil.
Az 4allitas méasodik fele hasonléan igazolhato. O

1.12. Allitas: Az A mdtriz sor- és oszloprangja sem vdltozik, ha
a) a matriz egy csupa nulla sordt vagy oszlopdt elhagyjuk, illetve ha
b) a madtrizon elemi sor- vagy oszloptranszformdcidkat hajtunk végre.

Bizonyitds: Az allitds 1.10 és 1.11 egyszer(i kovetkezménye (vo. 1.2). O
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1.13. Tétel: Az A mdtriz sor- és oszloprangja is megegyezik a Gauss—
Jordan-elimindcio sordn bdarmely olyan b vektor mellett kiszamolt r szam-
mal, amelyre az Az = b rendszer megoldhatd (példdul b = 0 ilyen vektor).
Az

Aej, ..., Aej,, illetve az ATeil, e ,ATeiT

vektorrendszer az A mdtrix oszlop-, illetve sorvektorai rendszerének eqy
bazisa.

Bizonyitdas: A tétel 1.12 egyszerii kbvetkezménye.

Konnyti beldtni, hogy az A") métrix, és igy az A métrix sor- és oszlop-
rangjais r. Ha ugyanis az A métrixbdl csupa nulla sorait elhagyva csak az
i1, ..., % indexi sorait hagyjuk meg, akkor az igy kapott r sorbdl all6 matrix
sor- és oszloprangja is r, hiszen ji-edik, ..., j.-edik oszlopai kiilénb6z6 0-1
egységvektorok. Ez bizonyitja a tétel els6 felét.

A tétel méasodik feléhez hajtsuk végre az eliminaciét csak a ji,...,Jj,
indexli oszlopvektorokon, illetve csak az ii,...,4, indexi sorvektorokon.
Ugyanolyan lefutés mellett r sor- és oszloprangd métrixhoz, az A7) méatrix
megfelel6 részmatrixdhoz jutunk. Ezért 1.12 szerint az eredeti A matrix
megfelel6 oszlop- és sorvektorai linedrisan fiiggetlenek; a tétel mar igazolt
els6 fele miatt pedig bazist alkotnak. a

Eszerint az A maétrix sor- és oszloprangja megegyezik. Ezt a kozos
értéket a matrix rangjanak nevezziik, és r (A)-val jeloljik.

1.14. Allitas: Szorozhats A, B matrizok esetén
r(AB) < min{r(A),r (B)}.
Osszeadhatd A, B mdtrizok esetén

r(A+B)<r(A)+1(B).

Bizonyitds: Az allitas elsé fele 1.11 kdvetkezménye, mésodik fele pedig az
elséé, ugyanis

A+ B=(A,B)E,E)T,
és

r(A,B) <r(A)+r(B).
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1.15. Allitas: Az invertdlhaté mdtrizok éppen azok a négyzetes mdtrizok,
amelyeknek a rangja a rendjével egyezik meg.

Bizonyitds: Legyen A € R™*™. Tegyiik fel el6szor, hogy az A maétrix in-
vertdlhatd, vagyis 1étezik (szlikségképpen egyértelmili) B métrix gy, hogy
AB = E = BA. Ekkor az Az = 0 egyenletrendszernek egyetlen megoldésa
a 0 vektor (hiszen Ax = 0 esetén xz = BAx = 0), igy A oszlopvektorai
linedrisan fliggetlenek, és A rangja a rendje, n.

Ha most r(A) = n, akkor az A métrix oszlopvektorainak linedrisan
fliggetlen rendszerét tetszéleges e; vektorral bévitve mér linedrisan Gssze-
fiiggd rendszert kapunk, igy 1.5 szerint 1 < i < n esetén az Ax = e; rendszer
megoldhaté, jelolje egy megoldasat z;. Jelolje X azt a matrixot, amelynek
oszlopvektorai rendre z1,. .., z,. Ekkor X € R™*", teljesiil, hogy AX = E,
és 1.14 szerint r (X) = n. A fentiek szerint az X métrixhoz is létezik Y
matrix ugy, hogy XY = FE legyen. Ekkor

XA=XAXY)=X(AX)Y = XY = E,

tehdt XA = E = AX, vagyis az X matrix az A matrix inverze. a

Most a lineéris egyenletrendszerek megoldhatésaganak két ekvivalens
feltételét fogalmazzuk meg.

1.16. Tétel: (Kronecker—Capelli) Ha az Az = b rendszer megoldhatd,
akkor
r(A,b) =r(A),

kilonben pedig
r(A,b) =r(A)+ 1.

Bizonyitds: A bizonyitdst azzal a nyilvanval6 észrevétellel kezdjiik, hogy
r(A) <r(4,b) <r(A)+1.

Most tegyiik fel indirekt, hogy az Ax = b rendszer megoldhatd, mégis
r(A,b) =r(A) + 1. Ekkor az (A,b) mdatrix egy bézisdnak A-beli része az
A matrix bézisa lenne (métrix bézisa alatt az oszlopvektor-rendszerének
bazisat értve), az A métrix oszlopvektorai, és igy a b vektor is el6dllna e
vektorok linedaris kombindciéjaként. Ez pedig ellentmond annak, hogy az
(A,b) métrix fenti bazisa linedrisan fiiggetlen.
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Végiil tegyiik fel indirekt, hogy az Ax = b rendszer nem megoldhatd,
mégis r (A,b) =r (A). Ekkor az A matrix egy bézisa az (A, b) métrix béazisa
is, vagyis a b vektor kikombinalhaté beléle. De akkor az Ax = b rendszer
mégis megoldhaté lenne, ellentmondashoz jutottunk. a

Ha az Ax = b rendszer megoldhaté, akkor ennek tamija a p vektor.
Hasonléan tomor bizonyitékat adhatjuk az Az = b rendszer megoldhatat-
lansaganak is.

1.17. Tétel: (Fredholm alternativatétele) Az Az = b rendszer pontosan
akkor megoldhatatlan, ha létezik y € R™ wvektor gy, hogy ATy = 0, és
bTy £ 0. (Mdsképpen megfogalmazva az Az = b rendszer pontosan akkor
megoldhatd, ha ATy =0 esetén b7y =0.)

Bizonyitds: A tétel “akkor” irdnya konnyen beladthat6: Ha létezne a tételben
leirt tulajdonsagi z és y vektor is, akkor a

0=0"2=(ATy)Tz = yT Az = yT (Az) = y" D # 0

ellentmondashoz jutnank.

A tétel masik irdnyat Gauss—Jordan-elimindciéval bizonyithatjuk: Ha
az Ax = b rendszer nem megoldhaté, akkor az elimindci6é soran valamikor
ellentmondé egyenletre bukkanunk, vagyis az aktudlis A%z = ) rendszer
i-edik egyenlete 072 = (# 0) alaki lesz.

Tudjuk, hogy az N := N®) matrixszal A®) = NA, b(*) = Nb. A fentiek
szerint

el A®) = eTNA =0, o™ = eI Nb +£ 0.

Legyen y az N matrix i-edik sorvektordanak, el-TN -nek a transzponaltja.
Erre az y vektorra teljesiil, hogy ATy = 0, b7y # 0, mint azt az el6z6

egyenletek éppen kimondjak. a
Azt mondjuk, hogy az A € R™*™ métrix Hermite-féle normalalak,

ha valamely r esetén kivalaszthaték paronként kiilonbozo iq, ..., 4, sorin-

dexei és paronként kiillonboz6 ji, ..., j, oszlopindexei gy, hogy:

a) Ha az i sorindex az i1, . . . , i, sorindexek mindegyikétdl kiillonbozik, akkor

az A matrix i-edik sora csupa nullabdl All.

b) Barmely k € {1,...,r} esetén az A métrix ji-adik oszlopanak minden

eleme nulla, leszamitva az ig-adikat, ami egyes.
Ekkor automatikusan r (4) = r. (Ez éppen gy igazolhat6, mint az 1.13
bizonyitésdban szereplé r (A(M) = r allités.)
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Az iy,...,1, sorindexek és a ji,...,J, oszlopindexek véalasztdsa nem
egyértelmi, a kovetkezokben mindig egy lehetséges valasztast jelolnek.
A P; alaki métrixokat, ahol

m
P, = Z eﬂ(k)eg e R™™ (m:{1,...,m} — {1,...,m} permutdcid),
k=1

permutacié matrixoknak nevezziikk. Konnyen beldthatd, hogy ha w, o
permutéciok, akkor Pro, = Py - Py, igy Py invertalhato, P 1 — PTT =P.-1.
Teljestil tovabba, hogy

(PEA)ZJ = Qr(5)j> 8Ot (P,?APU)Z‘J' = Qr(i)o(4)-

Ha az A métrix Hermite-féle normalalaki, akkor P! AP, is az.

1.18. Tétel: Tetszéleges A € R™*™ mdtrizhoz létezik N € RM*™
invertdlhaté mdtriz gy, hogy az NA mdtriz Hermite-féle normdlalaki.
Tetszbleges A € R™*™ madatrizhoz léteznek N1 € R™*™, Ny € R™™" in-
vertdlhatd mdtrixok gy, hogy az N1ANo mdtriz és transzpondltja is Her-
mite-féle normdalalak.

Bizonyitds: A tétel els6 feléhez oldjuk meg az Ax = 0 egyenletrendszert
Gauss—Jordan-eliminaciéval, ekkor az N := N(") métrix megfelel.

A tétel mésodik feléhez legyen Ny € R™*™ olyan invertalhaté matrix,
amelyre az N1 A méatrix Hermite-féle normalalakid. Ekkor az N1 A métrix
r = r(A) darab kitiintetett oszlopaban kiilénbéz6 0-1 egységvektorok &ll-
nak, ezek egyesei dltal kijelolt sorokat elhagyva az N1 A matrixbdl, null-
matrixhoz jutunk. A kitiintetett oszlopok megfelelé szamszorosait kivonva
a tobbi oszlopbdl elérhetjik, hogy a nem kitiintetett oszlopok elemei lenul-
ldz6djanak. A fenti elemi oszloptranszformécidk egy-egy elemi métrixszal
valé jobbrél szorzasnak felelnek meg (v6. 1.2), ezen elemi méatrixok szorzata
legyen No. Nyilvanvaléan N; és No megfelelnek. O

Azt mondjuk, hogy az X € R™ ™ métrix az A € R™*™ matrix Moore—
Penrose-féle altalanositott inverze, ha teljesiil ra, hogy

a) AXA = A;
b) XAX = X;
c) (AX)T = AX;

d) (XA)T = XA.
Ha A € R™™ invertdlhat6, akkor az X := A~! matrixra a), b), c) és
d) is fennall.
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Példaul ha az A € R™*" matrix rangja m [n], akkor
X = AT(AAT)™L [X = (AT A) 71 AT]
megfelel. (Ha r (A) = m, akkor
AATz =0 = ||ATz|? =2TAAT2 =0 = ATz =0 =2 =0,

igy 1 (AAT) = m, és 1.15 szerint AA” invertalhato.)

1.19. Tétel: Minden mdtriznak egyetlen Moore—Penrose-féle dltaldnosi-
tott inverze van.

Bizonyitds: Legyen A € R"™ " tetszOleges matrix. Elészor azt mutatjuk
meg, hogy az A métrixnak legfeljebb egy Moore—Penrose-féle altalanositott
inverze lehet.

Tegylik fel, hogy az X; és az Xo matrix is kielégiti az altalanositott
inverz definici¢jdban szereplé a), b), c) és d) matrixegyenleteket. Megmu-
tatjuk, hogy
1. tetszbleges € R™ esetén (X7 — Xo)Ax = 0;

2.y € R™, ATy = 0 esetén (X1 — Xo)y = 0;
3. X; = Xo.
1. El8szor is a) és d) szerint, X = X7 vagy X = X5 esetén

AT = (AX AT = ATXTAT = (X A)TAT = XAAT,
igy (X7 — X2)AAT =0, amibél
(X; — X9)AAT (X, - X)T =0
adédik. Ha egy B matrixra BBT = 0 teljesiil, akkor sziikségképpen B = 0,

ugyanis ekkor
S # = V(BB =0
/[:7]' i

(2
Ezt az észrevételt a B = (X; — X9)A maétrixra alkalmazva latjuk, hogy
(X1 — X2)A = 0. Ezért tetszéleges z € R™ esetén (X7 — X9)Azx = 0.
2. Mésodszor b) és c) szerint, X = X; vagy X = X5 esetén
X = X(AX) = X(AX)T = xxT AT

ezért y € R™, ATy = 0 esetén (X1 — X3)y = 0.
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3. Legyen N € R™*™ olyan invertalhaté matrix, amelyre az N A matrix
Hermite-féle normalalaki. Kénnyen beldthatd, hogy az

NTGZ' (Z 751'1,...,%), Aejl,...,AejT

vektorok linedrisan fiiggetlenek (lasd az 1.5 el6tti észrevételt). A fentiek sze-
rint e vektorok barmelyikét balrdl szorozva az X; — X9 méatrixszal, nullvek-
tort kapunk. Mivel a fenti m linearisan fliggetlen R™-beli vektor linedris
kombinacidjaként tetszOleges e; € R™ vektor el6dll, azért

(Xl—Xg)ei:O(izl,...,m)

is teljestil, és akkor persze X; — X9 = 0, vagyis X1 = Xo.

Most megmutatjuk, hogy tetszéleges A € R™*™ matrixnak létezik
Moore—Penrose-féle altalanositott inverze.

Legyenek N € R™*™ és Ny € R™ ™ invertdlhaté matrixok tgy, hogy
az N1 ANs matrix és transzpondltja is Hermite-féle normalalaki. Ekkor
alkalmas 7 : {1,...,m} — {1,...,m} és o : {1,...,n} — {1,...,n} per-
mutaciokkal

E 0
PINyAN,P, = ( 0 0 )
ahol a szerepl6 E matrix r x r-es, ahol r = r (A). Legyen
U:=N;'P.(E, 00" ¢ R™" W .= (E,0)PIN;!' ¢ R™",

ekkor A = UW, tovabba r(U) = r(W) = r, tehat az UTU és WW7T
matrixok invertalhaték. Ezek utan konnyen belathatd, hogy

X =wltwwhHtwru)~tv?
az A matrix egy Moore-Penrose-féle altalanositott inverze. O

Az A métrix a fentiek szerint egyértelmiit Moore—Penrose-féle altalano-
sitott inverzének jele A,

1.20. Kovetkezmény: Tetszdleges A € R™*™ mdtrix esetén

(ANT = A, és (AT)T = (ADT.
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2. Alterek, affin halmazok

Ebben a fejezetben a homogén (Ax = 0 alaku), illetve &ltalanos (Az = b
alaki) linedris egyenletrendszerek megolddshalmazainak szerkezetét vizs-
galjuk. Ez vezet a cimben emlitett fogalmakhoz. Harom igen fontos Gtlet is
megjelenik, a dualitds, a diagonalis altér és a homogenizacid, ezek lényegét
véazoljuk el6szor tomoren.

A dualitds az a jelenség, mikor egy halmazon értelmezve van egy
onmagaba torténd leképezése gy, hogy minden elemre kétszer alkalmazva
a leképezést, visszakapjuk az eredeti elemet. Ekkor a halmazon értelmezett
dualisképzésrol beszéliink. Egy elem képét az elem dudlisanak nevezziik,
az elemet magat pedig, a dudlisdtél valé megkiilonboztetése érdekében,
primal elemnek.

Példaul egy valés szam (—1)-szerese nevezhet a szdm duélisanak, de a
halmaz és a dudlis leképezés lehet példaul (lasd a 2., 3., 6., 7. fejezeteket)
— az R%beli alterek a ~-képzéssel;

— az R%beli, zart, konvex kipok a *-képzéssel;

— az R%beli végesen generdlt kiipok a *-képzéssel;

— az R%Dbeli, az origdt tartalmazé, zért, konvex halmazok a °-képzéssel;

— az R%beli, az origdt tartalmazé poliéderek a °-képzéssel;

— az R%beli, az origt belsé pontként tartalmazé, kompakt, konvex halma-
zok a °-képzéssel;

— az R%beli, az origdt belsé pontként tartalmazé politépok a °-képzéssel;
— az (R%beli zért, konvex kip és egy nemiires expondlt lapja) parok a
* % Dképzéssel:

— az (R%beli poliéder kip és egy nemiires expondlt lapja) parok a * x *-
képzéssel;

— az (R%beli, az origt belsejében tartalmazé, kompakt, konvex halmaz és
egy exponalt lapja) parok a © x O _képzéssel;

— az (R%beli, az origdt belsejében tartalmazé politép és egy lapja) parok
a ° x “-képzéssel;

— az Osszes linearis program a dudlis program képzéssel;

— vagy akar az Osszes, zart, konvex kupokkal leirt kiplinearis program a
dudlis program képzéssel.

Ennek a jelenségnek a felismerése azért hasznos, mert segitségével az
elemeket méasik oldalukrdl is latjuk: mint dudlisuk dualisat.
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A diagonadlis altér legyen
D:=U{{z} x... x {z} SR¥*:z e RI}.

Az alabbi észrevétel segitségével bizonyos, tobb halmaz metszetére vonat-
kozo allitasokat vissza lehet vezetni arra az esetre, mikor csak két halmaz
szerepel az allitdsban (rdadasul az egyik altér). Ebben a fejezetben még
nem lenne rd feltétleniil sziikség, mégis hasznaljuk, hogy ez az alapvetd
Otlet is minél kordabban megjelenjen a jegyzetben, és ne szamitson ujnak,
mikor mar benne vagyunk a bizonyitdsok “stirtijében”. Az észrevétel a
kovetkez6: ha S = Sy x ... x Sj alaki valamely S; C R (i = 1,...,k)
halmazok esetén, akkor

SnD=u{{z} x...x {z} SR :zenf,S;}.

(Lasd még 2.13, 6. fejezet.)

A homogenizacié egy fogds, melyet alkalmazva egy bizonyos, halma-
zokra vonatkozdé allitas érvényességét elegendo eggyel magasabb dimenzids,
de strukturaltabb halmazokon ellendrizni, példaul (ldsd a 2.-7. fejezeteket)
— affin halmazok helyett altereken;

— konvex halmazok helyett konvex kiipokon;
— poliéderek helyett poliéder kupokon.
A bizonyitasok igy sokszor egyszerlibbé, atlathatébbakka valnak.

Az L € R? halmazt linedris halmaznak, vagy rovidebben altérnek
nevezziik, ha az origdt, tovabba barmely két elemének linedris kombinécidit
is tartalmazza, vagyis 0 € L, és

T1,%2 € L, A\, Ao € R esetén A\jx1 + Aoxo € L.

Mésképpen megfogalmazva egy L C R¢ nemiires halmaz pontosan akkor
altér, ha teljesiil rd, hogy RL C L, és L+ L C L (és akkor RL = L, és
L+L=1L,1€R,é 0€ L miatt), ahol természetesen

S'Sltz{)\xi)\ES,SCESl} (SgR,Slng),
S1+ Sy = {1‘14—.%'2:1‘1 € 51, T ESQ} (Sl,SQ ng)

Ha az S, S; vagy So halmazok valamelyike egyelemii, akkor a fenti jelolés-
ben a halmaz helyett egyetlen elemét is irhatjuk (példdul {z} + So helyett
x + Sa szerepelhet).
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Altér példaul a csak az origét tartalmazé halmaz, vagy az egész R tér.
Koénnyen beldthaté, hogy ha A € R™*4 B € RI¥*" tovdbba L; C R™,
Lo CR™ alterek, akkor az

ATYS)) == {z e R : Az € S} (S CR™),
BSs := {By YIS SQ} (SQ - Rn)

jelolésekkel az A=1(Lp) linedris inverzkép és a BLo linedris kép is altér,
specidlisan az A matrix nulltere és a B matrix képtere,

Ker A := A7Y0) = {z € R?: Az = 0}, illetve
ImB:=BR"={By:y € R"}

alterek.

Felmeriil az a (két) kérdés, hogy megforditva, minden L C R? altér
elésll-e Ker A, illetve Im B alakban, valamely A € R™*4 B e Rxn
matrixok esetén. Ha az els6 kérdésre igen a vélasz, akkor lathatd, hogy
az alterek zart halmaz (a {0}) folytonos inverz képeként zart halmazok.
Ha a maésodik kérdésre igen a vélasz, akkor az alterek egy tOomor leirasat
nyertiik véges sok elemiik linedris kombinécidinak halmazaként.

Megmutatjuk, hogy a két kérdés ekvivalens, és mindkettére igen a
valasz. FElGszor vezessiink be két fogalmat, amelyek segitségével wjra fo-
galmazhatjuk a kérdéseket.

Alterek tetszéleges rendszerének metszete nyilvan altér, igy egy adott
S C R? halmaz esetén létezik egyértelmtien az S halmazt tartalmazé
legszilikebb altér, S linearis burka,

linS:=n{L:SCL,L altér}.
2.1. Allit4s: Tetszbleges nemiires S C R halmaz esetén teljesiil, hogy

k
linS:{Z)\ixi:k‘EN, Ai €R, xiGS(izl,...,k)}.

i=1
Az dres halmaz linedris burka a trividlis {0} altér.
Bizonyitds: A jobb oldali halmaz (az S-beli elemek linedris kombinacidinak

halmaza) nyilvdn az S halmazt tartalmazé altér, igy S linedris burkét is
tartalmazza.
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Masfeldl k szerinti indukciéval konnyen belathatd, hogy egy az S hal-
mazt tartalmazé altér sziikségképpen az S elemeibdl képzett k-tagu linedris
kombinacidkat is tartalmazza. O

Teljestil, hogy 0 € S, Sy esetén
lin (S1 x S2) = (lin S7) x (lin Sy).
A linedrisburok-képzés tartalmazastarto:
S1 C S5 esetén lin 57 C lin Ss.

Adott S € R? halmaz esetén S ortogondlis kiegészité altere az
Osszes S-beli vektorra meréleges vektorok halmaza. (Két vektor, a és x
merdleges vagy ortogondlis, ha a’z = 0.) Az S halmaz ortogonélis
kiegészits alterének jele S+, eszerint

SJ‘::{aGRd:aTx:O(xGS)}.

Barmely S C R? halmaz esetén S+ (zért) altér. Ha S = L altér, akkor
az L+ alteret szokds még az L altér dudlis alterének nevezni (vo. 2.12).
Teljesiil, hogy 0 € 571,52 esetén

(S1 x So)t = St x Sy
Az ortogonélis kiegészité altér képzése tartalmazas-fordité:

S1 C Sy esetén Sll ) SQL.

2.2. Allitas: Tetszdleges S C R halmaz esetén S+ = (lin S)*. O

Els6 kérdésiink tigy fogalmazhat6, hogy minden L C R¢ altérhez léte-
zik-e véges S halmaz, amelyre L = S, a mésodik kérdés pedig tigy, hogy
létezik-e véges S halmaz, amelyre L = lin.S. Megmutatjuk, hogy ez a két
kérdés ekvivalens egymaéssal.

2.3. Tétel: Tetszdleges A € R™*™ mdtriz esetén

(Im A)* = Ker AT, és (Ker A7)t = Tm A.
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Bizonyitds: Legyen S az A oszlopvektorainak halmaza. Ekkor 2.1 szerint
Im A = lin S, tovéabba nyilvan Ker AT = S+. A tétel els6 fele ezek utén 2.2
kovetkezménye.

A tétel masodik fele Fredholm alternativatételébdl kovetkezik. Eszerint
ugyanis az Ax = b rendszer pontosan akkor megoldhaté (vagyis b € Im A),
ha ATy = 0 esetén bTy = 0 (vagyis b € (Ker AT)+). O

Most mar latjuk, hogy ha a két kérdés valamelyikére igen a valasz,
akkor abbdl (a természetes

SJ_J_ - (SJ_)J_ (S C Rd)
jeloléssel) azonnal kovetkezik az alapvetd
Lt = L (L € R? altér)

azonossag. Ebbdl a két kérdés ekvivalencidja is latszik. Ha példaul mar
beldttuk, hogy minden L C R? altérhez létezik B € R¥™ matrix gy,
hogy L = Im B, akkor tetszéleges L C R? altér esetén létezik A € R™*¢
matrix dgy, hogy L+ = Im AT, és akkor

L =L = (ImA")* = Ker A.

Egy S C R% halmazt az L C R altér (lineéris) generalé részhal-
mazanak hivunk, ha lin.S = L. Ilyen részhalmaz példaul az egész L altér.

A fentiek szerint elég példaul azt belatni, hogy tetszéleges L € RY
altérnek létezik véges generdlé részhalmaza. E célbdél érdemes az L mi-
nimélis (nem szlikithetd) generdld részhalmazait vizsgdlni. Kideriil, hogy
ezek éppen a linearisan fiiggetlen generalé részhalmazok.

2.4. Allitas: Adott S C RY halmaz esetén az aldbbi dllitdsok ekvivalensek:
a) minden S" C S esetén lin S’ C lin S;

b) minden x € S esetén x & lin (S \ {z});

¢)hake N, \,....,. s €R, z1,..., x5 €S, tovdbbd S-F | Niz; = 0, akkor
AM=...= X =0. O

Ha az a), b) vagy c) éllitdsok egyike (és akkor mindegyike) teljestil,
akkor az S halmazt linearisan fiiggetlennek nevezziik, kiillonben pedig
linearisan Osszefiiggének. Ez a linedris fliggetlenségi definicié nyilvan
az el6zo fejezetben szerepl6 definicié altalanositasa, véges halmazokra meg-
egyeznek. Egy linedrisan fliggetlen halmaz most is legfeljebb d elemii lehet,
hiszen most is teljesiil, hogy linearisan fliggetlen halmaz barmely része is
linedrisan fliiggetlen, az ellenpéldanak pedig lenne d + 1 elemii része.
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2.5. Allitds: Adott L C R% altér és S C R halmaz esetén az aldbbi
allitdsok ekvivalensek:

a) S minimalis generdld részhalmaza L-nek, vagyis linS = L, de S’ C S
esetén lin S’ C L;

b) S linearisan figgetlen generdld részhalmaza L-nek;

¢) S mazximalis (nem bévithetd) L-beli linedrisan figgetlen halmaz, vagyis
S C L linedrisan figgetlen, de S ¢ S C L esetén S mdr linedrisan
osszefiliggd. a

Ha az a), b) vagy c) éllitdsok egyike (és akkor mindegyike) teljestil,
akkor az S halmazt az L altér bazisanak nevezziik. 1.9 segitségével konnyen
belathat6, hogy valamely A matrix oszlopvektor-rendszerének (ezt jeldlje
S) béazisai éppen az Im A altér S-beli bézisai. Példaul:

2.6. Allitas: Legyen A € R™*"™ tetszéleges mdtriz, és alkalmazzuk a
Gauss—Jordan-elimindcidot az Ax = 0 rendszer megolddsainak megkeresésé-
re. Ekkor az elsé fejezetbeli jelolésekkel:

a) azIm A altér bazisa Si := {Aej,, ..., Aej, };

b) az Im AT altér bazisa Sy = {ATe;,, ..., ATe; };

¢) a Ker A altér bazisa Sz = {q9) 1 j # j1,...,jr};

d) a Ker AT altér bdzisa Sy := {N(’")Tel- HE I PR

Bizonyitds: A béazis fogalmanak 2.5 b) jellemzését hasznaljuk.

a) 1.13 szerint 1 az A métrix oszlopvektorai rendszerének bézisa. Ezért
S1 linedrisan fiiggetlen, tovabba 1.9-bol adéddéan A oszlopvektorai, és akkor
Im A elemei is, kikombinalhatok S elemeibdl.

b) hasonléan igazolhatd.

c¢) Nyilvanvald, hogy S linedrisan fiiggetlen; 1.4 szerint pedig a Ker A
altér megegyezik Ss linearis burkaval.

d) Sy elemei az invertalhaté N (") maétrix sorvektorai, igy linedrisan
fiiggetlenek. Az is nyilvanval, hogy Sy C Ker AT. Azt kell még meg-
mutatnunk, hogy € Ker AT esetén = € linS;. 1.19 bizonyitdsa soran
lattuk, hogy S1 U Sy elemeibol minden R™-beli, specidlisan az ©z € R™
vektor is, kikombinalhat6. Léteznek tehdt y € linSy, z € linSy vektorok
ugy, hogy = = y + 2. Ekkor nyilvan
0=2z"2= zTy + 272 = sz,

igy 2=0,z =y €linSy. O
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Megvalaszolandé masodik kérdésiink igy fogalmazhato: Létezik-e min-
den altérnek bézisa? (Egy béazis véges generdlé részhalmaz. Egy véges
generald részhalmaz pedig tartalmaz minimalis general6 részhalmazt, vagy-
is bazist.) Ezt a kérdést (altaldnosabban) vélaszolja meg a kovetkezd
alapvet6 tétel.

2.7. Tétel: Legyen L C R% altér, Sy linedrisan figgetlen, Sy az L
generdld részhalmaza. Tegyiik fel, hogy Sy € Sy. Ekkor létezik az L-nek
olyan Sy bdzisa, amelyre

Sf Cc S5, C Sg.

Specidlisan (legyen Sy = L, illetve Sy = (0!) minden figgetlen részhalmaz
bazissd bovithetd, és minden generdld részhalmaz bdzissa sziukithetd. FEzért
minden altérnek létezik bdzisa.

Bizonyitds: Sy legyen az Sy-et tartalmazé Sg-beli linedrisan fiiggetlen hal-
mazok koziil egy legnagyobb elemszami. Konnyen belathatd, hogy az igy
vélasztott S, halmaz megfelel 2.5 b)-nek. O

Ezzel beldttuk, hogy masodik kérdésiinkre igen a valasz (vagyis minden
altérnek van véges generalé részhalmaza). A fentiek szerint ebbdl az is
kovetkezik, hogy az elsé kérdésre is igen a valasz (vagyis minden altér
valamely véges halmaz ortogondlis kiegészit6 altere), tovabba teljesiil, hogy
tetszOleges altér dudlis alterének dualis altere az eredeti altér. Az utébbi
dualitastételt hamarosan tjra bizonyitjuk.

A kovetkezd tétel, amely 1.8 azonnali kovetkezménye, az alterek egy
fontos méroszaméanak bevezetését teszi lehet6vé.

2.8. Tétel: Legyen L C R altér. Ha Sy C L linedrisan figgetlen hal-
maz, tovabbd Sy az L generdlo részhalmaza, akkor az Sy halmaz elemszdma
legfeljebb akkora, mint az Sy halmazé. a

2.8-bdl azonnal kovetkezik, hogy L minden bézisa azonos elemszami.
(2.7-b6l adédban ez az allitds nem semmitmondd!) Ezt a kézos elemszamot
az L altér dimenzidjanak nevezziik, jele dim L. Példdul dim{0} = 0, és
dim R¢ = d, hiszen {0} bdzisa az iires halmaz, és R? bazisa {eq,...,eq}.
Tovébbi példaul 1.13 és 2.6 szerint A € R™*™ esetén

dim(Im A) = r (A) = dim(Im A7),
dim(Ker A) = n —r (A), és dim(Ker A7) = m — 1 (A).

2.7 két tovabbi, a dimenziéval kapcsolatos kovetkezményét emlitjiik.
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2.9. Allités: Ha Ly,Ly C R? alterek, tovdbbd L; C Lo, és dimL; =
dim Lg, akkor L1 = L2.

Bizonyitds: 2.7 szerint L1 egy béazisa kiegészitheté Lo egy bazisava. A
dimenziék megegyeznek, igy Ly fenti bazisa rogton Lo bazisa is lesz. a

Ha Ly, Ly C€ R? alterek, akkor lin (L1 ULy) = Ly + Lo, és persze (LN Ly
altér) lin (Ly N Ly) = Ly N Ly. A kovetkez6 allitds szerint e négy altér
dimenziéi koziil elég harmat ismerni.

2.10. Allitds: Legyen L1, Ly C RY két tetszbleges altér. Ekkor

Bizonyitds: Egészitsiik ki az Ly N Lo altér egy bézisat az Lq, illetve az Lo
alterek egy-egy bazisava. Konnyen belathatd, hogy a két bézis unidja az
L1 + Lo altér bazisa lesz. O

Hasonléképpen egy L C RY altér dimenziéjanak ismeretében koénnyen
meghatarozhaté L+ dimenzidja, és viszont.

2.11. Tétel: Ha L C RY altér, akkor

dim(L*) = d — dim L.

Bizonyitds: Legyen B € R*¥™ olyan métrix, amelyre L = Im B. Ekkor
L+ = Ker BT tovabbd dim L = r (B), és dim L+ = d — 1 (B). O

Most tjra bizonyithatjuk elsé dualitastételiinket.

2.12. Tétel: Ha L C RY altér, akkor L+ = L.

Bizonyitds: Nyilvanvalé, hogy L C L+, és mivel 2.11-b6l adédéan e két
altér dimenziéja megegyezik, azért 2.9 szerint L = L1+ is teljesiil. O
2.13. Tétel: Ha L1,L, C R4 alterek, akkor
a) (L1 + Lo)* = Li N Ly ;
b) (L1 N Ly)t = L + Ly

A megfeleld dllitdsok igazak akkor is, ha kettd helyett tébb altér szerepel
benniik.

31



Bizonyitds: A tétel a) része a +-képzés tartalmazéas-forditdsdnak egyszerti
kovetkezménye: példaul Ly C Ly + Lo, és igy (L1 + Lo)* C Li.
A tétel b) része a tétel a) részének és 2.12-nek segitségével igazolhato.

(L0 L) = (L DL = (0 + L) = L + L.

(Figyeljiik meg, hogy milyen hasznos az L+ = L dualitéstétel!)

A kettonél tobb altér esete hasonldan is elintézhetd (csak jelolésben
bonyolultabb), itt mégis a diagondlis alteres fogast alkalmazzuk, ezt gyakor-
lando.

Az allitds a) része ismét konnyti, b) részéhez legyen D a diagondlis altér,
L:=1L; x...x L. Ekkor a két altérre vonatkozé b) &llitds szerint

(DNL)t =D+ + Lt
ahol

(DNL)* = U{{al} x ... x{ap} CR¥* T a; € (mi?:lLi)l},

DLZU{{al}X...X{ak}ngk:Zai:O}’
Lt =L{ x...x Li.

Szorozzuk meg ezt az egyenléséget balrdl az (E, ..., E) € R () matrix-
szal. Maris adédik a kivant b) allitas. O

A kovetkezo tétel egy fontos linearis transzformécio, a vetités definiala-
sat teszi lehetové.

2.14. Tétel: Tetszbleges L C Re altér esetén minden R-beli vektor
pontosan eqyféleképpen dll eld, mint eqy L-beli és eqy L-beli vektor dsszege.

Bizonyitds: Mivel nyilvan L N L+ = {0}, azért 2.12-bél és 2.13-bél adédik,
hogy L + L+ = R4,
Tegyiik fel most, hogy x1,22 € L, ay,a9 € Ll, és x1 + a1 = x9 + as.
Ekkor
r1 — Ty = a9 — a1 GLQLLZ{O},

amibodl az el6allitds egyértelmiisége is kovetkezik. O
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Ha egy az R" téren értelmezett, az R™ térbe vezetd leképezés minden
x € R™ vektorhoz az Ax € R™ vektort rendeli hozz4, ahol A € R™*"™,
akkor a leképezést linedris leképezésnek nevezziik, és A-val jeldljik, akar-
csak a neki megfelel6 matrixot. Az m = 1 esetben linearis fliggvényrdl,
az m = n esetben linedris transzformaciérél beszéliink. A T : R% — R?
transzformaciét tehat linedris transzformaciénak nevezziik, ha el64all

T(z) = Nz (z € RY)

alakban valamely N € R4*? mitrix esetén. Ha még az is teljesiil, hogy az
N maétrix invertalhatd, akkor a T transzformaciot invertalhatoé linearis
transzformacionak nevezziik. Invertdalhato linearis transzformécié inverze
is invertalhaté linearis transzformécié: éppen

T y) =Ny (y e RY)

alakd. Fontos példa linedris transzformaciora az altérre torténé vetités.

Ha z € L, és a € L, akkor azt mondjuk, hogy az x vektor az = + a
vektor vetiilete az L altérre. Konnyen belathatd, hogy a vetiiletképzés (a
vetités) linedris transzformacié, vagyis ekvivalens egy V matrixszal valé
balrél szorzéassal, ahol tehat

V(z+a)=z (reL,aecLb).

A V matrixot ekkor az L altérre valé vetitésnek megfelel¢ vetité mat-
rixnak nevezziik. TetszOleges A € R™*™ matrix esetén az Im A altérre
valé vetitésnek megfelel§ vetitd métrix V = AA', mig az Im AT altér
esetében ez a matrix V' = ATA. (Ennek az &llitdsnak a megjegyzését
segitheti a konnyen ellendrizheté Im AT = Im AT azonossdg.) Ebb6l mar
latszik, hogy a vetit§ matrixok megegyeznek transzponaltjukkal (vagyis
szimmetrikusak) és négyzetiikkel is (vagyis idempotensek). Megforditva is;
ha V egy idempotens, szimmetrikus matrix, akkor V = VT, és gy V az
ImV altérre valé vetitésnek megfelelé vetité matrix. A vetité métrixok
pozitiv szemidefinit matrixok, vagyis 27 Vz > 0 (z € R?) teljesiil rajuk.
(Hiszen x7Vx = ||[Vz||?.) Ha a V métrix az L altérre valé vetitésnek
megfeleld vetité matrix, akkor az L+ altérre valé vetitésnek megfelels vetitd
matrix F — V lesz. A vetité matrixok norma-nemnévelSk: = € R¢ esetén
Vel < [lo. (Hiszen [|]]2 = [[Val[? = 27 (E - V)a.)
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A lineédris transzformécidkkal kapcsolatos masik alapvetd észrevétel a
kovetkezd.

2.15. Tétel: Hawvi,...,v; € R% és v],..., V] € Re két linedrisan fiiggetlen

vektorrendszer, akkor létezik N € R invertdlhato mdtriz 1igy, hogy

/ /
Nvy =vy,..., Ny = ;.

Bizonyitds: Alkossunk a vy,...,v;, illetve a v,...,v; vektorokbdl, mint
oszlopvektorokbdl, egy A; € R4 illetve egy Ay € R4 matrixot. 1.18 sze-
rint 1éteznek Ny, No € R%¥*? invertalhaté métrixok és w1, 7o : {1,...,d} —
{1,...,d} permutéacick gy, hogy

PIN1A = (B,0)" = PL N> As.

Ekkor
N := Ny 'Pr,PL N,

megfelel. O

Most rétériink az éltaldnos (Az = b alaki) linedris egyenletrendszerek
megoldashalmazai szerkezetének vizsgalatara.

Az M C R? halmazt affin halmaznak nevezziik, ha két elemével
egyiitt azok 1-Osszegli linedris kombindcidit (a két elem altal meghatéro-
zott egyenest) is tartalmazza, vagyis

T1,Lo € M, A, 9 € R, A1 + Ao = 1 esetén Az + Aoxy € M.

Konnyen belathaté, hogy az alterek éppen az origét tartalmazd affin
halmazok. Valéban, a nemtrividlis iranyhoz legyen M affin halmaz, 0 € M.
Ekkor x € M, A € R esetén

A= (1-X)-0+ Xz €M,

tehat RM C M. Ha z1,x9 € M, akkor
1 1
1+ 10 =2 <§CC1 + 5562) €2M C M,
tehat M 4+ M C M is teljesiil. Most mar konnyen beldthaté, hogy

34



2.16. Tétel: A nemdires, affin halmazok éppen az eltolt alterek. Minden
nemdres, affin halmaz pontosan eqy altér eltoltjaként dll eld, amely alteret
ugy kapjuk, hogy az affin halmazbdl kivonjuk egy tetszéleges elemét.

Bizonyitds: El6szor a tétel els6 felét igazoljuk. Konnyen belathatd, hogy
affin halmaz eltoltja is affin halmaz. Emiatt az affin halmazbdl kivonva
egy elemét, az origdt tartalmazé affin halmazt, vagyis alteret kapunk, amit
ugyanezzel az elemmel eltolva visszakapjuk az eredeti affin halmaszt.

A tétel masodik feléhez megmutatjuk, hogy M nem lehet két kiilonb6z6
altér eltoltja, vagyis z1,20 € M esetén M — x1 és M — xo ugyanaz az
altér. Mivel 9 — 21 € M — x1, és M — x1 a fentiek szerint altér, azért
r1 — 29 € M — x1 is teljesiil. Ebbdl pedig

M—-—21=M-—214+x1 —29 =M — 29

adédik. .

Az M C R? affin halmazbél egy elemét kivonva nyert (egyértelmii)
alteret az M affin halmazzal parhuzamos altérnek nevezziik, és par M-
mel jeloljik. (A “par” az angol “parallel” szé roviditése.) Két affin halmaz
parhuzamos, ha ugyanaz a parhuzamos alteriik.

2.17. Tétel: Az affin halmazok éppen a linedris egyenletrendszerek meg-
olddshalmazai.

Bizonyitds: Konnyen beldthatd, hogy az Ax = b rendszer megoldashalmaza
(ha nemiires) éppen p + Ker A, ahol p tetsz6leges megoldds. Tehdt a
megoldashalmaz eltolt altér, és igy affin halmaz.

Megforditva, ha M nemiires, affin halmaz, akkor tetszéleges p € M
esetén az L := M — p halmaz altér, és M = p+ L. Legyen A olyan matrix,
amelyre L = Ker A teljestil, ekkor a fentiek szerint

M ={z: Ax = Ap},

tehat M egy linedris egyenletrendszer megoldashalmaza. O

Nyilvan affin halmazok tetszoleges rendszerének metszete is affin hal-
maz, igy tetszéleges S C R? esetén létezik egyértelmiien az S halmazt
tartalmazo legsziikebb affin halmaz, S affin burka,

aff S :=n{M : S C M, M affin halmaz}.

2.1 mintdjara, kénnyen beldthatd, hogy
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2.18. Allitas: Nemiires S C RY esetén

k k
aﬁS:{Z)\ﬂ?itke./\/’,)\iGR,Z)\i:l,xiGS(’L':L...,k‘)},

i=1 i=1

az S-beli elemek affin kombindciéinak halmaza. (Az tres halmaz affin,
igy affin burka énmaga.) O

Bevezethetd az affin general6 részhalmaz, az affin fiiggetlenség, az affin
bézis, az affin dimenzié fogalma. A megfelel6 allitdsokat direkt bizonyitasuk
helyett homogenizacidval visszavezetjiik a linedris parjukra vonatkozé ha-
sonlé allitasokra.

Vezessiik be az aldbbi jeloléseket:

M(L) = {z e RI: {1} x {z} C L} (L C R altér),
L(M) :=lin ({1} x M) (M C R? affin halmaz).

A jeloléseknek megfelelden M (L) affin halmaz, és L(M) altér. Mint az
a kovetkez6 egyszerti allitas b) részébél latszik, tetszOleges M C R? af-
fin halmaz esetén M = M(L(M)). Ezek szerint az affin halmazok éppen
az M(L) alaki halmazok, ahol L az R%F!l-beli altereken fut. Ezért af-
fin halmazokra vonatkozé allitdsokat sokszor vissza lehet vezetni az al-
terekre vonatkozd, egyszer(ibb allitasokra. Ezt a fogast (illetve altaldnosabb
véaltozatait) hivjuk homogenizaciénak. (Megjegyezziik, hogy affin halma-
zokra vonatkozo allitdsok 2.16 segitségével is visszavezetheték alterekre
vonatkozo allitdsokra, de 2.16 nem altaldanositédik konvex halmazokra, el-
lentétben a homogenizéciéval.)

2.19. Allités: Tetszbleges S, S1, S5 C R halmazok esetén
a)lin S = linaff S, specidlisan

lin ({1} x S) = lin ({1} x aff S);

b)
{weR?: 1} x {o} Clin ({1} x §)} = aff S;

c)
lin ({1} x S1) C lin ({1} x S3) <= aff S; C aff Ss.

(Az dllitas c) része persze érvényben marad, ha benne mindkét C jel helyébe
=-t, vagy C-t irunk.)
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Bizonyitds: a) A linS C linaff S tartalmazds S C aff S, mig a linS D
lin aff S tartalmazas aff S C lin S kévetkezménye. A mésodik igazolandd
halmazegyenléség hasonléan bizonyithato.

b) konnyt kovetkezménye annak, hogy lin S [aff S| S elemeinek linedris
[affin] kombindaci6ibdl 4ll.

c) a) és b) kovetkezménye. O

2.20. Allitas: Legyen 0 # a € R%, 0 # 3 € R, az a’z = 3 egyenlet
megolddshalmazdt jelolje H. Tegytik fel, hogy a H affin halmaz 6sszemetsz
eqy L C R® altérrel. Ekkor

L =lin (LN H).

Bizonyitds: Természetesen lin (L N H) C L. A forditott tartalmazédshoz
legyen x € L, és tegyiik fel el6szor, hogy a’x # 0. Ekkor %x e LNH,és

18y
T

x:M< g )elin(LﬂH).

Ié] Tz’
Tegyiik fel most, hogy a’x = 0, és legyen xy € L N H tetszéleges elem.
Ekkor az
x1 =z + (1/2)x és xg := —x0 + (1/2)x

vektorokra teljesiil, hogy a’z1 # 0 # a9, igy a mér elintézett eset szerint
x1,w2 € lin (L N H). De akkor x = x1 + x2 is lin (L N H)-beli. 0

2.21. Tétel: Tetszbleges L C RL gltér és M C R affin halmaz esetén
teljestl, hogy

a) M(L(M)) = M;

b) L(M(L)) = L valahdnyszor M (L) # 0.

Bizonyitds: A tétel a) része 2.19 b), b) része pedig 2.20 egyszerii kovetkez-
ménye (legyen a :=e; € R4 3 :=1). 0

Egy S C R? halmazt az M C R? affin halmaz (affin) generslé
részhalmazanak hivunk, ha aff S = M. Ilyen példaul az egész M. Az S
halmaz pontosan akkor lesz az M affin halmaz affin generald részhalmaza,
ha az {1} x S halmaz linedris generald részhalmaza az L(M) altérnek.

37



2.22. Allitds: Legyen S C R4, ekkor az aldbbi dllitdsok ekvivalensek:

a) 8" C S esetén aff S’ C aff S;

b) minden x € S esetén x & aff (S'\ {z});

c¢) S-beli elemek nulla egyiitthatddsszegi linedris kombindcidjaként csak gy
dallhat eld a tér O eleme, ha a kombindcioban minden egyutthato nulla;

d) minden x € S esetén (S \ {z}) — x linedrisan figgetlen;

e) S dres, vagy létezik x € S gy, hogy (S \ {z}) — x linedrisan figgetlen;
f) {1} x S linedrisan figgetlen.

Bizonyitds: a) <= f), b) <= f), ¢) <= f) rendre 2.4 a), b), c)-bél
kovetkezik 2.19 segitségével.

¢) = d) = e) = c¢) pedig a linedris fiiggetlenség 2.4 c) jellemzésének
egyszeru kovetkezménye. a

Ha a 2.22-beli a), b), ..., f) &llitdsok egyike (és akkor mindegyike)
teljesiil S-re, akkor S-et affin fiiggetlen halmaznak nevezziik.

2.23. Allitas: Adott =+ M C R4 affin halmaz, S C R4 esetén az aldbbi
allitdasok ekvivalensek:

a) S az M minimdlis affin generdld részhalmaza;

b) S az M affin figgetlen affin generdlo részhalmaza;

c) S mazimadlis M-beli affin figgetlen halmaz;

d) S #0, és minden x € S esetén (S\ {z}) —x a par M bdzisa;

e) létezik x € S gy, hogy (S \ {z}) — 2z a par M bdzisa;

f) {1} xS az L(M) bdzisa.

Bizonyitds: a) <= f), b) <= f), ¢) <= f) rendre 2.5 a), b), c)-bél
kovetkezik 2.19 segitségével.

b) = d) = e) = b)-b8l példaul b) = d)-t bizonyitjuk: Ha S affin
fiiggetlen halmaz, és aff S = M, akkor 2.22 d) szerint az (S \ {z}) — =
halmaz linearisan fiiggetlen minden = € S esetén. Tovabba

parM=M-z=(aff S) —z =
=aff (S —z)=1n((S\ {z}) — ) (x € 9),

ugyanis az aff (S — x) affin halmaz tartalmazza az origét, és igy altér. O

Ha a 2.23-beli a), b), ..., ) allitdsok egyike (és akkor mindegyike) tel-
jestil S-re, akkor az S halmazt az M affin halmaz affin bazisanak nevezziik.

Affin bazis mindig létezik: 2.23 e) szerint ha a par M altér bazisit és
még az origdt eltoljuk egy M-beli elemmel, akkor az M affin halmaz affin
bazisat kapjuk. 2.23 f) segitségével beldthaté 2.7 analogonja is.
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Az affin bézis elemszama—1, vagyis a par M altér dimenzidja az M
affin halmaz dimenzidja. A 0-, 1-, 2-, illetve (n — 1)-dimenziés affin hal-
mazok a pontok, egyenesek, sikok, illetve hipersikok. Az {ires halmaz
dimenziéjat —1-nek szokas definidlni. Altaldban S C RY esetén az S hal-
maz dimenzidja legyen a

par S := par (aff §) = (aff S) — (aff 5)
altér dimenzidja.
2.24. Allitds: Az (n — r)-dimenzios M C R™ affin halmazok éppen az
M = {x : Ax = b} alaki nemires halmazok, ahol A egy r-rangd mdtriz.
Bizonyitds: 2.17 bizonyitasanak mintajara, 2.6-bdl adddik. a

Ha egy az R" téren értelmezett, az R™ térbe vezetd leképezés minden
r € R"™ vektorhoz az Ax — b € R™ vektort rendeli hozza, ahol A € R™*",
b € R™, akkor a leképezést affin leképezésnek nevezziik. Az m = 1
esetben affin fuggvényrol, az m = n esetben affin transzformaciordl
beszéliink. Tehat a T : R? — R? transzformaciét affin transzformécionak
nevezziik, ha el6all

T(z) = Nz +v (z € RY)

alakban valamely N € R™? métrix és v € R? vektor esetén. Ha még
az is teljesiil, hogy az N matrix invertalhatd, akkor a T transzforméciét
invertalhaté affin transzformacionak, vagy rovidebben atkoordina-
tézdsnak nevezziik. Atkoordindtdzas inverze is dtkoordindtézas: éppen

T y)=N"'y—N1v(yeRY
alak.

2.25. Tétel: Ha adott két azonos elemszdmai, affin figgetlen halmaz, S
és S, akkor létezik invertdlhaté N mdtrix és egy v vektor gy, hogy

Nz;+v=21} (i=0,1,...,k)
teljesil, ahol az x;, illetve x; vektorok rendre S, illetve S’ elemei.

Bizonyitds: Ha S és S’ affin fiiggetlen halmazok (vagyis az (S\ {zo}) — o és
(S"\ {z(}) — z(, halmazok linedrisan fiiggetlenek), akkor 2.15 szerint létezik
N invertdlhaté matrix igy, hogy

N(z;—mo)=a, —x (i=1,...,k)

teljestiljon. Ekkor ez az N métrix és a v := z{, — Nx( vektor megfelel. 0O
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3. Poliéder kupok, poliéderek

Ebben a fejezetben egyenletrendszerek helyett egyenlGtlenség-rendsze-
rek megolddshalmazait vizsgaljuk. Ezek a halmazok kevésbé strukturaltak,
mint az affin halmazok, mégis sok eredmény dtmenthets. A Fredholm-féle
alternativatételnek példaul a Farkas-lemma felel meg, melynek sok ekvi-
valens alakja koziil az egyik, hogy az Ax = b, x > 0 rendszer pontosan akkor
megoldhaté, ha az ATy > 0,b”y < 0 rendszer nem az. Bizonyithaté példaul
a Gauss—Jordan-eliminaciénak megfelel6 szimplex mddszer segitségével.

Itt csak véazlatosan irunk e médszerrél. Az elsé fejezet jeloléseit haszndl-
juk. Tekintsilik az Gsszes olyan N invertalhaté matrix S halmazat, amelyre
az N(A,b) matrix Hermite-féle normalalaku, és a b vektor oszlopindexe
nincs benne a {ji,...,J,} halmazban. Az S halmaz pontosan akkor nem
tires, ha az Ax = b rendszer megoldhaté, és ekkor r =1 (A) =1 (A,b). Egy
ilyen N matrixot megtaldlhatunk a Gauss—Jordan-eliminacié segitségével.
A modszer az alabbi két észrevételen alapszik:

— Ha Nb > 0, akkor x := p megoldésa az Ax = b,z > 0 rendszernek;

— Ha létezik olyan 7 sorindex, amelyre az N A matrix i-edik sorvektora,
el NA > 0, és az Nb vektor i-edik eleme, e/ Nb < 0, akkor y := NTe; az
ATy > 0,67y < 0 rendszer megoldésa.

Az algoritmushoz ezek utan mar csak egy olyan szabaly kell, amely
meghatarozza, hogy ha a fenti két lehet6ség egyike sem allna fenn, akkor
mi legyen a kovetkezé vizsgalandé N € S invertdlhatd maétrix, rdadédsul
olyan, hogy ez a bolyongas S elemein véges 1épésben a fenti két lehetoség
egyikével befejez6dik. Ilyen szabdly példdul a Bland-szabély (lasd [23]).

Rogton a Caratheodory-tétel is litszana (mely szerint ha az Ax = b,
x > 0 rendszer megoldhatd, akkor olyan megoldésa is létezik, hogy az
x megoldds pozitiv elemeinek megfelelé A-beli oszlopvektorok linearisan
fiiggetlenek — a p vektor ilyen megoldds), tovdbbd a linedris egyenl6tlensé-
gek alaptétele (mely szerint ha az Az = b,x > 0 rendszer nem megoldhatd,
akkor létezik olyan y vektor, amelyre ATy > 0,67y < 0, és y merdleges
r(A,b) — 1 linedrisan fiiggetlen A-beli oszlopvektorra — ha Az = b nem
megoldhatd, akkor a Fredholm-féle alternativatételben szerepld, kiilonben
a fenti y vektor megfelel, a Kronecker-Capelli-tételt is haszndlva). Ter-
jedelemkorlat miatt mi mégsem kovetjiik ezt az algoritmikus utat.
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A Farkas-lemmat altaldanosabb alakban, indukciéval bizonyitjuk. Itt
megfigyelhetd egy jelenség, amellyel késébb is taldlkozunk majd (lasd 4.23):
altalanosabbat néha koénnyebb bizonyitani, mert a bizonyitas kiléphet a
szlikebb keretek koziil.

3.1. Tétel: (Farkas-lemma) Tetszdleges Ay € R™*" Ay € R™*"2
mdtrizok és b € R™ wvektor esetén az aldbbi rendszerek kézil pontosan az
eqyik oldhato meg:

Az + Asxg = b,z > 0, illetve AlTy > O,AQTy =0, bTy < 0.

Bizonyitds: A tételben szerepld elsé rendszerre réviden (P)-ként, a masodik
rendszerre roviden (D)-ként fogunk hivatkozni. (A “primdl” és a “dudl”
szavak kezdSbetiii.)

Az allitést ny (az A; métrix oszlopszdma) szerinti indukciéval igazoljuk.
Azt az esetet, mikor n; = 0, elintézi a Fredholm-féle alternativatétel.
Tegyiik fel most, hogy az Ay métrixnak van legalabb egy oszlopa, és kisebb
oszlopszamu A; matrixok esetén igaz az éllitas.

Elészor is hagyjuk el az Ay métrixbdl utolsé oszlopat (ennek jele legyen
a), az igy kapott métrixot jelolje A}. Az indukcidfeltétel szerint az alabbi
rendszerek koziil pontosan az egyik megoldhaté:

17y 4 Agry = b2} > 0, illetve ATy > 0,47y =0,b"y <0,

Az els§ rendszerre a rovidség kedvéért (P')-ként hivatkozunk, a mdsodikra
(D')-ként. Vegyiik észre, hogy

— ha az 2, z2 vektorok a (P') rendszer megoldasét adjék, akkor az z! :=
(24T, 0) jeléléssel 1, x5 a (P) rendszer megolddsa lesz;

— ha az y vektor a (D') rendszer megoldasa, és a’y > 0 is teljesiil, akkor y
a (D) rendszer megoldésa is.

Maésodszor toldjuk hozza az a oszlopot az As métrixhoz els6 oszlopként,
az {gy kapott mdtrixot jelolje A). Jelolje tovabba A} ugyanazt a métrixot,
mint az el6bb. Az indukcidfeltétel szerint az aldbbi rendszerek koziil pon-
tosan az egyik megoldhaté:

174+ Apwh = b,2h > 0, illetve ATy >0, 457y =0,b"y <0.

Az els6 rendszerre a rovidség kedvéért (P”)-ként hivatkozunk, a masodikra
(D")-ként. Vegyiik észre, hogy
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— ha az y vektor a (D”) rendszer megolddsa, akkor y a (D) rendszer
megoldésa is;

— ha az 2}, x5, vektorok a (P”) rendszer megolddsat adjdk, és x5 elsd eleme
nemnegativ, akkor az (z1, 1) := (z/7, 24" jeloléssel x1, 29 a (P) rendszer
megoldasa lesz.

Mar latjuk, hogy a (P) és (D) rendszerek valamelyike megoldhatd,
kivéve azt az esetet, mikor létezik a (P”) rendszernek olyan z/,x} meg-
oldésa, hogy z/, els6 eleme negativ, tovabba létezik a (D’) rendszernek
olyan y megoldasa, amelyre a’y < 0. Ez az eset viszont nem fordulhat el6,
kiilonben

0> by = ( /1951+A2952) y=
= (@ )T(A1 Y+ (@) (a’y) + 525 (ah) - (((45),)Ty) > 0
N
>0 20 <0 <0 -0

lenne.
Az pedig, hogy a (P) és (D) rendszerek valamelyike nem megoldhatd,
nyilvéanvald, kiilonben a két megolddssal

0> by = (Ajz1 + Asxo)"y = af (Aly) + 23 (AJy) >0
NGNS N
>0 >0 -

lenne. O

A Farkas-lemmanak szamos ekvivalens alakja van. Példaul az eredeti
véaltozata (a tovdbbiakban ezt hivjuk Farkas-lemménak) az aldbbi két rend-
szerrol szélt

Az =b,z >0, illetve ATy > 0,07y <0,

de egyszerii fogdsok segitségével (mint példaul a vektor pozitiv és negativ
része kiilonbségeként valo felirdsa, vagy eltérésvaltozék bevezetése) az aldb-
bi két rendszerrdl szold altalanos alak is igazolhatd

Az =b,Bx > ¢, illetve ATy+BT2=0,2<0,b"y+ ¢’z <0.

Hasonloképpen egyszertien vezetheto le egy olyan rendszer megoldhato-
sagat karakterizald tétel, amelyben mér szigori egyenlotlenségek is vannak
(lasd [27]). Példaul Stiemke-tétele, mely szerint pontosan akkor létezik
pozitiv vektor egy matrix nullterében, ha a méatrix transzponaltjanak kép-
terében csak az origd a nemnegativ vektor. Ezekre a kérdésekre késébb
visszatériink (ldsd 3.32 és 6.8).
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El6szor a Farkas-lemma néhany egyszerti kévetkezményét emlitjiik, az-
utdn a Caratheodory-tételt is hasznalva belatjuk a Farkas-lemma egy alta-
lanositasat, a linedris egyenldtlenségek alaptételét.

A K C R? halmazt konvex kipnak nevezziik, ha az origét, tovabbé
barmely két elemének nemnegativ linedris kombindciéit is tartalmazza,
vagyis 0 € K, és

T1,x2 € K, A\, Ag > 0 esetén \iz1 + doxg € K.

Mésképpen megfogalmazva egy K C R? halmaz pontosan akkor konvex
kip, ha teljestil rd, hogy nemiires, és Ry K C K (vagyis K kidp), tovdbba
K+KCK (ésakkor Ry K = K, és K+ K = K, 1€ Ry, 630 € K miatt).

Konvex kip példdul minden altér (ezek éppen azok a konvex kupok,
melyek (—1)-szerese dnmaga), vagy a nemnegativ vektorok R% halmaza,
a nemnegativ ortidns. Koénnyen megmutathaté, hogy ha A € R™*¢,
B € R¥" tovébba K; C R™, K9 C R™ konvex kupok, akkor AN Ky)
és BK, is konvex kip, specidlisan az A matrix nemnegativtere és a B
matrix nemnegativkép-tere,

Kery A= A~Y(RY) = {w € RT: Az > 0}, illetve
Imy B:=BR"? ={By:yeR"}

konvex kipok. Egy K konvex kip linedris és affin burka megegyezik (a 0
vektor K-beli), mindketté K — K. Ezért

linlmy B=ImB, és dimIm; B =r(B).

Felmeriil az a (két) kérdés, hogy megforditva, minden K C R? konvex
kiip el6all-e Kery A, illetve Im, B alakban valamely A € R™*?4 B € RI*"
matrixok esetén. A vélasz ezittal nem, ugyanis beldtjuk majd, hogy

(Ker+ A)** = KeI’+ A, és (Ier B)** = Ier B

is teljesiil (3.5), mig egy K konvex kup esetén K** = K pontosan akkor,
ha K zart (3.28).

Ez persze még nem zarja ki, hogy esetleg minden zart, konvex kup
eléalljon Kery A, illetve Im, B alakban valamely A € R™*4 B e RI*"
méatrixok esetén. FEz sincs igy: beldtjuk majd, hogy a Kery A, illetve
Im, B alaki konvex kiipok barmely vetiilete zért (s6t poliéder kip (3.25)),
ugyanakkor példat mutatunk olyan zart, konvex kipra, amelynek van nem-
zéart vetiilete (3.31).
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Ami még a konvex kupok altalanossiagban is teljesiil az annyi, hogy a
Ker; A alaki konvex kipok (a poliéder kipok) éppen az Imy B alakd
konvex kupok (a végesen generalt kipok) (3.14, 3.15).

Megemlitjik még, hogy a 7. fejezetben latunk majd sziikséges és elég-
séges feltételt arra, hogy egy zart, konvex kap poliéder kip legyen, ez azt
koveteli meg, hogy véges sok extremalis részhalmaza legyen (7.12). (Ez az
eredmény bizonyos értelemben bezarja a fenti kérdések sorat, amelyben az
jonne, hogy ha a konvex kip minden vetiilete zért, akkor poliéder kup-e.)

Konvex kipok tetszoleges rendszerének metszete nyilvan konvex kup,
igy egy adott S C R? halmaz esetén létezik egyértelmiien az S halmazt
tartalmazo legsziikebb konvex kip, S konvex kiip burka,

cone S :=N{K : S C K, K konvex kip}.

2.1 mintajara igazolhato az alabbi

3.2. Allit4s: Tetszbleges nemiires S C R halmaz esetén teljesiil, hogy

k
coneS:{Z)\ixi:keN, Ai € Ry, xiGS(izl,...,k)},

=1

az S-beli elemek nemnegativ vagy konvex kap kombinaciéinak a hal-
maza. Az tires halmaz konvex kip burka a trividlis {0} konvex kip. O

Teljesiil, hogy 0 € S, .59 esetén
cone (S x S3) = (cone S1) x (cone S).
A konvex kip burok képzés tartalmazédstarto:
S1 C Sy esetén cone S; C cone Ss.

Adott S € R? halmaz esetén az S halmaz adjungilt konvex kipja
az Osszes S-beli vektorral legfeljebb 90 fokos szoget bezard vektorok hal-
maza. (Két nemnulla vektor, a és x (radidnban mért) szogének koszinuszat
az (aTxz)/(||al| - ||z]|) képlet adja meg.) Az S halmaz adjungélt konvex

kiupjanak jele S*, eszerint
S* = {aeRd:aTxZO(xeS)}.

Konnyen belathatd, hogy tetszéleges S C RY halmaz esetén S* zart, konvex
kip. Ha S = K zart, konvex kup, akkor a K* kdpot a K kup dudlis
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kipjanak is nevezik (vo. 3.28). Ha S = L altér, akkor S* = Lt. Teljesiil,
hogy 0 € 57, S esetén

(Sl X SQ)* = Sik X S;
Az adjungdlt konvex kup képzése tartalmazas-fordito:

S1 C Ss esetén ST D S5,

3.3. Allitds: Tetszbleges S C R halmaz esetén
S* = (cone S)*, és S* = (cl9)*.
O

2.3 mintdjdra (csak a Fredholm-féle alternativatétel helyett a Farkas-
lemmét hasznélva) igazolhatd, hogy

3.4. Tétel: Tetszbleges A € R™*™ madtrix esetén

(Im; A)* = Ker; AT, és (Ker, AT)* =Im, A.

A 3.4 tételbdl (a természetes

jelolést hasznélva) azonnal kovetkezik az aldbbi dualitdstétel (ldsd még
3.28):

3.5. Tétel: Ha R poliéder kip vagy végesen generdlt kup, akkor
R** — R
Specidlisan R zdrt halmaz. a

Ha K, Ky C R konvex kipok, akkor az uniéjukat tartalmazé legszii-
kebb konvex kip egyszerlien a halmazosszegiik, K; + Ky. Igaz tovdbbi,
hogy poliéder kipok metszete is poliéder kip (hiszen

(Kery Ay) N (Kery Ag) = Kery (A], A3)T),
és végesen generalt kipok Osszege is végesen generalt (hiszen

(Im.,. Bl) + (Im_,_ Bg) = Im.,. (Bl,Bg)).
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A kovetkez6 tétel b) részét (lasd még 3.29) csak poliéder kupok esetén
igazoljuk, bar a Farkas-lemma &ltalanos alakjanak segitségével végesen ge-
neralt kupokra is bizonyithaté lenne (lasd [27]). Viszont nemsokéra igyis
belatjuk, hogy a végesen generalt kiipok éppen a poliéder kipok.

3.6. Tétel: Ha K, Ky C RY tetszbleges konvex kipok, akkor
a) (Kl —|—K2)* = Kf N K;

Ha K1, Ko poliéder kupok, akkor
b) (K1 NKy)*=Kf+ K.

A megfeleld dllitdsok igazak akkor is, ha kettd helyett tobb kiup szerepel
benniik.

Bizonyitds: A tétel a) része, akdrcsak 2.13-ban, a *-képzés tartalmazds-
forditasanak egyszeri kévetkezménye.
Ha most K; = Kery A; (i = 1,2), akkor

(K1 N Ky)* = (Kery (AT, AD)")* =
=1Im, (AT, ALY =Im, AT + Im, AT = K} + K3.
A tObb, mint két konvex kip, illetve poliéder kip esete hasonléan
intézhet6 el. O
Caratheodory tételéhez sziikségiink lesz a bazismegoldas fogalmara.

Legyen A € R™*™ b € R™. Az x vektor bazismegolddsa az Az > b
rendszernek, ha megoldésa, és

r(fA) =r(A), ahol I :={i e {1,...,m} : jax = b;}.

(Itt ;a az A métrix i-edik sorvektorat, ;A pedig az A matrix I-beli indexii
sorokbdl allé részmétrixat jeloli.)
Altaldban egy
Axr =b,Bx > ¢,Cx <d

rendszer bazismegoldasat ugy definidlhatjuk, mint az
Ar > b,—Ax > —b,Bx > c¢,—Cx > —d

rendszer fenti értelemben vett bazismegoldasat. Példaul

3.7. Allitas: Az x megoldds pontosan akkor bdzismegolddisa az Ax = b,
x > 0 rendszernek, ha az (aj : x; > 0) vektorok linedrisan figgetlenek. O
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3.8. Allitas: Az y megoldds pontosan akkor bdzismegolddsa az ATy >0,
by = —1 rendszernek, ha az y merdleges r (A,b) — 1 linedrisan fiiggetlen
A-beli oszlopvektorra. O

Caratheodory tétele azt mondja ki, hogy egy megoldhaté egyenlétlen-
ség-rendszernek mindig létezik bazismegoldéasa is. Ennek igazolasahoz sziik-
ségiink lesz az aldbbi lemmara:

3.9. Lemma: Legyen A € R™*" b € R™. Ha az x vektor az Ax > b
rendszer megolddsa, de nem bdzismegolddsa, akkor létezik z € R™ wvektor
ugy, hogy 1Az =0, Az #£ 0. Még Az £ 0 is feltehetd — z vagy —z ilyen
vektor.

Legyen z(\) ==z + Xz (A € R). Ekkor az

{z(\) : A <A< Ao, AER}

halmaz minden pontja az Ax > b rendszer megolddsa, ahol

b — b —
A1 ::max{ k Zax:iaz>0},)\2 ::min{ : Zaxziaz<0}.

i¢l iaz i¢l iaz

Itt —oco < A1 < 0 < Ay < 00, tovdbbad

{i : iax()\l) = bz} =11 DI

Bizonyitds: A 1(;A) = 1 (A) feltétel azzal ekvivalens, hogy Im (;A)T =
Im AT vagyis (ortogonalis kiegészité altereket véve) Ker ;A = Ker A. Ezért
ha r(;A) < 1 (A), akkor Im (;A)T C Im AT, vagyis Ker ;A D Ker A, tehat
1étezik z vektor, amelyre Az =0, Az # 0.
Teljesiil, hogy (Axz(X\)); = ;ax + A(;az) > b;, ha
1. jaz = 0 (spec. minden ¢ € I esetén); vagy
2. ;a2 <0,és A < bi;a%; vagy
3. iaz>0,és)\2bi;a%;
tehat Ax(A) > b, ha Ay <A< A, AER.
Az allitas hatralevd része nyilvanvaloé abbdl, hogy
1. i ¢ I esetén b; — ;ax < 0 (ezért A\ < 0 < A\g);
2. Az-nek van pozitiv koordindtdja (ezért —oo < A1);
3. jaz =0 (i € I), ezért

ax(A) = jax + M (jaz) = jax =b; (i € I).
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Ha \; = %=%% akkor
Z*

bi* — QX

ax(A) = ax + +az = bjx

Az
rdadasul, ezért z(\1) legaldbb eggyel tobb egyenlétlenséget teljesit egyen-
16séggel. a

Az Ax > b rendszer adott x megolddsahoz az aldbbi mdédon kereshe-
tiink meg egy olyan z vektort, amelyre Az = 0, Az # 0. Hagyjuk el az
E € R™*™ egységmatrix I-beli indexti oszlopait, az {gy kapott matrixot
jeloljiik E'-vel. Keressiik az E'y — Az = 0 rendszer megoldésédt, amelyre
y # 0. (Ha ilyen van, akkor a ¢\9) vektorok egyike ilyen.) Az igy kapott z
vektor megfelel.

3.10. Tétel: (Caratheodory) Ha az Az > b rendszernek van megolddsa,
akkor bdzismegolddsa is van.

Bizonyitds: Legyen x az Ax > b rendszer megolddsa. Ha az x vektor nem
bazismegoldds, akkor tekintsiik az el6zé allitasbeli x(\;)-et. Ez a vektor is
megoldas, és I; D I miatt “nagyobb az esélye” bazismegoldasnak lenni. Ha
mégsem lenne az, legyen z := x(\1), és kezdjik a bizonyitast elolrél... O

A Caratheodory-tétel két kovetkezményét emlitjiik.
3.11. Allitas: Legyen S C RY, ekkor

d
coneS:{Z)\ixi:)\iZO, xiES(izl,...,d)}.

i=1

Bizonyitds: Az, hogy az éllitasban szerepl6 jobb oldali halmaz cone S része,
azonnal kovetkezik 3.2-b6l. A forditott iranyu tartalmazas pedig Caratheo-
dory tételének Ax = b,x > 0 alaku rendszerekre vonatkozé valtozatanak
kovetkezménye. a

Legyenek 01,05 C R? az (1,1,0), illetve (—1,1,0) pontok koriili egy-
ségsugari zart gombok {z € R3 : 21 = 1}, illetve {x € R? : 1 = —1} sikba
eso részei. Ekkor az S := O UO2 halmaz mutatja, hogy a kovetkez6 allitas
feltétele nem hagyhato el.

3.12. Allitas: Ha S C RY kompakt halmaz, és elemeibdl csak trividlisan
lehet kikombindlni az origét nemnegativ eqyiitthatckkal, akkor cone S zdrt.
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Bizonyitds: Legyen z®) (k = 1,2,...) cone S-beli elemek egy konvergens
sorozata, limeszpontjat jelolje x. Azt kell megmutatnunk, hogy x € cone S.
3.11 szerint minden k& = 1,2,... esetén léteznek xl(k) €S (i=1,...,d
elemek és )\gk) >0 (i=1,...,d) szdmok ugy, hogy

d
2 =STABH (=1,2,..0),
=1

ANF (G =1,...,d) szémok osszegét jeldlie A®) (k = 1,2,...). Ezekrdl a
M%) sz8mokrél feltehetd, hogy koziiliik végtelen sok nem nulla, kiilsnben
végtelen sok () = 0, és igy « = 0 € cone S lenne. Részsorozatot véve ha
sziikséges, felteheto hogy az Gsszes AF) £ 0. BolzanoWeierstrass tétele

szerint, a {)\ /)\ k) k=1,2...} és az {:cl(k) : k= 1,2,...} halmazok
korlatossaga miatt felteheto, hogy

BIANE N (k= o0), és 2™ S 2 (k—o00)  (i=1,....d)
valamely X\, > 0 szdmok és x; € S elemek esetén. Mivel

A(kzd: k)

~>/\’,
1

-z (k— o0),

é{:

azért a {A\*) : k = 1,2,...} halmaz sem lehet korlatlan. (Kiilénben
részsorozatot valasztva ha kell, feltehet6 lenne, hogy 2B o (k — 00), és
akkor Zle Niz; = 0 lenne, ellentétben a feltétellel.) Ezért feltehetd, hogy
AE) X\ (k — 00) valamely A > 0 esetén. Legyen \; := X\-\, (i = 1,...,d),
ekkor x = Zle Aixz; a cone S eleme. O

Specialisan a linedrisan fiiggetlen vektorok altal generdlt kipok zartak.
Caratheodory tételének Az = b,z > 0 alaku rendszerekre vonatkozd vél-
tozata szerint tetszoleges végesen generalt kip el6dll véges sok linearisan
fliggetlen vektorok altal generalt kip unidjaként, tehat a fentiekbdl adéddan
a végesen generalt kipok mind zértak. (Lehetnek tehét poliédrikus kipok.)
E kétféle kuptulajdonsdg azonossagahoz még egy segédtételre lesz sziiksé-
giink, ami a Farkas-lemma és Caratheodory tételének (valamint 3.8-nak)
azonnali kovetkezménye.
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Az {z :a"z = B}, {z: aTx > B}, illetve {z : a’z > B} alaki halma-
zokat, ahol 0 # a € R%, 3 € R, (ha B = 0, akkor homogén) hipersiknak,
zart, illetve nyilt féltérnek nevezziik. 2.24 szerint ez a definicié nem
mond ellent a mésodik fejezetbelinek, vagyis a hipersikok éppen az eltolt
(d — 1)-dimenzids alterek.

A Farkas-lemma alternativdinak jelentése ezutan:

a) az Ax = b,x > 0 rendszer megoldhatdsiaga azt jelenti, hogy b € Im A;
b) az ATy > 0,b"y < 0 rendszer megoldhatéséga pedig azt, hogy létezik
olyan homogén hipersik, hogy az altala meghatarozott egyik zart féltér
tartalmazza az Im A kipot, de a b vektort nem.

A szemlélet azt sugallja, hogy az utébbi esetben olyan fenti tulajdonsagu
hipersik is 1étezik, amely tartalmazza
a) az egész Im A kipot, ha b ¢ linIm A;

b) a kip egy “lapjat”, ha b € linIm A.

Ezt igazolja a kovetkezd tétel. Vegyiik még észre, hogy mivel az Im; A
kup linearis burka az Im A altér, azért
a)b¢linlm; A esetén r(A,b) =r(A)+1=dimlinImy A+ 1;

b) b € linlmy A esetén pedig r (A,b) =1 (A) = dimlinImy A.

3.13. Tétel: (A linedris egyenlStlenségek alaptétele) Barmely A € R™*"
matriz és b € R™ vektor esetén az alabbi dllitdsok kozil pontosan az egyik
teljestil:

a) az Az = b,z > 0 rendszer megoldhatd, vagyis b € Im A;

b) létezik olyan y vektor, amelyre ATy > 0,07y = —1, és amely meréleges
r (A,b) — 1 linedrisan figgetlen A-beli oszlopvektorra. O

Most mar ratérhetiink annak bizonyitdasara, hogy a végesen generalt
kupok éppen a poliéder kupok.

3.14. Tétel: (Weyl) Minden végesen generdlt kip poliéder kip.

Bizonyitds: Legyen A € R¥™ tetszbleges méatrix, az Imy A kipot kell
eléallitanunk valamely Ker, B kiipként, ahol B € R™*¢,

Elészor abban az esetben igazoljuk az allitast, mikor r (A) = d. Ekkor
az Az = b rendszer minden b € RY vektor esetén megoldhaté, vagyis ekkor
r(A,b) —1 =r(A) — 1 = d — 1. Tekintsiik az Gsszes olyan homogén zart
félteret, amely tartalmazza az Im A kupot, és amelynek hatarold hipersik-
jat d — 1 linedrisan fiiggetlen A-beli oszlopvektor fesziti. A linearis egyen-
16tlenségek alaptétele szerint Imy A e véges sok féltér metszete.
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Altaldban konnyen beldthat6, hogy ha N € R4 invertalhaté matrix,
akkor
Im+ (NA) = Ker+ B <— Im+ A= Ker+ (BN)

Ezért elég az Im, (IVA) kipot eléallitani valamely Ker B kipként.

Tudjuk, hogy létezik N € R%*? invertalhaté matrix és 7 : {1,...,n} —
{1,...,n} permutdci6 ugy, hogy az N AP, matrix elsé r sorat elhagyva 0
matrixot kapunk, els6 r sordnak els6 r oszlopaban pedig egységmatrix all.
Jelolje A" az N AP, matrix elsé r sordbdl 4116 matrixot. A mar beldtottak
szerint létezik B’ métrix gy, hogy Im, A" = Ker, B’. De akkor

Im.,. (NA) :Im+ (NAPF) = R
= (Imy A") x {0} = (Kery B’') x {0} = Kery B,

ahol
B 0
B=| 0 E
0 —-F

O

A Weyl-tétel dudlisa, a Minkowski-tétel most méar kénnyen adédik 3.4
segitségével.

3.15. Tétel: (Minkowski) Minden poliéder kip végesen generdlt kip.
Bizonyitds: Legyen A € R™ ¢ tetsz6leges matrix, a Ker, A kipot kell

eléallitanunk valamely Im, B kipként, ahol B € R%¥*". Weyl tétele szerint
létezik B matrix gy, hogy Im, AT = Ker, BT. Ekkor

Ker, A = (Im; AT)* = (Ker, BT)* = Im, B,

vagyis a B matrix megfelel. a

Kovetkezo célunk Weyl és Minkowski tételei inhomogén valtozatanak
bizonyitasa.

A C C R? halmazt konvex halmaznak nevezziik, ha barmely két
elemével egyiitt azok nemnegativ, 1-0sszegii linedris kombindaciéit (vagyis a
két elem altal meghatdrozott szakaszt) is tartalmazza, vagyis

r1,T9 € C, A1, A9 > 0, A1 + Ao = 1 esetén A1 + Aoxo € C.
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(Az x1, x9 elemek éltal meghatarozott szakaszt roviden [z, x2]-vel jeldljik.)
Koénnyen beldthatd, hogy neviiknek megfeleléen a konvex kipok éppen azok
a konvex halmazok, amelyek kipok is egyben.

Konvex halmazok tetszoleges rendszerének metszete nyilvan konvex hal-
maz, igy egy adott S C R? halmaz esetén 1étezik egyértelmiien az S halmazt
tartalmazo legsziikebb konvex halmaz, S konvex burka,

conv S :=N{C : S C C, C konvex halmaz}.

2.1 mintajara igazolhaté az alabbi

3.16. Allitas: Tetszbleges nemiires S C R® halmaz esetén teljestil, hogy

k k
convS:{Z)\i:ci:kE./\/', N € R, xiES(izl,...,k),Z)\izl},

i=1 =1

az S-beli elemek konvex kombindaciéinak a halmaza. Az tres halmaz
konvex burka énmaga. a

Véges sok [affin fliggetlen] pont konvex burkaként el6allé halmazt po-
litépnak [szimplexnek| nevezziik.

A véges sok zart féltér metszeteként el6allé halmazokat (vagyis a lineéris
egyenlétlenség-rendszerek megoldashalmazait) poliédereknek nevezziik.

Ko6nnyen belathaté, hogy neviiknek megfeleléen a poliéder kipok éppen
azok a poliéderek, amelyek kipok is egyben.

Végesen generdlt halmaznak nevezziik egy politép és egy végesen
generalt kup 6sszegeként el6allé halmazokat.

A most kovetkezé Motzkin-tétel szerint a poliéderek éppen a végesen
generalt halmazok. A tételt homogenizaciéval igazoljuk a Weyl-Minkowski-
tételekbdl.

Vezessiik be az aldbbi jeloléseket:

C(K) = {z e RT: {1} x {} C K} (K € R konvex kiip),
K(C) :=cone ({1} x C) (C € R? konvex halmaz).

A jelélésnek megfeleléen C(K) konvex halmaz, K(C) konvex kup.
A homogenizécids azonossdgokat (vo. 2.19, 2.20, 2.21) bonyolitja, hogy

a konvex kupok és halmazok mar nem feltétleniil zértak. (Bar konvex kip
[konvex halmaz] lezartja is konvex kip [konvex halmaz].)
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3.17. Allitds: Tetszbleges S, S1, Sy C R halmazok esetén
a) cone S = coneconv S = {\x : A > 0,z € conv S}, specidlisan

cone ({1} x S) = cone ({1} x conv S) =
=U{{\} x{A\z}: A >0,2 € conv S};

b)
{z e R?: {1} x {x} C cone ({1} x §)} = conv §;

)

cone ({1} x S1) C cone ({1} x Sy) <= conv S; C conv So.

(Az dllitas c) része persze érvényben marad, ha benne mindkét C jel helyébe
=-t vagy C-t irunk.)

Bizonyitds: a) A coneS C coneconv S tartalmazds S C conv .S, mig a
coneS D coneconv S tartalmazis conv.S C coneS koévetkezménye. A
masodik igazolandé halmazegyenléség hasonléan bizonyithato.

b) konnyii kovetkezménye annak, hogy coneS [conv S| S elemeinek
nemnegativ [konvex| kombindci6ibdl all.

c) a) és b) kovetkezménye. O

3.18. Allitas: Tetszbleges S, S1, S5 C R halmazok esetén
a) clcone S = clconecl S, specidlisan

clcone ({1} x S) =clcone ({1} x clS);

b)
{zeR?: {1} x {&} Cclcone ({1} x §)} = clconv §;

clecone ({1} x S1) C clcone ({1} x Sy) <= clconv S; C clconv So.

(Az dllitas c) része persze érvényben marad, ha benne mindkét C jel helyébe
=-t vagy C-t irunk.)

Bizonyitds: a) A clcone S C clconecl S tartalmazas S C clS, a clcone S D
clconecl S tartalmazés pedig cl S C clcone S kovetkezménye.
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b) 3.17 a) és 3.18 a) miatt feltehetd, hogy S = C zért, konvex halmaz.
Azt kell belatnunk, hogy C(cl K(C)) = C. 3.17 b) szerint C = C(K(C)),
igy vilagos, hogy C' C C(cl K(C)). Megforditva ha z € C(cl K(C)), akkor
3.17 a) szerint léteznek Ay > 0 szdmok és xp € C pontok (k = 1,2,...)
ugy, hogy A\p — 1, és \yzp — x (K — o0). Emiatt az zx (kK = 1,2,...)
pontsorozat konvergens, limeszpontja az x pont, amely a C' halmaz zartsiaga
miatt C-beli. Ebb6l a C(cl K(C')) C C tartalmazas is latszik.

c) 3.17 a) és 3.18 a) miatt feltehetd, hogy S; = C; (i = 1,2) zért, konvex
halmazok. Az &llitas ezek utan 3.18 b) és 3.17 ¢) kovetkezménye. O

3.19. Allitas: Legyen H := {x € R%: ax = B} egy inhomogén hipersik
(vagyis 0 # a € R, 0 # B € R teljesiiljion), tovibbd K C R konvex kip.
Ekkor
a) al (K \ {0}) >0, 3> 0 esetén cone (K N H) = K.

Ha K még zdrt is, és K N H # ), akkor
b) a’ K >0, 3> 0 esetén clcone (K NH) = K.

(Itt S > 0, illetve S > 0 alatt természetesen azt értjik, hogy az S C R
halmaz minden eleme nemnegativ, illetve pozitiv.)

Bizonyitds: a) Persze cone (K N H) C cone K = K. Mésfelél 0 # = € K
esetén a’x > 0, igy %x e KNH, és

T
x = % (%x) € cone (K N H).

b) Itt is nyilvdnval6, hogy clcone (K N H) C K. Masfelél ha = € K,
akkor a’x > 0. Ha még a’xz > 0 is teljesiil, akkor mint az elébb z €
cone (K N H). Tegyiik fel ezért, hogy a’z = 0, és legyen 0 # 2o € K N H.
Ekkor zo + kx € KNH (k=1,2,...), és

cone (KN H) 3 [xo,z] N [xg + kx,0] — = (k — 00),
amib6l = € clcone (K N H), és igy a masik irdnyu tartalmazas is adédik.O

3.20. Tétel: Tetszbleges C C R konvex halmaz esetén C = C(K(C)),
ésclC =C(clK(C)).

Ha K C R™ konvex kip, amelyre eT(K \ {0}) > 0 teljesiil, akkor
K =K(C(K)).

Ha K C R zdrt, konvex kip, amelyre C(K) # 0 és el K > 0 teljesiil,
akkor K = 1 K(C(K)).
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Bizonyitds: A tétel 3.17 b), 3.18 b) és 3.19 kovetkezménye (3.19-et alkal-
mazzuk az a == e; € R4T! és 3 := 1 vélasztassal). O

A tétel els6 felébdl adéddan a [zart] konvex halmazok éppen a C(K)
alakii halmazok, ahol K az R¥*1-beli [zart] konvex kipokon fut. A homo-
genizacio tehat ebben az altalanossagban is miikodik, mig példaul a konvex
halmazok mar nem éppen az eltolt konvex kipok.

3.11-bdl, illetve 3.12-bdl is homogenizaciéval adédnak a megfelel inho-
mogén allitasok.

3.21. Allitas: Legyen S C RY, ekkor

d+1 d+1
conv S = {Z)\Zwi:)\izo, eSS @E=1,...,d+1), Z)\izl}-
i=1 =1

O

3.22. Allitds: K. ompakt halmaz konvex burka is kompakt. O

Zart halmaz konvex burka lehet nemzart: legyen a halmaz egy egyenes
és egy ra nem illeszkedd pont. Viszont konnyen belathatd, hogy nyilt hal-
maz konvex burka is nyilt lesz.

Weyl és Minkowski tételeinek inhomogén véltozatai is homogenizaciéval
adédnak. Késébb jol latjuk majd (vo. 4.20, 4.13), hogy a bizonyitdsban
szerepls P poliéder nem més, mint cl K (P). (Az extra koordindta helyének
nincs jelentésége, dltaldban a vektor elejére vagy végére kertil.)

3.23. Tétel: (Motzkin) A poliéderek éppen a végesen generdlt halmazok.

Bizonyitds: 1. Legyen P C R? poliéder, és éppen P = {z : Az > b} alak,
ahol A € R™*4 p e R™. Ekkor

ﬁ:z{(?):Ax—b{ZO,fZO}QRd“

poliéder kip, igy Minkowski tétele szerint léteznek z1,...,z, € R vek-
torok és &1,...,&, € R szamok ugy, hogy

Pow (U0 )

95



Feltehetd, hogy minden §; szdm 0 vagy 1, példdul § = ... = § = 1,
§j+1 = ... =&, = 0. Legyenek

Q :=conv{zy,...,z;}, R:=Imy (xj41,...,%n),

ekkor () politép, R végesen generalt kip, és P = @@ + R végesen generalt
halmaz, ugyanis

1
X fEl...fL’j :CjJrl...xn
é §<1>€Im+< 1.1 0...0 )é rreQ+ R
2. Legyen Q C R? politép, R C R? végesen generalt kip, és éppen

Q = conv{zy,...,x;}, illetve R = Imy (xj41,...,2,) alakd valamely z;
(i=1,...,n) vektorok esetén. Ekkor

~ r1...r5 XLjyr1...T
Pz:lm*( 1 ]6...()”)

végesen generalt kip, igy Weyl tétele szerint létezik A € R™*% mitrix és
b € R™ vektor gy, hogy

Pz{(?):Ax+(—b)520}.

Ekkor @ + R = {z : Ax > b} poliéder, ugyanis

xeP¢:<x>eP¢:

er+R¢:<T>eP¢:
< ) {( ):Am+(—b)520}<:>/1x2b.
a
3.24. Kovetkezmény: A politdpok éppen a korldtos poliéderek. O

3.25. Kovetkezmény: Poliéderek [politopok, végesen generdlt kipok]
véges metszete, direkt szorzata, linedris képe (igy vetilete altérre, linedris
kombindcidja) is poliéder [politdp, végesen generdlt kip]. Poliéder [poliéder
kip] linedris inverz képe is poliéder [poliéder kip)]. O
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Linearis képek zartsaganak a szeparacios és alternativatételek témakor-
ben talaljuk meg fontos kovetkezményeit.

Legyenek 57,59, € R? nemiires halmazok. Azt mondjuk, hogy az S;
és Sy halmazok elvalaszthatdk vagy szeparalhatdk, ha létezik hipersik
ugy, hogy az altala meghatarozott két zart féltér egyike tartalmazza az S
halmazt, a masika pedig az So halmazt. (Vagyis létezik 0 # a € R? vektor
tigy, hogy supa’S; < infa’Ss.) Ekkor egy fenti tulajdonségu hipersikot az
S1 és Sy halmazokat elvalaszté vagy szeparalé hipersiknak nevezziik.
(Vagyis a fenti jeloléssel szeparalé hipersik lesz minden olyan {z € R? :
a’z = B} alaki halmaz, ahol supa’S; < 3 < infa’S,.)

Azt mondjuk, hogy az S; és Sy halmazok erdsen szeparalhatdk, ha
létezik két Sket szepardld hipersik, amelyek egymaés eltoltjai. (Vagyis létezik
0 # a € R? vektor gy, hogy supa’ Sy < infa’'S5.)

Most egy alapveto fontossdgu szeparacios tételt bizonyitunk.

3.26. Tétel: (els6 Hahn—Banach-tétel) Legyenek Cq, Cy C R nemdires,
diszjunkt, konvex halmazok. Tegyiik fel tovdbbd, hogy C1 kompakt, Co pedig
zart halmaz. Ekkor a C1 és Cy halmazok erdsen szepardlhatdk, sot létezik
a € Cy — Cy vektor, amelyre sup af'Cy < infalCy.

Bizonyitds: Eloszor megmutatjuk, hogy a Cp és a Co halmaz tavolsaga
felvétetik. Valasszunk egy Ci-beli és egy Cs-beli elemet, ezek tavolsaga
legyen 7. A () halmaz 7 sugaru zart kornyezete (jelolje ezt C’l) mar
belemetsz Cy-be. Mivel C] és C’l N Cy is korlatos és zart halmazok, azért
Weierstrass tétele szerint a

t:C1 x (C’l NCy) — Ry; t(xy, z2) :=||z1 — x2|| (21 € C1,29 € o)) N Cy)

folytonos fiiggvény infimuma felvétetik, és ez konnyen lathatdéan éppen a
C1 és a (5 tavolsaga.

Tehat elég megmutatnunk, hogy ha két diszjunkt, konvex halmaz ta-
volsdga felvétetik, akkor erdsen szepardlhatok.

Feltehetjiik, hogy C7 = {0}. (Ha nem igy lenne, szeparaljuk erésen a
Cy— C1 és a {0} halmazokat!) Legyen zy # 0 a Co-beli legrovidebb vektor,
ekkor z € Co, 0 < A < 1 esetén xg + \(x — xg) € Cy, igy

e + Al — a0)]? > o],
leol 2 + 207 (& — x0) + A2l — wol|* > [[aoll2,
2l (@) + Ao —mlP = 0,

o7



amibél (tartsunk A-val 0-hoz!) afz > ||xo||? kévetkezik. Ezért a := z
megfelel. O

Két zart, konvex halmaz mar nem erdsen szeparalhaté altalaban: legyen
az egyik halmaz a sikban egy hiperbolalap, a masik halmaz pedig az aszimp-
totdja.

Viszont két poliéder mindig erdsen szeparalhaté (ez az eredmény csak a
Farkas-lemma segitségével is igazolhatd, abbdl kiindulva, hogy a poliéderek
diszjunktsidga miatt a poliédereket leiré linedris egyenlotlenség-rendszerek
egyiittesen nem megoldhatok):

3.27. Tétel: Legyen Py, Py C R két diszjunkt poliéder, ekkor P, és P;
erosen szepardlhatok.

Bizonyitds: Mivel Py N Py = 0, azért 0 ¢ Py — Py. Itt P, — Py 3.25 szerint
poliéder, igy 3.26 szerint ertsen szeparalhatd a csak az origdt tartalmazéd
kompakt, konvex halmaztdl. Létezik tehat a € R? (s6t a € Py — P;) vektor
tigy, hogy 0 < infa® (P, — P;). De akkor supa’ P; < infa’ P is teljesiil,
vagyis P és Py er6sen szeparalhatoak. O

Ha egy K C R? kiip és egy S C R? nemiires halmaz szeparalhatéak,
akkor szepardlhatéak homogén hipersikkal is. (Ha ugyanis supa’ K <
infa’S, akkor a’ K C R feliilrdl korlatos kip R-ben, vagyis {0} vagy
R_. Mindenképpen supa’ K = 0, és igy {z € R?: a2z = 0} is szeparal6
hipersik.) Ennek az egyszerii észrevételnek a segitségével most beldtunk
egy fontos dualitastételt, 2.12, s6t 3.5 dltalanositasat.

3.28. Tétel: Tetszbleges S C RE nemiires halmaz esetén S** = clcone S.
Specidlisan S™ = S pontosan akkor teljesil, ha az S halmaz zdrt, konvex
kaup.

Bizonyitds: 3.3 szerint feltehetd, hogy az S halmaz zart, konvex kiup. Az
S C §** tartalmazds nyilvanvalé. Azt kell még beldtnunk, hogy ha = ¢ S,
akkor z ¢ S**. Legyen tehdt x ¢ S tetszileges pont, ekkor 3.26 és a tétel
el6tti megjegyzés szerint létezik 0 # a € R vektor tigy, hogy a’2 < 0 =
infa”'S. Ekkor a € S*, 7a < 0, tehat x ¢ S**, amit igazolnunk kellett. O

3.29. Tétel: Legyenck K1, Ky C RY konvex kipok. Ekkor (Ki N K3)* D
cl (K + K3), egyenldséggel, ha K1, Ko még zdrtak is.

A megfeleld dllitdsok igazak akkor is, ha kettd helyett tobb kiup szerepel
benniik.
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Bizonyitds: Elészor is K1 N Ko C Ky, igy K C (K1 N K2)*, és hasonléan
K3 C (K; N Ky)*. De akkor (mivel (K N K»)* zéart, konvex kip)

Kf +K§ - (Kl OK2)* + (Kl OK2)* = (Kl OKQ)*,

és igy
c (Ki + K3) C (KN Ky)*
is teljesiil, ami éppen a tétel elso fele.

A tétel mésodik fele 3.28 és 3.6 segitségével igazolhaté: ha ugyanis
K1, Ky zért, konvex kipok, akkor

(K1 NKy)" = (K{" N Ky")" = (K7 + K3)™ = (K7 + K3).

A kett6nél tobb kip esete hasonléan intézhet6 el. (Figyeljik meg, milyen
hasznos volt a K** = K dualitastétel!) O

A fejezet végén visszatériink a Farkas-lemmahoz. Szamtalan varidnsét
egységesitjik.

Legyen K C Re konvex kip, és x1,x0 € Re esetén 17 >k X9 jelolje
azt, hogy =1 — 2o € K. Konnyen beladthatd, hogy a >g relacié reflexiv,
tranzitiv, és ha K N —K = {0} (amikor is a kipot csticsosnak nevezziik),
akkor antiszimmetrikus is, tehat részbenrendezés.

Cseréljiik le a Farkas-lemméaban az “x > 07 feltételt az “x > 07
feltételre. Az igy kapott kiplinedris Farkas-lemmahoz mar fel kell tenniink,
hogy az AK konvex kip zart (mivel ez nem teljesiil feltétlentil, ha K mér
nem a nemnegativ ortdns), s6t a tétel alternativainak ekvivalencidja éppen
ezt a zartsagot jelenti:

3.30. Tétel: (kiplinedris Farkas-lemma) Legyen A € R™ ", K C R"
tetszdleges konvex kip. Tegyiik fel, hogy az AK konvex kip zdrt. Ekkor (és
csak ekkor) az aldbbi dllitdsok minden b € R™ esetén ekvivalensek:

a) létezik © € R™ vektor gy, hogy Ax = b,z >k 0;

b) valahdnyszor eqy y € R™ vektor esetén ATy > g0 teljesiil, akkor bTy>0
s egyben.

Bizonyitds: Az a) alternativa nyilvan azzal ekvivalens, hogy b € AK. A b)
alternativa jelentése pedig az, hogy b € (AK)**, ugyanis

Ay e K* <= inf(ATy)TK > 0 <= infy" (AK) > 0 <=y € (AK)*,
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és a b) alternativa éppen azt koveteli meg, hogy minden ilyen y vektor
esetén by > 0 legyen.

A két alternativa tehat pontosan akkor ekvivalens minden b € R™
esetén, ha AK = (AK)**, vagyis ha AK zart, konvex kup. O

3.31. Megjegyzés: A zartsagi feltétel nem trividlis, nem kovetkezik K
zartsagabdl. Legyen ugyanis

K = {:c €R3:xés (1,0,1)7T sz6ge < 450}.

Abbdl, hogy a,z € R? esetén az a és az x vektorok &ltal bezért szog
koszinusza a’z/(||a|| - ||z||) konnyen lathat6, hogy

K= {:cERg 1 2z173 23:%, T1,T3 ZO}.

Legyen A az {x € R?: 1 = 0} altérre val6 vetitésnek megfelelé vetits
matrix megfosztva elsé (nulla) soratdl, azaz

01 0
- (010).

Megmutatjuk, hogy AK nem zart. Nézziik hova vetiilnek a kip tenge-
lyére merdleges sikokkal valé metszetei! Legyen

H, = {x€R3:x1+x3:a} (a >0).
Ekkor K = UaEO(K N Ha), amibol
AK = A(UaEO(K N Ha)) = UazoA(K N Ha).

Nyilvan
A(KNH,) = i; :2(a —23)23 > 23,0 < 23 < a} =
= ii :a2/22x%+2(3:3—a/2)2}.
Ezért

{3 ol (8)) oo {( ) o)

fgy példaul b := (1,0)7 € cl (AK) \ AK.
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Kimondjuk még a kiplinedris Farkas-lemma egy (litszdlag) altalano-
sabb formajat, amelyet szokds szerint eltérésvaltozokat bevezetve bizonyit-
hatunk 3.30-bdl (vagy hasonlé médon).

3.32. Tétel: (dltaldnos kuplinearis Farkas-lemma) Legyen A € R™*",
tovdbbd K1 C R™, Ko CR™ konvex kipok. Tegyiik fel, hogy az AKs — Ky
konvex kip zdrt. Ekkor (és csak ekkor) az alabbi dllitdsok minden b € R™
esetén ekvivalensek:

a) létezik © € R™ vektor gy, hogy Ax >f, b, x >k, 0;

b) valahdnyszor egy y € R™ wvektor esetén ATy >k; 0, y <k 0, akkor

by > 0 is egyben. a

Fontos kovetkezményként nyerjiik az aldbbi tételt:

3.33. Tétel: (kiplinedris Farkas-tétel) Legyen A € R™*", b € R™,
c € R™ § € R, tovibba K1 C R™, Koy C R" konvex kupok. Tegyiik fel,

hogy az
A Ky

konvex kiup zdart, tovabbd hogy a

P:={xeR": Ax >k, b, z >k, 0},
D= {yERm:ATySKQ* ¢, Y ZK; O}

jelolésekkel a PUD halmaz nemiires. Ekkor az aldbbi dllitdsok ekvivalensek:
a) létezik x € R™ vektor igy, hogy Az >k, b, x >k, 0, és T <6;

b) valahdnyszor eqy y € R™ vektor esetén ATy <k; ¢, y Zk; 0, akkor
by < § is egyben.

Bizonyitds: Az a)=>b) irdny most is konnyti. Ha x € P,y € D, és ¢’z < 6,
akkor

0<yl(Az —b)+2T(c— ATy) =cTo —bly <5 —bly,

és fgy bT'y < ¢ teljesiil.
A forditott irdnyhoz elég megmutatnunk, hogy b)-bol kovetkezik, hogy

ATy —ep <gz 0,y >g; 0, pu >x, 0 esetén bTy — oy < 0;

ennek ugyanis 3.32 és a zdrtsagi feltétel szerint mar kovetkezménye az a)
allitas. A kiemelt &allitds p > 0 esetén a u-vel valé leosztds utén b)-bél
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adédik. Ha p = 0, és P # (), akkor 3.32 trividlis “a)=-b)” irdnya szerint
by < 0. Ha =0, és D # (), akkor rogzitsiink tetszoleges yo € D elemet,
és legyen y >pr 0 olyan vektor, amelyre ATy < iz O teljestl. Legyen
tovabba vy := yo + Ay (A > 0), ekkor y, € D (A > 0), b) szerint b7y, < §
minden A > 0 esetén, ami csak tgy lehetséges, ha b’y < 0. Ezzel az
igazolandé allitast a p = 0, D # () esetben is belattuk. O

3.33 megforditasarodl szélva konnyen belathato, hogy
— a) pontosan akkor nem teljesiil, ha

(%)) ()

—~ PUD # () esetén b) pontosan akkor nem teljesiil, ha

(S)ee((2 ) (&)

Vegylik észre, hogy 3.25 szerint 3.32 és 3.33 zartségi feltétele is teljestilni
fog, ha Kj és Ky is poliéder kup. (A linedris kép képzés, az Osszeadds
és a direkt szorzés nem vezet ki a poliéder kipok korébsl) Altaldnos
konvex kupok esetében viszont nemtrivialis feltételeket jelentenek. Nehezen
ellenérizhetdek, {gy més elégséges feltételeket keresiink (lasd a 6.26 és 6.27
zartsagi tételeket).
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A relativ bels6tol a
regularizacioig

4. A relativ belso, lezart tulajdonsagai

Konnyen belathatd, hogy egyetlen pozitiv sugard gomb sem lehet egyet-
len hipersik része sem, vagyis minden hipersik iires belsejii. A bels6képzés
tartalmazastartdsa miatt ha egy halmaz része valamely hipersiknak, akkor
e halmaz belseje is lires. Van azonban a belsé fogalmanak egy természetes
moédositasa, amely nemtrividlis lehet akkor is, mikor a halmaz belefér egy
hipersikba, vagyis affin burka sziikebb, mint az egész tér, kiilonben pedig
visszaadja a belsot.

Legyen S C R? tetszbleges halmaz. Azt mondjuk, hogy az x € S pont
az S halmaz relativ bels6 pontja, ha létezik £ > 0 gy, hogy

O(xz,e)Naff S C S.

Az S halmaz relativ belsé pontjainak halmazat az S halmaz relativ bel-
sejének nevezzik, és ri S-sel jeloljiik. Ha az S halmaz megegyezik relativ
belsejével, akkor azt mondjuk, hogy S relativ nyilt. Az S halmaz relativ
hatara az rbS := (clS) \ (riS) halmaz, melynek pontjai az S halmaz
relativ hatarpontjai.

Néhany megjegyzés a relativ belsével kapcsolatban:
— Ha aff S = RY, akkor ri S = int S.
— A relativ bels6 képzés (ellentétben a belséképzéssel) mar nem tartal-
mazastartd: abbdl, hogy S; C So, még nem feltétleniil kovetkezik, hogy
riS; CriSy. (Legyen S egy zart intervallum, S pedig az egyik végpontja.)
Egy elégséges feltétel, hogy aff S1 = aff Sy legyen.
— Konnyen belathaté, hogy = € ri S, € > 0 esetén

O(x,e)Naff S C S = O(x,e) Naff S CriS.
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Azt mondjuk, hogy az x € R? pont behtizhaté egy x¢ € S pont mellé
az S C R? halmazba, ha létezik ¢ > 0 tigy, hogy x¢ + (z — 2¢) € S.

Azt mondjuk, hogy az x € R¢ pont tilhtizhaté az xy € S ponton az
S C R? halmazban, ha létezik € > 0 tigy, hogy o — e(x — z¢) € S.

A fenti legutols6é megjegyzés szerint tetszéleges x € aff S pont behuzha-
t6 egy xg € riS pont mellé az S (vagy akar a riS) halmazba, és hasonléan
tulhizéssal.

Kovetkez6 észrevételiink, hogy egy atkoordindtazas és a relativ belso
képzés felcserélhets. (Az vildgos, hogy a belsd, a lezéart, az affin burok
képzés, a konvex burok képzés felcserélhetd egy atkoordindtazdssal.)

4.1. Allitds: Ha S C R tetszéleges halmaz, tovdbbd T : R — R?
dtkoordindtdzds, akkor T(riS) = riT(S). (Specidlisan riS # () pontosan
akkor, ha riT(S) #0.)

Bizonyitds: Elészor a T'(riS) C riT'(S) tartalmazdst igazoljuk. Feltehetd,
hogy ri S # (. Legyen x € ri S. Ekkor létezik £ > 0 dgy, hogy

O(z,e)Naff S C S.

Ebbdl
T(O(z,e)) NT(aff S) = T(O(x,e) Naff S) C T(S)

kovetkezik. Nyilt halmaz képe dtkoordindtdzasnal nyilt (hiszen T' az inver-
zének inverze), ezért létezik & > 0 gy, hogy

O(T(2).') € T(O(z.2).
Tovébba T'(aff S) = aff T'(S), igy a fentiekbol
O(T(z),e")naff T(S) C T(9S)

adédik, vagyis T'(z) € riT'(S).
Végiil a mar bizonyitottak szerint

T @iT(S)) CriT Y (T(S)) =1i 8,

amibél (alkalmazzuk T-t) adédik a riT'(S) C T'(riS) tartalmazés is. 0

Most mar egy nemtrividlis példat is adhatunk a relativ belsore:

64



4.2. Allitds: Ha S = {x0,..., 21} C R affin fiiggetlen halmaz, akkor a

k k
Q = conv S = {ZAixi:Aizo (i=0,...,k), ZAZ:1}

=0 i=0

szimplex relativ belseje riQ = @', ahol

k k
Q = {Zmi:Apo(i:o,...,k),ZAi:1}.

=0 1=0

Bizonyitds: Vegylik észre, hogy elég az S = Sy esettel foglalkozni, ahol
So:={0,e1,...,ex}. (A Q és Q' halmazoknak ekkor a Qg és Qf, halmazok
felelnek meg természetesen.) Valéban, 2.25 szerint létezik 7' : RY — R?
atkoordinatazas ugy, hogy

T(O) = X, T(el) =Ty -, T(ek) = Tk,
és akkor a specidlis eset ismeretében, az el6z6 allitast is haszndlva, mar
kovetkezne az altalanos eset:
ri Q = riconv S = riconvT'(Sp) =
= T(riconv Sp) = T(riQo) = T(Qp) = Q'

lenne.

Elég tehat azt beldtni, hogy ri Qo = Qf, vagyis

ri {(Al,...,Ak,O,...,O)T eRLN >0, N < 1} -
— {(Al,...,Ak,O,...,O)T eRI:N >0, N < 1}.

Eldszor is konnyen belathaté, hogy aff Qo = R* x {0}. (A nemtrivialis
tartalmazdshoz vegyiik észre, hogy egy Q(-beli ponthoz barmely RF x {0}-
beli pont behizhaté a @y halmazba.)

Legyen most z € @, ekkor a szerepld fliggvények folytonossdga miatt
létezik € > 0 dgy, hogy y € O(x, €) esetén

k
Fy>0(i=1,...k),é1-> ey>0.
i=1

Ekkor nyilvan
O(z,e) Naff Qo € Qo,

vagyis x € 11 Q. Ez mutatja a Q) C ri Qo tartalmazdst.
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Megforditva minden Qg \ Qf-beli z ponthoz tetszbleges kozel taldlunk
(aff Qo) \ Qo-beli pontot. (Huzzunk tul egy Qp-beli pontot az x ponton!)
Ebbél a riQp C Q tartalmazds is kovetkezik. O

A kovetkezd lemma alapveté fontossagi a késdbbiekhez (egyszerii ko-
vetkezménye példaul, hogy egy konvex halmaz relativ belseje is konvex).
Itt természetes jeloléssel legyen

[,y = [2,9]\ {y} (2,y € RY).
Hasonléan definidlhaté |x,y] és |z, y] is.

4.3. Lemma: (Elérhet6ségi lemma) Legyen C C R konvexr halmaz,
xo €1iC, x1 € clC. Ekkor [zg,z1[C riC.

Bizonyitds: A bizonyitas két 1épésbdl all.
1. Elészor azt igazoljuk, hogy ha z¢ € riC, és x1 € C, akkor [zg,z1[C
riC. Vilagos, hogy ha ¢ > 0 olyan szam, amellyel

O(zg,e)NaffC C C
teljestil, akkor minden 0 < A < 1 esetén
O(.’El + )\(SCO — xl),)\e) Naff C C C.

Ez mutatja, hogy [zg,z1[C riC.

2. Mésodszor azt igazoljuk, hogy ha zg € riC, és 1 € clC, akkor
[xo,21[C riC. Tegyiik fel, hogy € a fenti tulajdonsigi pozitiv szdm, és
legyen 0 < A < 1. Valasszunk olyan x) € C' pontot, amelyre

1
2] — 21| <€/<X_1>

teljestil. Vélasszunk tovdbbd egy x, pontot is gy, hogy
i+ Mz — 2)) = 21 + Mz — 1)
legyen. Konnyti beldtni, hogy ekkor ||z — zo|| < ¢, igy a2 € riC. A madr

igazolt eset szerint x1 + A(xg — x1) € riC. Ezzel belattuk az [zg, z1[C riC
tartalmazast is. O
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Ezidaig még azt sem igazoltuk, hogy egy nemiires, konvex halmaznak
egyaltaldn van relativ belsé pontja. A most kévetkez6 tételnek ez azonnali
kovetkezménye.

4.4. Tétel: Legyen C C R? konver halmaz. Ha C affin halmaz, akkor
riC =clC = aff C,

kilonben

DcriCceclC caffC.

Bizonyitds: A tétel els6 fele nyilvanvald, hiszen ha C' affin halmaz, akkor
C = aff C. A tétel mésodik feléhez harom szigori tartalmazast kell belat-
nunk.

1. Elészor azt igazoljuk, hogy ha C nem affin halmaz, akkor () C riC.
Sziikitslik a C' affin generdlé részhalmazt az aff C' affin halmaz affin ba-
zisava, ily modon egy S C C affin fiiggetlen halmazt kapunk, amelyre
aff S = aff C teljestil. Legyen @ := conv S, ekkor Q C C és aff Q = aff C
miatt ri@Q C riC. Mivel 4.2 szerint ri @ # (), azért i C' # () is fennall.

2. Mésodszor azt igazoljuk, hogy ha C' nem affin halmaz, akkor riC C
clC. Legyenek zg € riC, z1 € (aff C) \ C tetsz6leges pontok, tovabba

A= sup{\: 2o + M1 — z0) € C}.
Ekkor 0 < A < 1, és
2o + Az — 20) € (c1C)\ (ri0).

3. Végiil azt latjuk be, hogy ha C nem affin halmaz, akkor clC' C aff C.
Legyen x, 21 mint fent, ekkor

xo + 2(:61 - SC()) € (aff C) \ (Cl C)
(Itt 2 helyett tetszéleges A-nal nagyobb szdm megfelelne.) O

4.5. Kovetkezmény: Legyen C C R¢ konvex halmaz. Ha C # 0, akkor
riC # 0. Ha C # R, akkor c1C # R%. A C konvex halmaz relativ hatdra

pontosan akkor ures, ha C affin halmaz. a

A relativ belsé pontok a késébbiek szempontjabdl igen fontos jellemzését
nyerhetjik.
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4.6. Lemma: Legyen C C R? nemiires, konvex halmaz. Az zq pont éppen
akkor relativ belsé pontja a C halmaznak, ha a C minden pontja tulhizhato
az xg ponton a C' halmazban.

Bizonyitds: A nemtrividlis iranyhoz tegyiik fel, hogy a C halmaz minden
pontja tulhuzhaté az x¢g € C ponton a C' halmazban. Mivel C' nemiires,
konvex halmaz, azért létezik relativ belsé pontja, ez is tdlhiuzhaté az xg
ponton a C' halmazban. De akkor az elérhet6ségi lemma miatt zqg € ri C.O

4.7. Tétel: Legyen C C R konvex halmaz. Ekkor az aff , a 1i és cl
operdciok mem kiilonboztetik meg a riC €és cl C' kozotti halmazokat, vagyis
példaul riC C 51,59 C clC esetén aff S1 = aff Ss.

Bizonyitds: A tétel affin burokra vonatkozé részéhez elég azt beldtnunk,
hogy affriC' = aff C, és af C' = affclC. Ebbdl vilagos, hogy aff riC C
aff ¢, és aff C' C aff c1C. Az aff C C aff ri C tartalmazédshoz legyen xg a C
halmaz relativ bels6 pontja, ekkor tetszoleges x € aff C pont behuzhat6 az
xo pont mellé a ri C halmazba, ami azt mutatja, hogy = € aff ri C' is teljesiil.
Tovabba aff C' a C' halmazt tartalmazo zart halmaz, igy c1 C' C aff C', amibél
aff c1C C aff C' is kovetkezik.

Ezek utan a tétel relativ belsére vonatkozé részéhez elég azt belatnunk,
hogy ririC = riC, és riC = riclC. A relativ belsével kapcsolatos, 4.1
el6tti utolsé megjegyzésbol vilagos, hogy a ri C halmaz relativ nyilt. Mivel
C Ccl, és aff C = affclC, azért riC' C riclC. Ha most zg € riclC,
akkor tetszéleges cl C-beli pont tulhizhatd az xg ponton a cl C halmazban.
Huzzunk rajta til egy ri C-beli pontot, az elérhetoségi lemmabdl adéddan
xog € riC lesz. Ezzel ariclC C riC tartalmazast is belattuk.

A tétel lezartakra vonatkozo részéhez is elég belatnunk, hogy clriC =
clC, és clC = clclC. Vilagos, hogy clC zart halmaz, és riC' C C miatt
clriC C clC is nyilvanvalé. Megforditva legyen z; € clC, zg € ri C'. Mivel
ekkor az elérhet6ségi lemma szerint [zg,z1[C riC, tovabbéd az x; pont e
halmaz torlédési pontja, azért x1 € clriC is teljesiil. Ezzel belattuk, hogy
clC CeclriC. O

Egyszert kovetkezményként nyerjiik az alabbi lemmat.

4.8. Lemma: Legyenek C1,Cy C R konvex halmazok. Ekkor az aldbbi
allitasok ekvivalensek:

a) I‘iCl = rng;

b) clCy = clCy;

C) I‘iCl g CQ g ClCl.
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Bizonyitds: Az el6z6 tételbdl vildgos, hogy a) és b) ekvivalensek. Masfel6l
c)-bdl, az ott szerepld halmazokat lezarva, kovetkezik b). Végiil ha a) és b)
fennall, akkor

I‘iCl = I‘ng g CQ Q CICQ = ClCl.

O

A relativ belsordl és a lezartrdl bizonyitandd felcserélhetdségi tételek
némelyikében fontos szerep jut a recessziés kipnak.

Legyen C C R? konvex halmaz. A tovébbiakban jeldlje recC' a C
recesszios kupjat, vagyis

recC::{zeRd:x—l—)\zEC(xeC,)\ZO)}.

Ez a kip mindazon iranyok halmaza, amelyekben C' barmely pontjabdl
elindulva, “végig” a C halmazban maradunk. Nyilvan recC' C parC.
Jelolje tovabbd line C' a C' linealitas terét, vagyis

line C := (recC) N (—recC) = {zeRd:x—f—)\z €C (z € C,)\ER)}.

A line C altér jelentéségét az adja, hogy tetszéleges L C line C' altér esetén
C=L+(CNLh).
Péld4ul ha K C R konvex kiip, akkor (és csak akkor)

recK =K, lineK =KnN-K.

A kovetkezo allitasok a recesszids kuprol szolo alapvetd észrevételeket
foglaljdk Ossze.

4.9. Allitas: Legyen C C R® zdrt, konvex halmaz. Ekkor

a) recC' zdrt, konvex kip;

b)recC = {z € R : zo+ Az € C (A > 0)}, ahol zg € C tetszbleges rogzitett
pont;

¢) a C halmaz pontosan akkor korldtos, ha recC = {0}.

Bizonyitds: a) Nyilvdnvald, hogy recC' kip. Legyen most z,z2" € recC,
0<e<1l,zeC, XA>0, ekkor

r+ANez+ (1—¢e)2)=(z+Xez) + A1 —¢) € C,

amib6l a recC kip konvexitdsa is latszik. (Idaig a C' konvex halmaz
zartsagat sem hasznaltuk.) Végil legyen z, (k = 1,2,...) rec C-beli pon-
tok valamely z ponthoz tarté sorozata, tovabba = € C, A > 0. Ekkor
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2 € recC miatt x + Az, € C (k = 1,2,...), a C halmaz zartsiaga miatt
pedig e pontsorozat limesze, az x + Az pont is C-beli. Eszerint z € rec C,
tehat a rec C kup zart.

b) Legyen z az allitds b) részében szereplé jobb oldali halmaz egy eleme,
x € C tetszoleges zo-t06l kiilonboz6 pont. Megmutatjuk, hogy z+2R C C.
Ha z € (z—x0)R, akkor ez nyilvanvald, ezért feltehetd, hogy z & (x—xz)R.
Ekkor

C 3 [xo,x +X2] N[z, 20 + k2] — o+ Az (K — 00),

igy a C halmaz zartsidga miatt x + Az € C, amibédl z € rec C' kdvetkezik. A
forditott irdnyu tartalmazas nyilvanvald.

c¢) Nyilvanvald, hogy ha a C halmaz korldtos, akkor rec C' = {0}. Tegytik
fel most, hogy C' nem korlatos, legyen z;, € C (k = 1,2,...), amelyre
l|lzk|| — oo (k — o0). Legyen tovabbé xo rogzitett, C-beli pont, ekkor
feltehetd, hogy

LTk — 20

2k z (k— o0),

= -
g — 2ol

ahol z egységvektor. Mivel g + Az € C, ha 0 < X < ||z — ]|, azért fix
A > 0 esetén, elég nagy k-kra xg+ Az € C. Ez a sorozat pedig xg+ Az-hez
tart, igy xo + Az € C, vagyis 0 # z € rec C. O

4.7 megfelel6je a rec operacioval:

4.10. Allitas: Tetszbleges C C R konvex halmaz esetén

recC CrecclC =recriC.

Bizonyitds: Elészor lassuk be, hogy recC C recclC. Legyen z € recC,

tovabbé rogzitsiink egy xg € C pontot. Ekkor xzg 4+ 2R+ C C. Mivel

xg € clC, és C C clC, azért az is latszik, hogy z € reccl C (v6. 4.9 b)).
Masodszor belatjuk, hogy reccl C' =recriC. A mér igazoltak szerint

recriC CrecclriC =recclC.

A forditott irdnyu tartalmazédshoz legyen z € recclC, és xg € riC tetsz6-
leges elem. Ekkor xg + 2R+ C clC, de akkor az elérhetéségi lemma miatt
xo + 2R+ CriC is teljestil, vagyis z € recriC. a
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Egy C C R konvex halmaz korlat kiipja (angolul barrier cone) legyen
mindazon irdnyok halmaza, amelyekbdl nézve a C' halmaz alulrdl korlatos,
vagyis

bar C := {a e R :inf(a’C) > —oo}.

Példéul ha C = K konvex kip, akkor bar K = K*. Ha C C R? kompakt,
konvex halmaz, akkor bar C = R%. Altaldban is

4.11. Allit4s: Tetszbleges C C R nemiires, zdrt, konvex halmaz esetén
recC' = (bar C)*, és (recC)* = clbar C.
Tovabbd a line C' és a linbar C' alterek egymds ortogondlis kiegészitdi.

Bizonyitds: Csak az elsé egyenloséget kell bizonyitanunk, a masodik abbdl
adjungélt kipokat véve adédik.

A recC C (bar C)* tartalmazashoz legyen z € rec C, és rogzitsiink egy
tetszOleges x¢ € C pontot. Ekkor z¢g + 2Ry C C, igy

infa® (xg + 2Ry) > —00 (a € barC),

amibél a’z > 0 (a € bar C) adédik, vagyis z € (bar C)*. Ezzel belattuk,
hogy recC' C (bar C)*.
A forditott irdnyu tartalmazast indirekt mddon bizonyitjuk. Tegyiik
fel, hogy létezik
z € (barC)* \ (recC)

pont. Rogzitsiink egy tetszéleges xg € C pontot, ekkor elég nagy A > 0
esetén zo + Az € C. Az elsé Hahn Banach-tétel szerint létezik a € R?
vektor ugy, hogy

a® (zg + \z) < infa’ C.

Létszik, hogy a € barC, és hogy a’z < 0 (mivel 29 € C). Ez azonban
ellentmond annak, hogy z € (bar C)*. 0

Koénnyen belathaté, hogy ha S € R¢ kompakt, S C R? pedig zart
halmaz, akkor S’ + S zart halmaz lesz. Legyen ugyanis z, € S’ és x, € S
(k = 1,2,...) két sorozat, amelyre zj + x, — y (kK — o00). Feltehetd,
hogy z}, — @’ (k — o0) valamely &’ € S’ esetén. De akkor sziikségképpen
xp — y—a' (k — ), ésigy y—a’ € S, vagyis y € S'+S, amit bizonyitanunk
kellett. Ebbdl az észrevételbdl és 4.11-bol adddik az alabbi
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4.12. Lemma: Ha C' C R¢ kompakt, konvex halmaz, C C R? pedig zdrt,
konvex halmaz, akkor C' + C zdrt, konvex halmaz, melynek korldt, illetve
recesszios kupja

bar (C' + C) = bar C, és rec (C' + C) = rec C.

O

Kovetkezésképpen poliéderek és végesen generalt halmazok recesszids
és korlat kapjardl elmondhatd, hogy

4.13. Allitds: Ha A € RM*™ e R™, és az Ax > b rendszer megoldhatd,
akkor

rec{z: Az > b} = {z: Az >0}, és bar {x : Az > b} = {ATy:y > 0}.
Ha Q C R® nemiires politdp, és R C R? poliéder kip, akkor
bar (Q + R) = R*, ésrec(Q + R) = R.
O

4.14. Allitds: Legyen A € R™™ egy mdtriz, P C R"™ poliéder. Ekkor AP
poliéder, amelyre rec (AP) = Arec P teljesil. Specidlisan, ha ¢ € R" egy
vektor, akkor ¢ P C R poliéder, vagyis zdrt intervallum. Ezértinfc' P e R
esetén létezik x € P gy, hogy ¢’z = inf ¢’ P; inf ¢! P = —o00 esetén pedig
létezik z € rec P gy, hogy ¢'z = —1. a

Most mar ratérhetiink a relativ belsore és a lezartra vonatkozo felcse-
rélhetdségi tételekre.

4.15. Tétel: Legyenek C; C R% (i = 1,...,k) nemiires, konvex halmazok.
Ekkor
aff Xf:l C; = xéc:laff Cs,

és hasonloan aff helyett a ri, cl, illetve rec operdciokkal. O
4.16. Tétel: Legyenek C; C R (i = 1,...,k) konvexr halmazok. Tegyiik

fel, hogy NE_ i C; # 0. Ekkor
a)

aff NE_, C; = Nk_ aff C; = aff NP, 11 C;;

b)

ri NE_, Gy =Nk riCy;
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A c¢) dllitashoz még azt sem kell feltenni, hogy csak véges sok halmaz
metszetérol van szo.

Bizonyitds: A tétel a) részéhez elészor is vegyiik észre, hogy NC; C Naff C;,
tovabba az utobbi halmaz affin, igy aff N C; C Naff C;. Tetszbleges Naff C;-
beli pont behtizhaté egy Nri C;-beli pont mellé a Nri C; halmazba. Ez mu-
tatja, hogy Naff C; C aff NriC;. Végiil nyilvan aff NriC; C aff N C;.

A tétel b) részéhez elGszor azt igazoljuk, hogy NriC; relativ nyilt hal-
maz. Mivel nyilvan konvex, azért 4.6 szerint ehhez elég annyi, hogy min-
den pontjan tilhuzhaté benne minden pontja, és ez nyilvanval6. Eszerint
ri (Nri Cy) = Nri C;. Mésfeldl az elérhetéségi lemmabdl konnyen beldthatéan

NriC; € NC; Ccl NriC;,

amibél ri (Nri C;) = ri N C; is adddik (vo. 4.8).
A tétel c) részéhez ismét az elérhetéségi lemmadt hasznélva, kénnyen
belathaté, hogy

NclC; Cel NriC; Cel NC; CNelC.
O

Ha C; és Cy két sikbeli, ugyanazon egyenes altal meghatirozott nyilt
félsik megtoldva egy az egyenesen 1évo kozos ponttal, akkor a fenti tételbeli
egyetlen egyenl6ség sem all fenn. Ez mutatja, hogy a tétel feltételére
sziikség van.

A recesszios kipra vonatkozé megfelel$ allités:

4.17. Allitas: Legyen C; C R (i € I) zdrt, konvex halmazok tetszbleges
rendszere. Tegyiik fel, hogy M;e;C; # 0. Ekkor

rec N;er C; = Nyerrec C.

4.18. Tétel: Tetszdleges C C R™ nemiires, konvexr halmaz esetén

coneC ={Az: A>0,2 € C}, ésriconeC ={Azx: >0,z €riC}.
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Bizonyitds: Az els6 egyenlOség nyilvanvalé: a nemnegativ kombinéciobdl
kiemelhetjiik a stlyok Gsszegét.

A maésodik egyenléség az alabbi médon lathaté be: Jeloljiik az egyen-
16ség jobb oldalan szereplé halmazt S-sel. El6szor is megmutatjuk, hogy
az S halmaz konvex. A riC halmaz konvexitdsa miatt ehhez elég, hogy
A, Ao > 0, 21,20 € 1iC, 0 < £ < 1 esetén léteznek A > 0, 0 < & <1
szamok gy, hogy

eMx1 + (1 — 5))\2.’E2 = )\(6/561 + (1 — 6’).%2).
Konnyen belathato, hogy
A=l + (1 —e)g és &’ := e/

megfelelnek.

Masodszor megmutatjuk, hogy S relativ nyilt halmaz. Legyen Az € S
(itt A > 0, z € ri ('), 4.6 szerint azt kell igazolnunk, hogy tetszéleges A; > 0,
x1 € riC esetén a Ajxp pont tilhizhaté a Az ponton S-ben, vagyis 1étezik
0<e<1, Ay >06és a9 €riC gy, hogy

Az =elzy + (1 —e)\ams.

Tudjuk, hogy x1 € ri C tulhuzhaté az x € ri C ponton ri C-ben, vagyis elég
kis 0 < &’ < 1 esetén & = e'z1 + (1 — &’)xg, ahol x5 € riC. Vélasszuk &'-t
ilyen kicsinek gy, hogy rdaddsul &/ < A\ /) is teljesiiljon. Ekkor

A 1-¢
gi=—e <1,és Ny:= A c

> 0.
)\1 1—¢

Konnyen beldthatd, hogy az igy valasztott xs, €, Ao megfelelnek.
Ezek utan a ricone C' = S egyenloség mar kovetkezik abbdl, hogy nyil-
vénvaléan cl.S D coneC D S, és igy riconeC =r1iS =S (vo. 4.8). 0

Mivel clconeC' = clconeclC, azért a kovetkezd tételben nem jelent
megszoritast, ha feltessziik, hogy C' nem csak konvex, hanem zart is.

4.19. Tétel: Ha C C R™ nemdires, zart, konvex halmaz, akkor clcone C
zdrt, konvex kiup, amelyre

clcone C' D (cone C') U (rec C)

teljestil, egyenldséggel, ha 0 € C, vagy ha C poliéder.
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Ha P CR™ nemdires poliéder, akkor clcone P poliéder kip, amelyre
clcone P D cone P

teljestil, egyenloséggel, ha 0 € P, vagy ha P politop.

Bizonyitds: Legyen el6szor C' nemiires, zart, konvex halmaz. Megmutatjuk,
hogy ekkor recC C clconeC. Legyen 0 # z € recC, tovdbba xg & 2R
tetszbleges C-beli pont (a C' C 2R esetben nyilvan z € coneC), ekkor
o+ kz el (k?: 1,2,...),

cone C' 3 [zg,2] N [zo + kz,0] — =z (k — 00),

igy z € clconeC, vagyis recC C clconeC. Ebbd6l mar latszik, hogy
clcone C' D (cone C') U (rec C), s6t az is, hogy

clcone C = cl ((cone C') U (rec C)).

Tegytik fel most, hogy 0 & C', és legyen y € clconeC. Ekkor 1éteznek
Ak > 0 szamok és xp € C pontok dgy, hogy lim \yzp = y. Ha sup A\p = o0
teljesiilne, akkor a A; (k = 1,2,...) szdmsorozat egy részsorozata oo-hez
tartana, igy ugyanez a részsorozata az xp (k = 1,2,...) pontsorozatnak 0-
hoz tartana, amely C zartsdga miatt C-beli lenne, ellentétben a feltétellel.
Tehét sup A\, < oo, és feltehetd, hogy A\, — A > 0 (k — o0). Ha A > 0,
akkor z — y/\ (k — o0), igy y/\ € C, és y € coneC. Ha A = 0, akkor
xo € C, u > 0 esetén xg + puAg(zr — xo) € C, feltéve, hogy mar pA, <1 is
teljesiil. Ezért

zo + py = limzg + pAg(zr — 70) € C,
vagyis ekkor y € recC. FEzzel belattuk, hogy 0 ¢ C esetén clconeC C
(cone C') U (rec C) is teljesiil.
Léssuk be most a tétel poliéderekre vonatkozo részét. Ha P nemiires

poliéder, akkor Motzkin tétele szerint léteznek x1,...,xx és z1,...,2; pon-
tok gy, hogy

P =conv{xy,...,xx} +cone{zy,...,2}.
Ekkor 4.13 szerint rec P = cone {z1,..., 2}, és igy

(cone P) U (rec P) = cone{x1, ..., Tk, 21,21}
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Az utébbi halmaz Weyl tétele szerint poliéder kip, igy megegyezik lezért-
javal, cl cone P-vel.

Ha 0 € P, akkor recP = 0 +rec P C P, igy rec P C cone P. Ha P
politép, akkor rec P = {0} C cone P. Mindkét esetben

clcone P = (cone P) U (rec P) = cone P.

O

Ha C egy sikbeli, az origét hatdraban tartalmazod, zart korlap, akkor
clcone C' D (cone C') U (rec C'). Ha P egy sikbeli, az origét nem tartalmazd
egyenes, akkor clcone P D cone P.

Az el6z6 két tétel specidlis eseteként adddik a

4.20. Lemma: Legyen C C R¢ nemiires, konvex halmaz. Ekkor

KC)=U{{ \} x{Xz}: A >0,z € C},
riK(C)=U{{\} x{\z}: A >0,z €riC}.

Ha C' még zart is, akkor
clK(C)=K(C)U ({0} x recC),

amely kup poliéder, ha C' = P poliéder. a
4.1 altalanositasaként megfogalmazhaté a

4.21. Tétel: Legyen A € R™™ matriz, C C R"™ konvex halmaz. Ekkor
ri (AC) = AriC.

Bizonyitds: Nyilvanvald, hogy az Ari C' halmaz konvex, megmutatjuk, hogy
relativ nyilt is. Legyen x € riC, azt kell igazolnunk, hogy tetszileges
x1 € riC esetén az Ax; pont tilhizhaté az Ax ponton AriC-ben, vagyis
létezik 0 < € < 1, z9 € riC gy, hogy Ax = cAzxy + (1 — €)Axs legyen.
Tudjuk, hogy az x1 pont tulhuzhaté az x ponton ri C-ben, vagyis létezik
0 < e < 1szdm és zo € riC pont ugy, hogy z = ex; + (1 — &)z2 legyen.
Utdbbi egyenl6ségre alkalmazva A-t latjuk, hogy az igy valasztott € és xo
megfelelnek. Tehat AriC = ri(AriC).
Maésrészt nyilvan

cl (AriC) D AcltiC = AclC D AC D AriC,

amibdl ri (AC) = ri (AriC) is kovetkezik. 0
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4.22. Kovetkezmény: Legyenek Ci,...,Cr C R konver halmazok,
A,y ..., A\ € R tetszoleges szamok. Ekkor

k k
i=1 1=1

Bizonyitds: Legyen
A= (AlE,...,)\kE), C .= Cl X ... X Ck,

és alkalmazzuk az elozo tételt. O

Bar AclC C cl(AC) (tovdbba Arec C' C rec (AC) miatt Arec(clC) C
reccl (AC)) mindig fenndll, lattunk példat arra, hogy itt lehet szigoru tar-
talmazas, még akkor is, ha C' = K zart, konvex kup. Bizonyos feltétellel
azonban mindig egyenléség van e két halmaz kozott. Mivel cl (AC) =
cl (Acl C), azért nem jelent megszoritést, ha feltessziik, hogy C' nem csak
konvex halmaz, hanem zart is.

A kovetkez6 tétel (amely P = {0} és A = E specidlis eseteinek “Gssze-
ge”) ismét példaja annak, hogy néha az altaldnosabb kénnyebben bizonyit-
hato.

4.23. Tétel: Legyen C C R™ zdrt, konvex halmaz, P C R™ poliéder,
tovabba A € R™*™ tetszéleges mdtriz. Ha teljesil, hogy

Ax € —rec P, x € recC esetén x € —rec C,
akkor

cl(AC + P) = AC + P, és rec (AC + P) = Arec C + rec P.

Bizonyitds: A bizonyitast hat lépésre bontottam, az elsé 1épés a lényeges,
a tobbi standard triikkok sorozata. Az els6 négy lépésben igazoljuk, hogy
cl(AC + P) = AC + P, az utols6é két lépésben, hogy rec (AC + P) =
Arec C' + rec P, a tétel feltételeinek fenndllasa esetén. Vegyiik még észre,
hogy a 2. 1épés alabbi bizonyitdsahoz nem elég az 1. 1épést csak a P = {0}
esetben igazolni!

1. Tekintsiik azt a specialis esetet, mikor C' = K, és P = R, ahol K
és R is kip, K raadasul csucsos. A tétel feltétele ekkor azt koveteli, hogy
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Ax € —R, x € K esetén z = 0 legyen. Mivel R poliéder kup, azért 1étezik
B mitrix ugy, hogy R = {z € R™ : Bz < 0}. A feltétel ekkor gy irhaté
le tomoren, hogy {r € K : BAx > 0} = {0}. Legyen =, € K,z; € R
(k = 1,2,...), és tegyiik fel, hogy Axp + 2z — y (k — 00). Azt kell
megmutatnunk, hogy ekkor y € AK + R.

Ha az {xp : k = 1,2,...} halmaz korlatos, akkor feltehet&, hogy a
megfelel sorozat konvergens, vagyis xp — x (kK — oo) valamely z € K
esetén. Ekkor Az, — Az (k — o0), igy 2z — y — Az (k — o0). Az R
zartsadga miatt y — Ax € R, amibdl y € AK + R kovetkezik.

Megmutatjuk, hogy {z : £ = 1,2,...} nem lehet korlatlan. Ellenkezo
esetben feltehetd, hogy ||z|| — oo (k — o0). Legyen z) = xy/||zkl|
(k=1,2,...), ezekrél az egységvektorokrdl feltehetjiik, hogy konvergédlnak
valamely 2/ € K egységvektorhoz. Ellentmondéshoz jutunk, ha megmu-
tatjuk, hogy BAz' > 0, akkor ugyanis csak 2’ = 0 lehetne, nem egységvek-
tor. Tegyiik fel indirekt, hogy példdul (BAz'); < 0. Mivel

llzkl| Awy, + 2 — y (k — 00),

azért
||zx||BAz), + Bz, — By (k — 00).

Itt z;, € R miatt Bz, <0 (k=1,2,...), és elég nagy k-kra mér (BAz)); <
(BAZ')1/2, igy az ||xg||(BAx))1 + (Bzi)1 sorozatot egy id6 utdn majordlja
a —oo-hez tarté ||zy||(BAz")1/2 sorozat, az el6bbi sorozat nem tarthatna
a véges (By)y értékhez.

2. Azt az esetet, mikor mint az elébb C' = K, és P = R, de K mar
nem feltétleniil csicsos, konnyen visszavezethetjik a mar elintézett esetre.
Ekkor ugyanis K = L + (K N LY), ahol L :== K N —K a K kip linealitas
tere. Az

AK +R=A(KNLY)+ (AL + R)

halmaz az el6z6 pont szerint zart lesz, ha
Az € —(AL+R), 2’ € KN Lt esetén 2/ = 0.

E feltétel fennallasa pedig kénnyen belathato a tétel feltételébdl, ami most
Axr € —R, x € K esetén x € — K.

3. Most még mindig legyen P = R, de a masik halmaz mar C zart, kon-
vex halmaz. Ez az eset homogenizaciéval vezetheto vissza az el6z6 pontra.
Eszerint ugyanis

AC+R:C<<(1) 2>C1K(C)+<g>>
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zart, ha

0
€ — 5
2\ ( R ) esetén ( ;\ ) € —clK(C).

) e clK(C)

Utébbi feltétel pedig éppen a tétel feltétele ebben a specidlis esetben (vo.
4.20).

4. Az Aaltaldnos esetben Motzkin tétele szerint P = @ + R, ahol @
politép, R pedig poliéder kip, a P recessziés kipja. Minden politép kom-
pakt, és azt is tudjuk, hogy egy kompakt és egy zart halmaz Gsszege zart
lesz. Ezért az

AC+P=Q+AC+R

halmaz zart lesz, ha AC + R zart. Ez pedig az el6z6 pont szerint beko-
vetkezik, ha teljestil, hogy Az € —R, x € rec (C) esetén x € —rec (C), ami
éppen a tétel feltétele (vo. 4.13).

5. Tekintsiik ismét a P = R specialis esetet. Ahogy a harmadik pont
bizonyitasakor lattuk, a tétel feltételének fenndllasa esetén

d<<é g>cm<c>+<g>>:<}) g>cm<c>+<g>.

Miésfelol konnyen ellendrizhet6en

10 0
cl((o A)clK(C)+<R> =
_af(r 0o d(K(C)>>:
0 AE R
_af(r oo <K(C)>):
0 AE R
10 0 C
=d{loaE K<R>>:
=cl K(AC + R).

Ezek szerint

1 0 0
<0 A)clK(C)—i—(R):clK(AC—i—R).
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A {0} x R™ hipersiknak az egyenldség bal oldaldn szereplé halmazzal val6
metszete {0} x (Arec C'+ R), a jobb oldali halmazzal valé metszete pedig
{0} x rec (AC + R), igy ArecC + R =rec (AC + R).

6. Az altalanos esetre ratérve legyen ) és R, mint a 4. 1épésben. Ekkor

rec (AC + P) =rec (Q+ AC + R) =
=rec (AC + R) = ArecC + R = ArecC + rec P.

Itt felhasznaltuk, hogy egy zart, konvex halmazhoz egy kompakt, konvex
halmazt hozzdadva a megfelelé korlat kiup, és igy a recesszidés kiup sem
véltozik (4.12), tovdbba a tétel az el6z6 lépésben mar igazolt speciélis
esetét. O

4.24. Kovetkezmény: Legyen C CR™ zdrt, konvexr halmaz, A € R™*™
egy mdtrix, és tegyiik fel, hogy

(Ker A) N (recC) C —recC.

Ekkor
cl (AC) = AC, és rec AC = ArecC.
Bizonyitds: Ez éppen a tétel P = {0} esete. O
S6t

4.25. Kovetkezmény: Legyenek C; C R"™, Co C R™ zdrt, konvex
halmazok, tovibbd A € R™*"™, Ha

A7 (=rec Cy) N (rec Cy) C (—rec C1) N A7 (rec Cy),

akkor
ACq + Cy zdrt, és recesszids kupja Arec Cq + rec Cs.

Bizonyitds: 4.24 szerint ACy + Cy = (A, E)(C1 x C3) zéart halmaz lesz, ha
teljesiil, hogy

Ker (A, E) N ((recCy) x (recCy)) € —((rec C1) x (rec Cy)).
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Megfogalmazhat6 4.22 parja is (itt &k = 0, vagy [ = 0 is lehet):

4.26. Kovetkezmény: Legyenek C,...,Cr C R? zdrt, konvex halma-
2ok, Pp,..., P, C RY poliéderek, tovdbbd \1,...,\y € R €s pi1,...,jy € R
tetszdleges szamok. Ha teljestl, hogy

zi€recC; (1=1,...,k),
ZierecP; (j=1,...,1), esetén z; € —recC; (i =1,...,k),
D=1 Aizi +Z§':1 pj2y =

akkor

k l k l
Z NG + Z w; Py zdrt, és recesszios kupja Z Mirec C; + Z pjrec Pj.
i=1 j=1 i=1 j=1

Bizonyitds: Legyen

l
A:=(ME,...,\\E), C:=Cy x ... x Cp, és P:= Y p;Pj.
j=1

Alkalmazzuk a tételt. O

4.27. Tétel: Legyen B € R™*™ mdtriz, C C R™ konvexr halmaz. Tegyik
fel, hogy B~ (xiC) # (). Ekkor

1i B7(C) = B7'(1iC), és 1 B71(C) = B~}(cl C).

Bizonyitds: Legyen C := R" x C, L := Im (E, BT)T, tovdbb4 V := (E,0).
Ekkor
LnC = {( “’y“ ) .y = Bz, Bxec},v@mé) = B7H0),

és hasonléan C helyett ri C-vel, illetve cl C-vel. A feltétel miatt LNri C' # 0.
Most méar vildgos (vo. 4.16, 4.21), hogy

riB~1(C) =riV(LNC)=Vii(LNC)=V(LN1iC) =B i),
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és

ABHC)=cdV(ILNC)D2VA(LNC)=V(LNncdlC)=B"Yc0).
Miasfeldl a cl B~1(C) € B~1(cl O) tartalmazés nyilvanvalé B folytonossiga
miatt. O

Legyen C' C R? a nemnegativ ortdns belseje, megtoldva az origéval, B
pedig az zi-tengelyre vetités. Ez a példa mutatja, hogy a tétel feltételére
sziikség van.

A recesszios kipra vonatkoz6 megfelel$ allitas

4.28. Allitas: Legyen B € R"™*"™ mdtriz, C C R™ zdrt, konvex halmaz.
Tegyiik fel, hogy a B~Y(C) konvex halmaz nemiires. Ekkor rec B~1(C) =
B~ Y(recC). 0

Legyen C' C R"™ konvex halmaz, A € R™*"™ matrix. Mivel
A(C +Ker A) = AC, és A"1(AC) = C +Ker 4,

azért 4.21, 4.22 és 4.27 segitségével konnyen belathato, hogy az AC kon-
vex halmaz pontosan akkor relativ nyilt, ha a C' 4+ Ker A konvex halmaz
relativ nyilt. Hasonlé allitas bizonyithaté relativ nyilt halmazok helyett
poliéderekkel. A zart halmazokra vonatkozd allitds Abrams tétele, amelyet
itt kicsit altalanosabban fogalmazunk meg.

4.29. Tétel: (Abrams) Legyenek S1 C R™, So C R™ tetszbleges halmazok,
tovdbbd A € R™*™. Ha ASy + So zdrt halmaz, akkor S1 + A~1(Ss) is zdrt
halmaz. Megforditva is, ha So C Im A.

Bizonyitds: El6szor azt 1atjuk be, hogy ha AS; + S5 zart, akkor S+ A~1(Ss)
is zart. Legyen xp € S, vp € A71(S2) (k=1,2,...), és tegyiik fel, hogy

g+ vk — 2z (k — 00).

Ekkor
Az + Avp — Az (K — o),

és Az € AS1 + 59 az AS1 + So halmaz zartsidga miatt. Léteznek tehat
x € S1, y € S9 pontok ugy, hogy Az = Az + y. Ekkor

z=x+(z—x) €S8+ A(Sy),

amit igazolni kellett.
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A forditott irdnyhoz legyen zj € S1, yp € S2 (k= 1,2,...), és tegylik
fel, hogy
Az +yp, — b (E — o0).

Ekkor az Sy C Im A feltétel miatt b € Im A teljesiil. Tovabbé nyilvan
AT Az, + Aty — ATb (K — o0),

vagyis
z + v — ATb (k — 00),

ahol
vp 1= Alyy, — ap + ATAzy, (k=1,2,...).

Mivel az Sy C Im A feltételbél adédéan v, € A=H(Sy) (k =1,2,...), azért
Sp + A7Y(Sy) zartsaga miatt ATh € Sy + A7Y(Sy), és akkor b = AATH €
AS + S, amit igazolni kellett. O

Az A métrix legyen 0 € R, S C R tetszéleges; Sz C R pedig
egy nem zart halmaz dgy, hogy 0 € S5. Ez a példa mutatja, hogy a tétel
feltételére sziikség van.

A kovetkez6 tétel 4.2 dltalanositasa.

4.30. Tétel: Legyenek Cy,...,C, C R nemiires, konvex halmazok.
Jelolje C az unidjuk konvex burkdt. Ekkor

k k
C:U{Z)\Z-Ci:)\izo(z’zl,...,k),Z)\Z-zl},
=1

i=1
és

k
riC:U{Z)\iriCi:)\i>0(izl,...,k),Z)\izl}.

i=1 =1

Bizonyitds: Az els6 egyenl6ség nyilvanvalé: UC;-beli elemek egy konvex
kombinacidjardl feltehetd, hogy tagjai kiilonbozé i indexeknek megfelel$
C; halmazbeli elemek konvex kombinaciéi. Az egyforma Cj;-hez tartozé
tagokat ugyanis csoportosithatjuk, silyaik 0sszegét kiemelve Gsszegiikbdl.

Az elsé egyenléséghdl adddik, hogy C' = C(3 K(Cy)), igy K(C) =
> K(C;) (v6. 3.20), és akkor 4.22 szerint ri K(C) = > ri K(C;). Az utébbi
egyenldségre a C(.) operéciét alkalmazva maris adédik a kivant mésodik
egyenléség (vo. 4.20). O
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4.31. Tétel: Legyenek C4,...,C, C RY nemiires, zdrt, konvex halmazok.
Jelolje C' az unidjuk konvex burkdt. Tegyiik fel, hogy

k
zi€recC; (i=1,...,k), Zzi:() esetén z; € —recC; (i =1,...,k).
i=1

Ekkor
k k
ch:U{Z)\iCZ- >0t (i=1,..,k), > A= 1}
i=1 =1

(ahol a \; > 07 jelolés azt jelenti, hogy a \;C; halmazt {0} helyett rec C;-
nek tekintjik, ha \; =0), és

k
recclC = Zrec C;.

i=1

Ha az is teljesiil, hogy minden C; halmaz poliéder, akkor a tétel feltéte-
lére sincs sziikség o fenti eqyenldségekhez, €s clC poliéder lesz.

Bizonyitds: A tétel feltétele miatt, 4.26 szerint (vo. 4.20 és az elézd tétel
bizonyitasa)

AK(C)=c Y K(C;)=c > dK(C;) =Y cdK(C).

A kiemelt egyenldségre alkalmazva a C(.) operéciot, a tételben szerepld elsé

egyenléséget kapjuk (v6. 3.20, 4.20). Ha pedig mindkét oldalt elmetssziik

a {0} x RY hipersikkal, akkor a tételbeli masodik egyenlSséghez jutunk

(felhasznédlva még 4.20-at, és hogy 3.18 a) szerint cl K(C) = cl K(c1C)).
Ha minden C; halmaz poliéder, akkor is

AK(C)=cl Y K(C)) =cl Y dK(C;) = cK(Cy),

mivel az utébbi kip 4.20 szerint poliéder. Azt kell még beldtnunk, hogy a
cl C halmaz poliéder. A C; poliéderekhez Motzkin tétele szerint léteznek
Si, S! véges halmazok gy, hogy

CZ' = (CODV SZ) + (CODG Sé) (Z = 15 ceey k)

Legyen
P := conv (US;) + cone (US}),
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ekkor egyrészt nyilvan P poliéder, és UC; C P, tehat clC C P. Mésrészt
C; C clC miatt recC; CrecclC (v6. 4.9 b)). 4.13 szerint rec C; = cone S.
Ezért

rec P = cone (US}) = Z cone S, = Z rec C; C reccl C.
Mivel nyilvédnvaléan conv (US;) C clC, azért ebbél P C cl C is latszik. O

4.32. Kovetkezmény: Ha Cq,...,C, C R™ nemiires, zdart, konvexr hal-
mazok, amelyeknek ugyanaz a K C R™ kip a recesszios kupja, akkor a
C := conv (Cy U ...UCy) konvex halmaz zdrt, és szintén a K kip a re-
cesszios kupja.

Bizonyitds: Legyen z; € K (i = 1,...,k), és tegyiik fel, hogy z1+.. .42, =0.
Ekkor
—z1=2z04...+z € (—K)NK,

és hasonléan z; helyett a 23, ..., 2; vektorokkal. Ezért 4.31 alkalmazhato.
Réaddsul a \; > 0T helyett \; > 0 frhat6 a cl C eléallitdsdban, ugyanis

recC; + )\jCj = )\j(K + C]) = )\jCj =0C; + )\jCj

valahdnyszor \; > 0. 4.30-at is figyelembe véve ebbdl mar latszik, hogy
cdC=0C. 0

5. Szeparacios tételek

A harmadik fejezetben maér definialtuk halmazok szeparalhatésagat,
erés szeparalhatésagat, és szerepeltek alapvetd elvalasztasi tételek, mint
példaul a kompakt és zart halmaz erGs elvalaszthatésagardl szélé Hahn—
Banach-tétel, vagy a két poliéder erds elvalaszthatosdgarol szold tétel.

Most két djabb szeparalhatosagi fogalmat vezetiink be.

Legyenek 57, Sy € R? nemiires halmazok. Azt mondjuk, hogy az S; és
Sy halmazok valédi mdédon szeparalhatéak, ha létezik Oket elvalasztd
hipersik gy, hogy az nem tartalmazza egyszerre mindkét halmazt. (Vagyis
létezik 0 # a € R? vektor gy, hogy supa’S; < infa’lSy, és infalS; <
supa’l Ss.)
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Azt mondjuk, hogy az S; és Sy halmazok szigorian szeparalhatdak,
ha létezik Oket elvalaszté hipersik gy, hogy az nem metsz bele az egyik
vagy a masik halmazba. (Vagyis létezik 0 # a € R? vektor tgy, hogy
a’'S; < aT Sy, ezalatt természetesen azt értve, hogy aTzy < aTzs minden
T € 51,19 € 59 esetén.)

Néhany megjegyzés a bevezetett szeparalhatosdgokkal kapcsolatban:

— Nyilvanvalé, hogy ha az S és Sy halmazok erdsen szeparalhatéak, akkor
szigorian szeparalhatdak, és ha szigorian szepardlhatéak, akkor valédi
médon is szeparalhatoak. Tehat elvalaszthatésagok egy hierarchiajat defi-
nialtuk a fentiekben.

— Az is viladgos, hogy példaul S7 és So pontosan akkor szepardlhatd, ha
conv S7 és conv Ss szeparalhatd, igy nem jelentett volna valodi megszoritast
a fenti elvdlaszthatdsagokat csak konvex halmazok esetén definidlni.

— A szigori szeparalhatésag hagyoméanyos definicidja az, hogy létezzen egy
elvalaszt6 hipersik ugy, hogy az dltala meghatarozott egyik nyilt féltér tar-
talmazza az egyik halmazt, a masik nyilt féltér pedig a masik halmazt.
A fenti definicié hasznalhatébb. Példdul igaz, hogy két konvex halmaz
pontosan akkor valaszthaté el valédi mdédon, ha relativ belsejeik szigorian
szeparalhatéak. Ehhez mindenekel6tt egy lemmara lesz sziikségiink, amely
azt fogalmazza meg, hogy ha egy konvex halmaz egy zart féltér része, de
nem része a félteret hatarold hipersiknak, akkor a halmaz relativ belseje a
zéart féltér belsejében van.

5.1. Lemma: Legyen C C R? nemiires, konvex halmaz, a € R%, B € R.
Tegyiik fel, hogy a” C < B3, és létezik x € C pont gy, hogy a”x < 3. Ekkor
alriC < p.

Bizonyitds: Valasszunk egy tetszoleges xo € riC' pontot. Ekkor az allitas-
ban szerepl6 x € C' pont tilhizhaté ezen a C' halmazban, vagyis létezik
x’ € C pont tigy, hogy xg az [z, 2'] szakasz belsejének eleme. Mivel a’z < (3,
és aTa' < f3, azért csak alxy < [ lehet, amit igazolni kellett. a

5.2. Allitas: Legyenek C1,Cy C R nemiires, konvexr halmazok. A C
és Cy halmazok pontosan akkor vdlaszthatok el valédi mdodon, ha a riCq és
ri Cy halmazok szigorian szepardlhatok.

Bizonyitds: Eloszor is ha Cp és Co valédi médon szepardlhatoak, akkor
létezik a € R? vektor gy, hogy

sup a’Cy < inf aTCg, és infal Oy < sup a’ O,
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Ekkor vagy létezik x; € C; pont tigy, hogy a’z; < supa’ Oy, vagy létezik

x9 € Cy pont ugy, hogy a’zy > infa’Cy (vagy Oy és Cy péarhuzamos
hipersikok részei, amikor is az allitds trividlis). Példaul az el6bbi esetben
legyen (3 := supa’ C, ekkor a lemma szerint a’ri C; < B. Tovébba nyilvan
B < a’riCy, igy 1iCy és ri Cy szigortian szeparalhatéak.

Megforditva, ha riCy és riCy szigoruan szeparalhatdak, akkor létezik
a € R vektor tigy, hogy

a’riCy < a’riCy.

Ekkor nyilvéan supa’Cy < infalCy, s6t supalclCy < infalclCy. Més-
részt ha x1 € riC1, x9 € 1riCy, akkor

infa’Cy <alzy < a’as < sup al' Cy.
Latjuk, hogy C; és Cs valédi médon szeparalhatdak. O

5.3. Tétel: (masodik Hahn-Banach-tétel) A C1,Co C R nemiires,
konvex halmazok pontosan akkor vdlaszthatéak el valodi maodon, ha relativ
belsejeik diszjunktak. Ekkor létezik a € clcone (Cy — Cy) vektor gy, hogy

supal €y < infa’Cy, és infa’ Oy < supa’ Cs.

Bizonyitds: 5.2 miatt vildgos, hogy ha C; és Cs valédi médon szeparalhaté-
ak, akkor ri C] és ri Cy szigortian szeparalhatdak, specidlisan diszjunktak.
A forditott irdnyra harom bizonyitast is adunk, egy-egy specidlis eset-
ben igazolva azt elGszor.
Legyen C C R? konvex halmaz, 9 € rbC. A C és {x¢} halma-
zokat [valédi médon| elvalaszté hipersikokat a C' halmaz zo-beli [valédi]
tamaszhipersikjainak nevezziik.

5.4. Allitas: Legyen C C RY konvex halmaz, xo € tbC. Ekkor létezik a
C' halmaznak xo-beli valédi tamaszhipersikja, sét létezik a € clcone (C' —x)
vektor ugy, hogy

T

alzo =infa’C, és a”

zo < supa’C.
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Bizonyitds: Legyen z (k = 1,2,...) az xy ponton egy rogzitett ri C-beli
pontot tiulhizva nyert pontok egy xg-hoz tarté sorozata. Ekkor

zp € (aff O)\ (1O) (k= 1,2,...),

igy az els6 Hahn—Banach-tétel szerint léteznek ay € (clC) — z, vektorok

gy, hogy
atxy, < infalclC.

Konnyen belathato, hogy
ay, € cone (C' — xy).

Az a;, vektorokrdél még az is feltehetd, hogy egységvektorok, és hogy kon-
vergélnak valamely a € clcone (C'—x¢) egységvektorhoz. Erre az a vektorra
teljesiil, hogy

alzg =infalclC = infal C,

és nem lehet, hogy az
{x eR:a"x = aTxo}

hipersik tartalmazza a C halmazt, akkor ugyanis az a vektor merdleges
lenne a C' — xo halmaz, és igy a clcone (C' — z() halmaz minden elemére,
holott onmagéra nem meroleges. a

Ebbdl a specidlis esetbol mar kovetkezik a masodik Hahn—Banach-tétel.
Annak (riCy) N (riCq) = () feltétele ugyanis azt jelenti, hogy

0¢& (riCq) — (riCh), vagyis 0 € ri (Cy — C1).

Ha még az is teljesiil, hogy 0 ¢ cl (Cy — C), akkor az els6 Hahn—Banach-
tétel szerint létezik a € cl(Cy — C1) vektor gy, hogy

0 < inf aT(Cg — (1), vagyis sup a’'Cy < infal Cs.

Ha pedig csak annyi igaz, hogy 0 € rb (Cy — C1), akkor 5.4 szerint létezik
a € clcone (Cy — C4) vektor ugy, hogy

0 =infa? (Cy — C1), és 0 < supal (Cy — C1),

vagyis
sup a’Cy = inf aTCg, és infal Oy < sup a’ O,
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Ezzel a masodik Hahn—Banach-tétel els6 bizonyitdsat befejeztiik. O

5.5. Allit4s: Tegyiik fel, hogy az L C R altér nem metsz bele a K C R¢
konvex kup relativ belsejébe. FEkkor létezik oket valddi modon elvdlaszto
hipersik, sét létezik a € cl (K — L) vektor dgy, hogy

ae L*NK*, és0<a'riK.

Bizonyitds: Legyen zy (k= 1,2,...) ri K-beli pontok egy az origéhoz tarté
sorozata. (Példaul egy rogzitett ri K-beli pont (1/k)-szorosai megfelel-
nek.) Az elérhetdségi lemma segitségével konnyen belathatd, hogy ha egy
konvex kiuphoz hozzaadjuk a relativ belsejét, akkor eredményiil a relativ
belsejét kapjuk. Ezért az xj + cl K zart, konvex halmazok ricl K = ri K
részhalmazai, igy diszjunktak az L altértol, specidlisan annak

O:={zel:|z <1}

kompakt, konvex részétél is. Az els6 Hahn-Banach-tétel szerint léteznek
ay € (z + cl K) — O vektorok ugy, hogy

supat O < infal (zp +clK) (k=1,2,...).
Konnyen belathato, hogy
ar € K—L (k=1,2,...).

Még az is feltehetd, hogy az aj, vektorok egységvektorok, és sorozatuk kon-
vergal egy a € cl (K — L) egységvektorhoz. Megmutatjuk, hogy az a vektor
megfelel az éllitas kivanalmainak.

El6szor is ha 0 # x € L, akkor z/||z|| € O, és persze 0 € cl K, ezért

ai, (z/||z|]) < ai (zx +0) (k =1,2,...),

amib6l hatdrértéket véve alx < 0 kovetkezik. Tehdt a € —L* = Lt.
Masodszor ha x € K, akkor x € cl K, és persze 0 € O, ezért

al0 < al(zp +2) (k=1,2,...),

amibél hatdrértéket véve alz > 0 kovetkezik. Tehdt a € K*.
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Most mér koénnyen belathaté, hogy a’ri K > 0. Tegyiik fel indirekt,
hogy valamely xq € 1i K esetén a’zq = 0. Ekkor tetsz6leges z € lin K pon-
tot behuzhatunk az g pont mellé a K halmazba, ugyanakkor tilhuzhatunk
az xo ponton a K halmazban, vagyis léteznek 2’,2” € K pontok ugy,
hogy xg az [2/,2"] szakasz belsé pontja, = pedig az z/,2” pontok &ltal
meghatdrozott egyenesé. Ekkor a € K* miatt a2’ > 0, és a’z"” > 0;
a’zy = 0 csak tgy lehet, ha a’2’ = 0 = a’2”, de akkor a’z = 0 is
teljesiilne. Tehédt a € (lin K)* lenne, és igy

ac€Ltn(linK)t = (L+linK)*.

Mivel ugyanakkor nyilvan a € lin (K — L), és lin (K — L) = L+1in K, azért
csak a = 0 lehetne, ami ellentmond annak, hogy a egységvektor. FEzzel
beldttuk azt is, hogy a’1i K > 0. O

Ebbdl a specidlis esetbdl is kovetkezik a masodik Hahn—Banach-tétel.
Ugyanis, mint az elébb, annak (ri C1)N(ri C) = () feltétele azt jelenti, hogy
0 ¢ (riCy) — (riCy), vagyis 0 & ri (C2 — C1). Legyen

C:=Cy— (4, tovabba K := K(C), és L := R x {0}.

Ekkor ri K(C) = K(riC) \ {0} miatt L nem metsz bele a K konvex kip
relativ belsejébe (kiilonben 0 € riC' lenne). Ezért alkalmazhaté 5.5, mely
szerint létezik a € R? vektor és o € R szam 1igy, hogy

T
(j)ed(K—L)lemK*,és (‘;‘) ri K > 0.

Mivel L+ = {0} x RY, azért a = 0. Kénnyen beldthaté, hogy K — L =
R x cone C, ezért abbdl, hogy (0,a”)” € cl (K — L), mar kovetkezik, hogy
a € clcone C is teljesiil. Végiil abbdl, hogy (0,a”)ri K > 0, adédik, hogy
a’C(riK) = aTriC > 0, vagyis a’1iC; < a’riCy. Eszerint az a vektor
megfelel a tétel kivanalmainak (ldsd még 5.2 bizonyitasat). Ezzel a masodik
Hahn-Banach-tétel mésodik bizonyitasat is befejeztiik. O

Mindkét bizonyitas azon az észrevételen alapult, hogy az egyik konvex
halmazrdl feltehetd, hogy éppen a {0} halmaz. Ezutdn viszont dudlisak
abban az értelemben, hogy mig az elsében a pontot tavolitottuk a halmaztél
a halmaz kiilseje felé, addig a masodikban a halmazt tavolitottuk a ponttdl
a halmaz belseje felé.
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A maésodik Hahn-Banach-tétel harmadik bizonyitdsa lényegesen kiilon-
bozik az els6 kett6t6l: bar nem latszik belble, hogy a € clcone (Co — Cy),
de nem hasznéalja a Bolzano—Weierstrass-tételt.

Bizonyitds: A bizonyitas 6t 1épésbdl all.

1. Felteheto, hogy C7; = L altér, Cy = K pedig konvex kip: ebbdl a
specialis esetébol mar kovetkezik a tétel, mint azt az el6z6 bizonyitas végén
lattuk.

2. Feltehetd, hogy L = {0}. Jelolje ugyanis V az L' altérre valé vetités
matrixat. Konnyen belathatd, hogy a V K konvex kip relativ belseje nem
tartalmazza az origdt. Valdban, 4.21 szerint ri (VK) = Vri K. Ha létezne
x € ri K pont, amelyre Vz = 0, akkor x = x — Vx € L is teljesiilne, holott
L és ri K diszjunkt halmazok. Feltevésiink szerint létezik ag € R¢ vektor
tigy, hogy 0 < alri (VK). Ismét 4.21 szerint az a = V' ag vektorra teljesiil,
hogy 0 < a’ri K. Tovéabba V = VT miatt a = Vag € L.

3. Feltehetd, hogy dim K = d. Ez egy standard fogds segitségével bi-
zonyithatd, egyszer érdemes végiggondolni. Ha ugyanis dim K = k < d,
akkor vélasszuk az aff K affin halmaz egy K-beli S = {0,z1,...,z;} affin
bézisat. Létezik T : R — R dtkoordindtazas, amely a 0,z1, ...,z € RY
pontokat rendre a 0,eq,...,e, € R? pontokba viszi. Legyen ez éppen
T(z) = Nz +v (x € R?Y), ahol N € R™? invertalhaté matrix, v € R?
vektor, most v = 0. Legyen tovabba W := (E,0) € RF*4. Jelolje K’ a
WT(K) C R¥ konvex kipot. Mivel K’ tartalmazza a WT(S) halmazt, a
0,e1,...,e; € RF vektorokat, azért dim K’ = k. Koénnyen beldthatd, hogy
0 ¢ ri K. Valéban, 4.21 szerint ri K’ = WT'(ri K). Ha létezne z € ri K
pont, amelyre WT'(z) = 0, akkor = el6dllna az S-beli pontok affin kom-
bindcidjaként, T'(z) pedig a T'(S)-beli pontok ugyanilyen egyiitthatékkal
vett affin kombindcidjaként. A WT'(z) = 0 egyenldségbél T'(x) = 0, és igy
x = 0 kovetkezne, holott 0 ¢ 1i K. Feltevésiink szerint létezik ag € R*
vektor gy, hogy 0 < alti K'. Mivel 4.21 szerint ri K’ = W Nt1i K, azért az
a = (al WN)T € R? vektorra teljesiil, hogy 0 < ari K.

4. Elég tehat azt igazolnunk, hogy ha a K C R? konvex kip belseje
nem {ires, de nem tartalmazza az origét, akkor létezik a € R vektor ugy,
hogy 0 < a”int K. (A dim K = d feltétel ugyanis azzal ekvivalens, hogy K
belseje nem iires, vo. 4.7.)

Ebben a pontban megmutatjuk, hogy vagy taldlhaté egy a € R? vektor,
amelyre 0 < a’int K, vagy létezik = € R? vektor tigy, hogy z ¢ lineint K,
és (zR)Nint K = .
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Valéban, legyen ag egy K belsejében levo pont vetiilete a line int K altér
ortogondlis kiegészité alterére. Ekkor ag € int K, igy ag # 0. Tekintsiik
a H :=ag+ aol hipersikot, ennek a K konvex kuppal valé metszete tar-
talmazza az ag vektort, s6t alkalmas £ > 0 szdm esetén az O(ag,e) N H
halmazt is. Ha a H N K konvex halmaz relativ hatara tires, akkor 4.5 és
a fenti megjegyzés miatt H N K = H. Konnyen belathaté, hogy ekkor
int K = {z : al'x > 0}, tehdt az a := ag vektor megfelel: 0 < a’int K tel-
jesiil. Ha a H N K konvex halmaz relativ hatara nem {ires, akkor legyen z(
egy pontja. Nyilvdn xg nem eleme a lineint K altérnek (az ag vektor ezen
altér ortogondlis kiegészitojének eleme, igy agxo = 0 lenne, holott xg € H
miatt al zg = ||ag||* # 0). Tovdbbd zo € rb K, igy —z¢ & int K (kiilonben
az elérhetdségi lemma miatt 0 € int K lenne). Ezért az zoR egyenes nem
metsz bele K belsejébe, tehdt az x := g vektor megfelel.

5. Az el6z6 pont eredményébdl mar kovetkezik, hogy ha a K C RY
konvex kip belseje nem iires, de nem tartalmazza az origét, akkor létezik
a € R% vektor gy, hogy 0 < aTint K. Ezt a kovetkezéképpen lehet beldtni.

Legyen K; := K. Az el6z0 pontban igazoltak szerint vagy létezik
a € R? vektor gy, hogy 0 < a”int K; (amikor is készen vagyunk a bi-
zonyitassal), vagy létezik x1 ¢ lineint Ky vektor gy, hogy az xR egyenes
és int K1 metszete ires.

Az utébbi esetben legyen Kj := (z1R) + K;. Ekkor Ky konvex kup,
belseje int Ky = (z1R)+int K. Ismét az el6z6 pont eredményét alkalmazva
vagy létezik a € R vektor tigy, hogy 0 < a’int Ky (amikor is készen
vagyunk a bizonyitdssal), vagy létezik zo ¢ lineint Ky vektor ugy, hogy
(x2R) Nint Ko = (). Ut6bbi esetben legyen K3 := (z2R) + Ko .. .stb.

Megmutatjuk, hogy a bizonyitas legfeljebb d lépésben véget ér, ugyan-
is a keletkezd x1,xo,... vektorok linedrisan fliggetlenek. Valéban, z1 ¢
lineint Ky, gy 21 # 0. Tovédbba xo ¢ lineint Ko, igy o &€ z1R. Ha-
sonléképpen z3 € 1R + xaR ...sth. Az x1,x9,... vektorok linedris filig-
getlensége ezekbdl az észrevételekbdl és 1.5-bol azonnal adédik. a

5.2 segitségével a masodik Hahn—Banach-tétel az alabbi ekvivalens for-
maban is megfogalmazhato:

5.6. Tétel: Legyenek C1,Cy C R nemiires, relativ nyit, konvex halma-
zok. Ha Cy és Co diszjunktak, akkor szigorian szepardlhatok. a

Hasonlé tétel mondhaté ki, ha az egyik halmaz poliéder.
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5.7. Tétel: Legyenek C,P C R? diszjunkt, nemiires, konvex halmazok, C
relativ nyilt, P poliéder. Ekkor P és C szigorian szepardlhatok.

Bizonyitds: Tekintsiik el6szor azt a specidlis esetet, mikor C' = ri K és
P = R, ahol K és R konvex kupok. Megmutatjuk, hogy a tétel feltételei
mellett ekkor létezik a € R? vektor tigy, hogy

a'R <0< a1 K.

Ezt az allitdst dim(R U K) szerinti indukciéval bizonyitjuk. A d = 1
eset nyilvanvalé (R zart, ri K pedig nyilt intervallum). Altaldban a mésodik
Hahn-Banach-tétel szerint létezik a; € R? vektor gy, hogy

alTiR < alTi K.

Ekkor 4.7 miatt
alR<0<dalK.

Ha K nem része az ai hipersiknak, akkor
alR<0<alriK

(v6. 5.1), és készen vagyunk a bizonyitdssal. Ezért feltehetjiik, hogy
al’R<0=dlK.

Legyen P’ az R kip és a —aq + af- hipersik metszete. Ekkor P’ poliéder, és
nem iires, mivel af1i R < 0. Motzkin tétele szerint létezik egy Q' politép
és egy R’ végesen generdlt kip tgy, hogy P’ = Q' + R'. Ekkor 4.13 és
4.17 szerint R’ = RNaf, igy az R’ C R kip diszjunkt K relativ belsejétél.
Mivel az R’ U K halmaz dimenziéja kisebb, mint az R U K halmazé, azért
az indukci6 feltétel szerint létezik as € RY vektor tgy, hogy

AR <0 <alriK.
Valasszuk a A > 0 szamot tgy, hogy
(az +Xa1)"Q' <0

teljestiljon. (Az egyenlStlenséget csak Q' egy olyan véges részhalmazan kell
biztositani, amelynek konvex burkaként el84ll a Q" politép. Tovabba x € Q'
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esetén al x = —||ay||> < 0.) Legyen a := ay + Aai, ekkor a’ R’ < 0 szintén

teljesiil, igy a” P’ < 0. Ebbél pedig
a'R <0< a1 K

konnyen addédik.

A tétel teljes altalanossagban a fent igazolt specidlis eset kdvetkezmé-
nye, ha azt az R := cl K (P) C R4 poliéder kiipraés a K := K(C) C R !
konvex kipra alkalmazzuk. (4.20-bdl adédéan R Nri K = (0, igy a fentiek
valéban alkalmazhatok.) O

Ezzel az alabbi szimmetrikus tételtabldzat allitasainak nagy részét be-
lattuk:

Cy/Cy | rel. nyilt | zart | poliéder
rel. nyilt | szigord | valddi | szigoru
zart valodi | valédi | valddi
poliéder | szigori | valodi erCs

A téblazat azt fejezi ki réviden, hogy ha Ci,Cy C R? nemiires, disz-
junkt, konvex halmazok, tovabba C az els6 oszlopban leirt tulajdonsagu,
(5 pedig az els6 sorban leirt tulajdonsagt, akkor altalaban legfeljebb meny-
nyire szeparalhatéak. Azt mar mindenhol belattuk, hogy ennyire szeparal-
hatok, még annyi kell, hogy jobban altaldban nem.

Legyen C egy sikbeli zart korlap, Cy pedig egy hozza huzott érint6
egyenes az érintési pontban kezdddd, zart szakasza. Ekkor riCh és riCh,
illetve ri C7 és Co mutatja, hogy a tablazatbeli “szigord” szavak nem cse-
rélhetOk “er6s”’-re. A kovetkezé allitas bizonyitja, hogy a “valédi” szavak
sem cserélhetok “szigoru”-ra.

5.8. Allitas: Legyen C C R?® a 3.31-beli K zdrt, konvex kip (0,1,0)”
vektorral vald eltoltja, tovdbbd legyen L := R x {0} x {0} C R®. Ekkor C
zart, konvex halmaz, L altér (specidlisan relativ nyilt, zdrt, poliéder), L és
C diszjunktak, de nem szigorian szepardlhatoak.

Bizonyitds: Ha C és L Gsszemetszenének, akkor K-nak lenne olyan pont-
ja, amelynek masodik koordinatdja —1, harmadik koordinatija pedig O.
Ez nem lehetséges (lasd K leirdsat polinom-egyenl6tlenségekkel, 3.31-ben).
Most megmutatjuk, hogy C' és L nem szigorian szepardlhatok. Tegytik fel
indirekt, hogy létezik a = (a1, as,a3)’ € R? vektor tigy, hogy a’ L < o™ C.
Ekkor persze a € L+, és a’C > 0 lenne. Mivel a € L+ = {0} x R x R,
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azért a; = 0. Legyen a’ := (ag,a3)’ € R?, és jelolje A ugyanazt a métrixot,
mint 3.31 bizonyitdsaban. Ekkor a = ATd’, ezért a’T (AC) > 0. Ttt

0 <dT(AC) = d'T(A0,1,0)" + AK) = ap + o/T(AK).

Mivel R x {1} C AK, azért ay = 0. Tovabba (0,0)T € AK, ezért as > 0,
ami ellentmondés. O

Erdekességként megjegyezziik, hogy mar R2-ben taldlhaté relativ nyilt,
konvex halmaz és zart, konvex halmaz Ugy, hogy nem szigoruan szeparal-
haték: Cp és ri Cy ilyen, ahol Cy, Cs az llitas el6tti megjegyzésben szerepld
halmazok. Ugyanakkor

5.9. Allitas: Legyen Cy, Co C R? két nemiires, zdrt, konvex halmaz,
amelyek diszjunktak. Ekkor C1 és Cay szigorian szepardlhato.

Bizonyitds: A masodik Hahn—Banach-tétel szerint valédi médon szeparal-
haték valamely H C R? hipersikkal (egyenessel). Akkor nem vagyunk
készen, ha Oy N H # 0 # CoN H. A Cy N H és a Co N H nemiires, zart,
diszjunkt intervallumok H-ban, tdvolsaguk pozitiv és felvétetik. Legyen ez
éppen ||c1 —cz||, ahol ¢; € C;NH (i = 1,2). A [c1, c2] szakasz felez6pontjat
jelolje f. Feltehetd, hogy f = 0. Legyen a; a legrovidebb Cj-beli vektor
(i = 1,2). Ekkor az elsé Hahn-Banach-tétel bizonyitdsa szerint a} C; >
lla;||* (i = 1,2). Legyen P; az {x € R? : al'z > ||a;||*} félsik elmetszve a
H altal meghatérozott, C;-t tartalmazo, zart félsikkal (i = 1,2). Konnyen
belathat6, hogy P; és P, diszjunkt poliéderek (csak H-ban metszhetnének
ossze, de akkor H-beli résziikk dinidja lefedné H-t, a 0 eleme lenne), igy
er6sen szeparalhatéak. Mivel C7 C Py, és Cy C Ps, az allitast ebben az
esetben is belattuk. O

Persze két zart halmaz, sét egy zart halmaz és egy poliéder R>-ben
sem szeparalhato erosen: ezt egy sikbeli hiperbolalap és egyik aszimptotéja
mutatja.

Viszont a kovetkez6 allitas segitségével elegendd feltételeket adhatunk
arra, mikor a tablazatban szerepl6 “valddi” szavakat “erds”-re cserélhetjiik.

A masodik Hahn—Banach-tétel szerint két nemtires, konvex halmaz pon-
tosan akkor szepardlhaté valédi mdédon, ha az origd nincs benne a kiilénb-
ségiik relativ belsejében. Hasonlé allitas mondhaté ki az erds szeparalha-
t6sagrol.
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5.10. Allitas: Legyenek Cy,Cy C R nemiires, konvex halmazok. Ekkor
az alabbi allitdsok ekvivalensek:

a) C1 és Cy erdsen szepardlhatdk;

b) C1 + O(0,¢e) és Cy + O(0,¢) szigorian szepardlhatok valamely € > 0
esetén;

c)0&cl(Cy—CY).

Bizonyitds: Eloszor belatjuk, hogy az a) allitdasbdl kovetkezik a b) allitas.
Ha C, és Cy erésen szeparalhatdk, akkor létezik a € R¢ vektor gy, hogy
supa’ C; < infa’ Cy, még az is feltehetd, hogy a egységvektor. Legyen

supa® Cy + inf o’ Cy
2

ekkor ¢ = inf a”Cy — 3 > 0. Megmutatjuk, hogy
a’(Cy +0(0,¢)) < B < a’ (Cy + 0(0,¢)).

8= , tovabbé € := 3 —supa’ C,

Példaul legyen x1 € Oy, és x € R? olyan vektor, amelyre ||z — 21]| < &
teljesiil. Azt kell belatnunk, hogy o’z < 3. Ez igy van, mivel

a’e =aTzy +a"(x —21) <
< Ty + [lal| - 2 — @1l < supaTCy +1-¢ = 6.

Ezzel beldttuk, hogy a® (C1 + O(0,¢)) < 3, a B < a® (C2 + O(0,¢)) egyen-
16tlenség hasonléan igazolhatd. Tehat a C; 4+ O(0,¢) és Cy + O(0, &) nyilt,
konvex halmazok szigorian szeparalhatdk.

Miésodszor azt igazoljuk, hogy a b) &llitdsbdl kovetkezik a c) allitds. Ha
a C1+0(0,¢) és C2+0O(0,¢) halmazok szigorian szeparalhatok, akkor egy
x1 € (1 és egy x9 € Cs pont tavolsdga mindig legaldbb € > 0, ezért egyetlen
Cy — C1-beli sorozat sem tarthat az origdhoz, vagyis 0 & cl (Cy — C).

Végiil megmutatjuk, hogy a c) allitdsnak kovetkezménye az a) allités.
Az els6 Hahn—Banach-tétel szerint, ha 0 ¢ cl(Cy — C}), akkor az origd
erbsen szeparalhaté a cl (Cy — C1) halmaztdl, vagyis létezik a € R¢ vektor
tigy, hogy 0 < infa’'cl (Cy — C1). Ekkor persze 0 < inf a” (Cy — C}), vagyis
supa’ Cy < infa® Cy, tehat a C; és Cy halmazok erdsen szeparalhatéak. O

5.11. Allit4s: Legyenek C1,Cy C R nemiires, zdrt, konvex halmazok.
Tegyiik fel, hogy C1 N Cy =, tovdbbd hogy

(rec Cy) N (rec Cq) C (—recCy) N (—rec Cy).

Ekkor Cy és Cy erdsen szepardlhatdk.
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Bizonyitds: A feltétel miatt, 4.26 szerint Co — Cy zart. Mivel C; és Cy
diszjunktak, azért 0 € Cy — Cy. Az allitas ezek utan 5.10 kovetkezménye.O

5.12. Allitds: Legyen C C R® nemiires, zdrt, konvex halmaz, amely
diszjunkt a P C R nemiires poliédertdl. Tegyiik fel tovdbbd, hogy

(recC) N (rec P) C —recC.
Ekkor C és P erdsen szepardlhatok.
Bizonyitds: 5.11 bizonyitasdhoz hasonléan igazolhato. O

5.13. Allitas: Legyen C, C R nemiires, relativ nyilt, konvex halmaz,
Cy C R pedig nemiires, zdrt, konvex halmaz, amely diszjunkt a Cy halmaz
lezdrtjatol. Tegyuik fel tovabbd, hogy

(rec Cy) N (rec C2) C (—recCp) N (—rec Cy).
Ekkor Cy és Cy erdsen szepardlhatok.

Bizonyitds: 5.11-bol adédik, felhasznalva még 4.10-et. O

Még a Hahn—Banach-tételek a késébbiek szempontjabdl fontos kovet-
kezményét targyaljuk.

5.14. Allitds: Legyen C C R zdrt, konvex halmaz. Ekkor

a) C az 6t tartalmazo zdrt félterek metszete;

b) Ha a C halmaz nem affin, akkor itt elég azokat a zdrt féltereket venni,
amelyek hatdrolo hipersikja tartalmaz valamely rb C-beli pontot;

c) S6t rb C helyett elegendd annak egy siird S részhalmazat tekintens.

Bizonyitds: a) az els6 Hahn—Banach-tétel kovetkezménye. A nem C-beli
pontok elvélaszthaték C-t6l a pontot nem tartalmazd hipersikkal, és akkor
az e hipersik dltal meghatarozott, a C' halmazt tartalmazd zart féltér mar
nem tartalmazza a pontot. Az Osszes C-t tartalmazé zart féltér metszete
egyetlen nem C-beli pontot sem fog tartalmazni, viszont a C-beli pontokat
mind tartalmazza majd.

b) Mivel az aff C' affin halmazt tartalmazé hipersikok &ltal meghata-
rozott zart félterek metszete aff C, azért csak az (aff C') \ C-beli pontokat
kell elvalasztani relativ hatarpontot tartalmazé hipersikkal C-t6l. Az 5.3
harmadik bizonyitasaban latottakhoz hasonléan okoskodva itt is felteheto,
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hogy dimC = d, legyen zy € int C. Ha x ¢ C, akkor az xg és x pontokat
0sszekotd szakaszon van (éppen) egy 2’ € rb C pont, vélasszuk el ezt C-t6l
egy H hipersikkal tigy, hogy a megfelelé HT zart féltér tartalmazza C-t,
5.4 szerint ez megtehetd. Ekkor 2’ € H, és x & HT.

c) Mint az el6bb, itt is feltehetjiik, hogy dim C' = d. Legyen x(, x, mint
b)-ben, és 2’ = x + A(xg —x) € rbC, ahol 0 < A < 1. Ha egy z( koriili,
e > 0 sugart, nyilt gomb int C része, akkor az x’ koriili, Ae sugari, nyilt
gbémb barmely pontjan tulhuzhaté az x pont gy, hogy int C-beli pontba
jussunk, mérpedig x’ ezen kornyezetében van S-beli pont. b) bizonyitdsa
alkalmazhato. O

5.15. Allitas: Legyen C C R® nemaffin, zdrt, konvex halmaz, és tegyiik
fel, hogy dAimC = d. Ekkor a C halmaz hatdrdnak sdrii részét alkotjdk
az ugynevezett sima pontok, vagyis azok a hatdrpontok, amelyeket C-nek
pontosan egy tamaszhipersikja tartalmazza.

Bizonyitas: Legyen adott p € rtbC, € > 0, azt kell megmutatnunk, hogy
létezik p-tol legfeljebb e tavolsagra 1évé s sima pont. Valasszunk egy ¢ €
int C' pontot 1gy, hogy ||l¢g — p|| < £/2 legyen. Legyen r > 0 a ¢ pont
tavolsaga R?\ C halmaztdl, nyilvan r < ||p—gq||. A ¢ pont kéré irt r sugari
O zart gomb hatara tartalmaz legalabb egy s € rb C pontot, és ez sima,
ugyanis ha s-ben lenne két tdmaszhipersikja C-nek, akkor azok kiilénb6z6
tamaszhipersikjai lennének s-ben O-nak is (O C C), ami lehetetlen. Végiil

lp = sll < llp = all + [lg = sl < 2|lp —¢l| <&

6. Kiplinearis alternativa- és dualitasi tételek

Most mar készen &llunk arra, hogy konnyen ellenérizhetd elégséges
feltételeket keressiink az altaldanos kuplinedris Farkas-lemmahoz és a kup-
linedris Farkas-tételhez. E vizsgalatok alapjit képezik Stiemke és Krein
tételei, valamint kiilonféle altaldnositasaik.

Stiemke és Krein tételei a kovetkezd vegyes tételek azon specidlis esetei,
mikor R = L altér. Hasonlbéan vezethetok le a masodik Hahn-Banach-
tételbdl, mint vegyes altalanositasaik 5.7-bol.
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6.1. Tétel: (vegyes Stiemke-tétel) Legyen R C R? poliéder kip, K C R?
konvex kip. Pontosan akkor teljesil RNri K # (0, ha (—R*)N(K*) C —K*.

Bizonyitds: Elb6szor tegyiik fel, hogy RN1i K # (), legyen zp € RNri K,
és valasszunk egy tetszéleges a € (—R*) N (K*) elemet. Ekkor a’zy < 0
(mivel 29 € R, a € —R*), és a’xg > 0 is (mivel 29 € K, a € K*), vagyis
alzg = 0. Tetszbleges € K pont tilhizhaté az xo € ri K ponton a K
halmazban, vagyis létezik ¢ > 0 ugy, hogy o — e(z — z9) € K. Ekkor
a € K* miatt

0 <al(zg—e(x — x0)) = —ea’ z,
vagyis oda jutottunk, hogy tetszdleges = € K esetén a’2z < 0. Ebbdl
a € —K* kovetkezik, tehat (—R*) N (K*) C —K*.
A megforditashoz tegyiik fel, hogy RNri K = (), ekkor 5.7 szerint az R
poliéder kup és a ri K relativ nyilt halmaz szigorian szeparalhatok, azaz
létezik a € R? vektor gy, hogy a’ R < a”r1i K, és akkor persze

a'R <0< a'ri K.

Erre az a vektorra teljesiil, hogy a € (—R*) N (K*), de a ¢ —K*. Ezzel
belattuk a tétel még nem igazolt irdnyat is. O

6.2. Tétel: (vegyes Krein-tétel) Legyen R C Re poliéder kip, K C R?
konvex kip. Ho RN1iK # 0, akkor (RN K)* = R* + K*.

Bizonyitds: A nemtrividlis (R N K)* C R* + K* tartalmazdshoz legyen
c € (RN K)*. Azt kell megmutatnunk, hogy ¢ € R* + K*.

Tekintsiik el6szor azt a specidlis esetet, mikor nem csak, hogy R bele-
metsz a K kip relativ belsejébe, hanem rdadasul {c}* N RNriK # 0.
Legyen zop € RNriK, amelyre ¢’ zy = 0. Ekkor tetsz6leges z € R Nlin K
pont behizhatd az xg pont mellé az R N K halmazba, vagyis 1étezik € > 0
ugy, hogy zo + e(x — x9) € RN K. Mivel ¢ € (RN K)*, azért

0 < cl'(zg +e(z — 20)) = ec’
vagyis oda jutottunk, hogy tetszéleges € RNlin K esetén ¢’z > 0. Ebbdl
ce (RNlinK)* = R* + (lin K)*

kovetkezik, és mivel (lin K )+ C K*, azért ekkor ¢ € R* + K* is fennall.
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Ha pedig ({c}* N R)Nri K = ), akkor 5.7 szerint létezik a € R? vektor

gy, hogy
al’({c}* NR) <0< dlriK.

Ekkor
ac—{c}*NR)*=Rc—R*,ésac K*.

Vélaszthato tehdt A € R, b € R* dgy, hogy a = Ac — b legyen. Ekkor
xo € RN1i K esetén egyrészt ¢! xg > 0, mésrészt

0<alzyg=ATzg—b"zg < AT,
amibol A > 0 kovetkezik. De akkor

1 1
= b+~ *+ K*
c )\-f—)\aGR-i— ,

és a tételt ebben az esetben is belattuk. O

A vegyes Krein-tételnek még egy bizonyitasat adjuk, most az 5.7 sze-
paracios tétel helyett a vegyes Stiemke-tételbol vezetjiik le. Hasonléan
kovetkezik Stiemke tételébol Krein tétele.

Bizonyitds: Valasszunk A métrixot tgy, hogy R = Ker; A legyen. Ha
a € (RN K)*, akkor az

Az >0,z€e K, aTz <0
rendszer megoldhatatlan. Konnyen beldthaté, hogy ekkor
A 0
Ker, | o 1 |nNri < K ) =0.
1

T Ry

—a —

A vegyes Stiemke-tétel szerint

m AT a4 —a ﬂ K* ¢ —K*
Lo 1 -1 Ry Ry )’
vagyis létezik y vektor és ( szam ugy, hogy

ATy —a( € K*, y >0, —( > 0; de ATy + a( & K*, vagy ¢ # 0.
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Nem lehet, hogy ¢ = 0, ekkor ugyanis —ATy € K*\ —K*, y > 0 lenne,
holott az RNri K # () feltétel miatt (ismét a vegyes Stiemke-tétel szerint)
(—Im, AT)N K* C —K*. Ezért ¢ <0, és akkor

AT Y Laekr L0

—¢ —¢
miatt a € (Imy AT)+K*, vagyis a € R*+K*. Ezzel a vegyes Krein-tételbeli
nemtrividlis (RN K)* C R* + K* tartalmazast jra belattuk. O

6.3. Megjegyzés: A Stiemke-tétel alternativait dtfogalmazva kapjuk
aldbbi bizonyitasat. Elészor is vegyiik észre, hogy S C R? konvex kiip
esetén ekvivalensek: a) S altér; b) 0 € riS; ¢) S C —S5; d) S* altér;
e) S* =clS altér. A bizonyitds hdrom lépése ezek utén:

1. LN1i K # () pontosan akkor, ha L + K altér (b) miatt).

2. L+ N K* C —K* pontosan akkor, ha L+ N K* altér (c) miatt).

3. L + K pontosan akkor altér, ha adjungaltja, L~ N K* altér (d) miatt).

A vegyes Stiemke-tétel is bizonyithaté igy: pl. RNri K # () pontosan
akkor, ha RN (K — K) — K altér. A [vegyes| Stiemke-tétel egyenértékii
5.5-tel [5.7 P = R, C = ri K specidlis esetével], igy 5.3 [5.7] egy tjabb
bizonyitasat is nyertiik.

Megjegyezziik még, hogy RNriK # () esetén cl(RNK) = RNclK.
Ezért a vegyes Krein-tétel atfogalmazhaté tigy, hogy R Nri K # () esetén
R* + K* zart.

A diagondlis alteres fogdst felhasznalva megfogalmazhaték a (vegyes)
Stiemke- és Krein-tételek tébbkipos altalanositdsai.

6.4. Tétel: (tobbkipos Stiemke-tétel) Legyenek K1, ..., K; C RY konvex
kupok. Pontosan akkor teljestil ﬂgzlri K; #0, ha

l
bj €Ki (j=1,...,0), Y bj=0esetén b € —K; (j=1,...,1).
j=1

Bizonyitds: Legyen K = K; x ... x K;, és D C R¥ a diagonilis altér.
Nyilvan ﬂé-:lri K; # 0 pontosan akkor, ha DNri K # (. Masrészt Stiemke
tétele szerint D Nri K # () pontosan akkor, ha D+ N K* C —K*, azaz

U{{bi} x oo x {bi} + oy b = 00
N(KT x ... x KJ) C(=K7) x ... x (=K]),

ami éppen a tétel allitasa. g
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6.5. Tétel: (tobbkipos Krein-tétel) Legyenek Ki,...,K; C R konvex
kiipok. Ha N._ri K; # 0, akkor (N\_, K;)* = Y5_ K.

Bizonyitds: Legyen K, D, mint az el6z6 tétel bizonyitdsaban. A feltételbol
addédoan ekkor D Nri K # (), {gy Krein tétele szerint
(DNK)* =Dt + K*.

Szorozzuk meg ezt az egyenldséget balrél az (E, ..., E) € R¥(@) matrix-
szal, maris kapjuk a kivant (NKj;)* = 3 K egyenléséget, mivel

l
(DN K)* :U{{al} <ox{a)i Y g e (mfg)*}.
O

6.6. Tétel: (tobbkipos vegyes Stiemke-tétel) Legyenek Ry, ..., Ry € RY
poliéder kupok, tovdbbd Ki,...,K; C R?® konvex kipok. Ekkor az aldbbi
allitasok ekvivalensek:

a)
(Mi=1 Ri) N (mé‘:ﬂi K;) #0;

b)
aiGRf (izl,...,kj),
bj e K; (j=1,...,1), esetén by € =K (j=1,...,1).
Yiiai+ 3 b;=0

Bizonyitds: Ha a) fennéll, akkor legyen x( az a) szerint nemiires halmaz egy
eleme, tovabba a;,b; a b) premisszajat teljesité vektorok. Ekkor
ajzg>0(i=1,....k),bjzg>0(j=1,..1)

miatt a
k ! T
Z a; + Z bj g =10
i=1 j=1
egyenloséghdl

ajzo=0(@G=1,...,k),bjzg=0(j=1,..,10)

adédik. De akkor zo € riK; (j = 1,...,l) miatt, akdrcsak 6.1 bizonyi-
tasaban, konnyen meggydzédhetiink réla, hogy b; € —K7 (j = 1,...,1).
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A forditott irdnyhoz néhédny jelolést vezetiink be. Legyen
R :=NR;, K :=NKj, tovdbba K' = Nri K.

Ha b) teljesiil, akkor a; = 0 (i = 1,...,k) valasztdssal alkalmazva, a
tobbkupos Stiemke-tétel szerint K’ # (), és akkor K’ = ri K (4.16). Mivel
R* = 3 R} (3.6), és a tobbkipos Krein-tétel szerint K* = 37 K7, azért
latjuk, hogy b) fennalldsa esetén (—R*) N (K*) C —K*. A vegyes Stiemke-
tétel szerint RNri K # ), vagyis RN K’ # (), a)-hoz jutottunk. 0

6.7. Tétel: (tobbkipos vegyes Krein-tétel) Legyenek Ry, ..., Ry C RY
poliéder kipok, tovdbbd K1, ..., K; C R® konvex kipok. Ha

(M= Ri) N (mé’:lri K;) # 0,
akkor
" k l
((ﬂfﬂRi) N (ﬂé':lKjD = Ri+> Kj.
i=1 j=1

Bizonyitds: Legyen R, K, K’', mint az €l6z6 tétel bizonyitdsdban. Most is
RNriK # (), amibél a vegyes Krein-tétel szerint (RN K)* = R* + K*
adédik. Most mar elég annyit észrevenni, hogy R* = > R}, és a tébbkuipos
Krein-tétel szerint K* = K7. O

A t6bbkipos Stiemke-tétel két egyszerti kovetkezményét emlitjiik. Itt
x <p vy jelolje azt, hogy y — x € ri K, ahol K C R? konvex kip, z,y € R¢
vektorok.

6.8. Tétel: (Carver) Legyen A € R™ ", b € R™, tovabba K; C R™,
Ky CR™ konvex kupok. Ekkor az aldbbi dllitasok ekvivalensek:

a) létezik © € R™ vektor gy, hogy Ax >f, b, x >k, 0;

b) valahdnyszor egy y € R™ vektor esetén ATy >k; 0,y <k: 0, by <0,
akkor ATy <k; 0,y >k: 0, bT'y > 0 is egyben.

Bizonyitds: Az a) éllitas azt jelenti, hogy b € ri (AKy — K1), mig a b) allitas
konnyen beldthatéan azt, hogy

y € (AKy — K1)*, by < 0 esetén y € —(AKy — K1)*, bTy > 0.
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Ezért elég azt igazolni, hogy tetszoleges K konvex kip esetén
beriK<:>{y€K*:bTy§0}§{ye—K*:bTyZO}.

Mivel b € ri K pontosan akkor, ha ri (Im b) Nri K # (), azért ez az allitas
a tobbkupos Stiemke-tétel egyszerli kovetkezménye. O

6.9. Tétel: (els6 Dubovickij—Miljutyin-tétel) Legyenck K, Ki,..., K|
R%-beli, konvex kipok gy, hogy int K;#0 (j=1,...,1). Ekkor az aldbbi
allitasok ekvivalensek:

a)
K N (Nh_yint K;) # 0;

b)

be K* bje Ki (j=1,...,1),

b+zg‘:1b‘j:0 } eseten b=0=0by = ... =b,.

Bizonyitds: Mivel int K; # () esetén lin K; = R?, azért
{0} = (lin k)~ = (K; - Kj)* = (K; — K;)" = K; N K.
Igaz tovabba, hogy
KN (Nint K;) # 0 <= (ri K) N (Nint K;) # 0,

mivel egy konvex halmaz pontosan akkor metsz bele egy nyilt halmazba,
ha a relativ belseje belemetsz. E két észrevétel utan a tétel a tobbkupos
Stiemke-tétel egyszerii kovetkezménye. O

Uj dimenziét ad a vizsgaldédasnak a polaris fogalma.

Egy S € R? halmaz poldrisa legyen az
SO::{CLERd:aT:cZ—l (mES)}

halmaz. Koénnyen beldthatd, hogy tetszéleges S C R¢ halmaz esetén S°
az origdt tartalmazé, zart, konvex halmaz. Ha S C R? az origét tar-
talmazo, zart, konvex halmaz, akkor polarisat nevezzilk még az S dudlis
halmazanak is (v6. 6.13).
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Néhany megjegyzés a polarisképzéssel kapcsolatban:
— Egy konvex kip polarisa a konvex kip adjungaltja.
— Fontos észrevétel, hogy a poldris homogenizaciéval is nyerheté: ha C
R%beli, konvex halmaz, akkor

C° = C(K(C)").

— A polarisképzés direkt szorzattal felcserélhetésége mar csak korlatozottan
igaz: ha K C R? kip, és S C R? tetszbleges halmaz, 0 € S, akkor

(K x8)°=K"xS"°.

Emiatt a diagonalis alteres fogds nem miikédik ebben az altalanossagban.
— A poléarisképzés tartalmazas-fordité: ha Sy, Sy C R tetszbleges halma-
zok, amelyekre S; C Sa, akkor ST D S35. S6t

6.10. Allitas: Legyen S; C RY (i € I) halmazoknak egy tetszdleges
rendszere. Ekkor
(UierSi)® = Nier 57 -

6.11. Allitas: Tetszbleges S C RY halmaz esetén
S° = (clS)°, és S° = (conv S)° = (conv (S U{0}))°.
O

A kovetkezd lemma alapvetd fontossagu a polarisokkal kapcsolatos vizs-
galatok soran, feltétele szinte minden poléarisokra vonatkozé tételben meg-
jelenik.

6.12. Lemma: Legyen C C R konvex halmaz, és tegyiik fel, hogy az
origo C' lezdrtjinak eleme. Ekkor

A K (C°) = K(O)", és K(C°)* = cLK(C).

Bizonyitds: Mivel e; € cl K(C) = K(O)*™, azért el K(C)* > 0, tovabba
nyilvan 0 € C(K(C)*). 3.20 szerint

A K(C°) = d K (C(K(C))) = K(C)*.

A maésodik igazolandd egyenlség az els6ébol adjungalt kupokat véve
adodik. 0
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Egy S € R? halmaz bipolarisa az
5% .= (§°)°
halmaz. A megfelel6 dualitastétel a kovetkezo
6.13. Tétel: (bipolaris tétel) Tetszdleges S C R halmaz esetén
S°° = clconv (S U{0}).

Specidlisan, ha C C R konvex halmaz, amelyre 0 € clC teljesiil, akkor
C°° = clC. Specidlisan minden az origot tartalmazo, zdrt, konvex halmaz
bipoldrisa 6nmaga.

Bizonyitds: A tétel részéllitasai valéjaban ekvivalensek, mivel 6.11 szerint
feltehet6, hogy S = C az origdt tartalmazé, zart, konvex halmaz. Ekkor
6.12 szerint

0 = C(K(C°)*) = C( K(C)) =l C = C.

Léssuk, hogyan altaldnositédik 3.6 és 3.29.
6.14. Tétel: Tetszbleges K C R? kip és S C R halmaz esetén

(K+S5)°=K"nSs°.
Teljestil tovabbd, hogy
(KNS)° Decl(K*+5°),

egyenldséggel, ha K zdrt, konvex kup, S = C pedig az origdt tartalmazo
zdart, konvexr halmaz.

Bizonyitds: A tétel nem nyilvanvalé része az, hogy ha K zéart, konvex kup,
S = C pedig az origdt tartalmazé, zart, konvex halmaz, akkor (K N(C)° C
cl (K* + C°). E feltételekkel pedig 3.28 és 6.13 szerint

(KNC)° = (K™ NC®)P° = (K* +C°)*° = cl (K* + C°).

6.15. Allitas: Poliéder poldrisa is poliéder.
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Bizonyitds: Motzkin tétele szerint egy P poliéder eléall P = @ + R alakban,
ahol @Q = conv S1, R = cone Sy, ahol S1, So véges halmazok. 6.14 miatt
P° =Q° N R*, ahol Q° = S}, R* = S5 poliéderek. Ezért P° poliéder. O

6.16. Allitas: Ha R C R poliéder kip, P C R az origét tartalmazd
poliéder, akkor
(RNP)°=R"+ P°.

Bizonyitdas: Most R* + P° poliéder, tehat zart, igy az allitas 6.14 kovetkez-
ménye. a

Most a (vegyes) Stiemke- és Krein-tételek altaldnositdsait bizonyitjuk.
Az éltalanos (vegyes) Krein-tétel tovébbi feltételt ad arra, hogy (K NS)° =
K* + 5° legyen.

6.17. Tétel: (altaldnos Stiemke-tétel) Legyen K C RY konvex kip, to-
vibbd C C Re konvex halmaz. Pontosan akkor teljesiil (ri K) N (riC) # 0,
ha

(K" )NnC* C K*n-C".

Bizonyitds: Felhasznalva még a 4.15, 4.20 tételeket, a tobbkupos Stiemke-
tétel segitségével konnyen belathatd, hogy

riK)NriC) £ 0= ri(Rx K))N i K(C)) # 0 —
—= —(RxK)*NK(C)*C(RxK)*N-K(C)" <~
— ({0} x —K*)NK(C)* C ({0} x K*)N—-K(C)* <
— —-K*NC*C K*N-C*.

O

6.18. Tétel: (altalinos vegyes Stiemke-tétel) Legyen R C R poliéder
kip, C C R® konvex halmaz. Pontosan akkor teljesil RN1iC # 0, ha

(—R*)NC* C —C*.

Bizonyitds: 6.17 bizonyitasdnak mintajara, csak most a tobbkipos Stiemke-
tétel helyett a vegyes Stiemke-tételt hasznalva igazolhaté. O
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6.19. Tétel: (dltalinos Krein-tétel) Legyen K C R konvex kip, C C RY
konvex halmaz. Ha (riK) N (riC) # 0, akkor (K N C)° = K*+ C°, és
(KNC)* = K*+ C*.

Bizonyitds: 6.17 bizonyitdsébdl tudjuk, hogy (ri K) N (ri C) # () esetén
(ri (R x K))N (ri K(C)) # 0,
igy a tobbkipos Krein-tételbdl
(RxK)NK(C))"=(RxK) "+ K(C)*
adédik. Ez az egyenldség ugy fogalmazhatd at, hogy
K(KNC)* = ({0} x K*)+ K(C)*.

Az {1} x R% és a {0} x R hipersikokkal metszve mindkét oldalt nyerjiik a
bizonyitandé egyenléségeket. a

6.20. Tétel: (4ltaldnos vegyes Krein-tétel) Legyen R C R? poliéder kip,
C C RY konver halmaz. Ha RN1iC # 0, akkor (RN C)° = R* + C°, és
(RNC)* =R+ C*.

Bizonyitds: 6.19 bizonyitasanak mintdjara, csak most a tobbkipos Krein-
tétel helyett a vegyes Krein-tételt hasznalva igazolhato. O

A Stiemke-tételt az L := D C REUHDE diagondlis altérre és a K =
K(Ch) x ... x K(C}) konvex kipra alkalmazva ekvivalens feltételt kapunk
arra, hogy a Ci,...,Cr, C R? konvex halmazok relativ belsejei Gssze-
metsszenek. Hasonloképpen adddik a Krein-tételbol, hogy ha ﬂleri C; # 0,
akkor

(NE1C)° = O (i K(Co)").

Az altaldnos (vegyes) Stiemke- és Krein-tételekben szerepel C' adjungalt
kipja. Errdl a kiuprol szdl a kovetkezd allitas.

6.21. Allitas: Legyen C C R® konvex halmaz. Ekkor
a) cone (C°) = bar C;
b) rec (C°) = (cone C)*.

Bizonyitds: Az a) és a b) allitds is a definicidk egyszerii kovetkezménye. O
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Fontos kovetkezményként nyerjiik az alabbi allitast.

6.22. Allitas: Legyen C C R® konvex halmaz. Ekkor
a) C° pontosan akkor korldtos, ha 0 € int C;
b) C pontosan akkor korldtos, ha 0 € int (C°).

Bizonyitds: a) C° nemiires, zart, konvex halmaz lévén pontosan akkor
korlatos, ha recessziés kupja a trividlis {0} kuap (4.9). Tovabba 6.21 sze-
rint rec (C°) = (cone(C)*, és (coneC)* pontosan akkor a trividlis kup,
ha adjungéltja, clconeC az egész tér. Ez persze azzal ekvivalens, hogy
int cone C' = R¢, ami pontosan akkor all fenn, ha 0 € int C.

b) a)-bdl addédik, azt C helyett C°-re alkalmazva. O

Most mar ratérhetiink a fejezet elején igért zartsigi tételekre. Az Gssze-
foglald zartsagi tételek el6tt a 4.23 és 4.25 Tételek dualisait bizonyitjuk, az
alabbi lemma segitségével.

6.23. Lemma: Legyen A € R™" C C R™ nemdiires, zdrt, konvex
halmaz, és tegyiik fel, hogy A=Y (C) # 0. Ekkor

ATribar C = ribar A71(C).
A ri operdcio elhagyhato a képletbdl, ha C = P poliéder.

Bizonyitds: Az allitas elsé fele konnyen igazolhatd, felhasznélva, hogy tet-
szbleges K konvex kup esetén

L (ATK) = (A7 (K™))",

valamint a 4.7, 4.11, 4.21 és 4.28 Tételeket.
Az allitas poliéderekre vonatkozd része a 4.13 és 4.28 Tételek egyszert
kovetkezménye. a

6.24. Tétel: Legyen A € R™*™ C CR™ nemiires, zdrt, konvex halmaz,
P CR™ poliéder. Tegyiik fel, hogy

(ATbar P) Nri(bar C) # 0.

Ekkor A=Y(P) + C zdrt halmaz, és az A~'(rec P) + recC kiip a recesszids
kupja.
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Bizonyitds: A lemma szerint feltehetd, hogy A = E. Az is feltehetd, hogy
0 € C. (Ha nem {igy lenne, vonjuk ki a C' halmazbdl egy elemét, ezdltal a
tétel feltétele és konklizidja sem véltozik.)

El6szor vizsgaljuk azt a specidlis esetet, mikor P = R kip. Az édltalanos
vegyes Krein-tétel szerint

R*N1iC° #0 = R+ C zért, (R*NC°)* = R+ C>,

felhaszndlva, hogy R*™* = R, és C°° = C. Mivel R* kup, a feltételben a
ri C° halmaz lecserélhet6 a ricone C° halmazra (v6. 4.18), ami 6.21 a) miatt
éppen a ribar C halmaz. Tovabbd 6.14, 6.21 és 4.11 miatt

(R* N C°)* = (R + C)°* = (bar (R + C))* = rec (R + C);

és hasonloképpen R + C°* = R + recC. Latjuk, hogy éppen a tételbeli
allitashoz jutottunk a P = R specidlis esetben.
Altaldban az
A= E, C = C, P:=recP

valasztassal alkalmazzuk a tétel az elObb elintézett specidlis esetét. A
feltételek nyilvanvaléan ekvivalensek, hiszen

ATbar P = barrec P = (rec P)* = bar P

(v6. 4.13). Tehat a feltételek fenndllasa esetén (rec P) + C, és igy a beldle
egy politép hozzdaddsaval nyert P 4+ C halmaz is zart (ldsd még Motzkin
tételét, és a 4.12 elétti megjegyzést vagy 3.35-t). A recesszids kiiprol szolo
egyenlOség hasonléképpen addodik 4.12 segitségével. O

6.25. Kovetkezmény: Legyen A € R™*", C1 CR"™, Cy C R™ nemiires,
zart, konvexr halmazok. Tegyiik fel, hogy

(ATribar Cy) Nri (bar C1) # 0.

Ekkor az A=Y (Cs) + Oy halmaz zdrt, és az A~ (rec Cy) + rec Cy kip a re-
cesszios kupja.

Bizonyitds: 6.23 szerint feltehet6, hogy A = E. Alkalmazzuk 6.24-et
A:=(E,E), C:=C xCy, P:={0}

véalasztassal. A feltételek és a konklizidk is ekvivalensek (v6. Abrams tétele;
a recesszids egyenléségek egymas A-, illetve A~ !-szeresei). O
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6.26. Tétel: Legyen A € R™*" Cy C R", Cy C R™ nemiires, zart,
konvexr halmazok, K; :=recC; (i =1,2). Ekkor

a) (ATribar Cy) Nri(bar Cy) # 0 = b) A7H(Cy) + Cy zdrt

i i
) AN —Ky)NK; CA N Ky)N—K; = d) ACy + Cy zdrt,

Rdaddsul b)=d) is teljesil, ha Co CIm A. (Vagy ha b)-t az aldbbi dllitdsra
cseréljuk:
b’) Ker (A, E) + Cy x Cy zdrt.)

Specidlisan (és ehhez az dllitdshoz kétféle iton is eljuthatunk):
a)=d) Ha létezik y € ribar Cy gy, hogy ATy € ribar Cy, akkor ACy + Cs
zdrt.

Bizonyitds: a)=-b) 6.25 szerint. a)<=-c) a tébbkipos Stiemke-tételbdl
kovetkezik (ldsd még 4.11). A b) és d) allitdsok kapcsolatardl szolé részal-
litds Abrams tételének kovetkezménye, végiil ¢)=d) a 4.25 Tételé. O

6.27. Tétel: Legyen A € R™*™ C CR™ nemiires, zdrt, konvex halmaz,
P CR™ poliéder. Ekkor

a) (ATbar P)Nri(barC) #0 = b) AY(P) +C zdrt
) 1

c) A~ (—rec P)NrecC C —recC =  d) AC + P zrt.

Rdaddsul b)=-d) is teljesil, ha P CIm A. (Vagy ha b)-t az aldbbi dllitdsra
cseréljuk:
b’) Ker (A, E) + C x P zirt.)

Specidlisan (és ehhez az dllitdshoz kétféle titon is eljuthatunk):
a)=d) Ha létezik y € bar P gy, hogy ATy € ribar C, akkor AC + P zdrt.

Bizonyitds: 6.26 bizonyitdsdhoz hasonldéan igazolhatd, csak most 6.24-et,
4.23-at és a vegyes Stiemke-tételt haszndlva. Az a)=-b’) részallitds bi-
zonyitasdhoz segitségképpen még megjegyezziik, hogy

Ker (A,E) 4+ C x P = (Ker (4, E) + {0} x P) + C x {0}.
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Adott, az R? tér valamely részhalmazén értelmezett, valds értékkészlet
f fiiggvény, S C f~}(R) halmaz esetén minimalizdlasi feladatnak ne-
vezzik azt a feladatot, mikor az S halmazban (a feladat megengedett
megoldasai kozott) keresiink egy olyan Z vektort (a feladat optimaélis
megoldasit), ahol az f fiiggvény (a feladat célfiiggvénye) a lehetd leg-
kisebb, vagyis inf{f(z) : x € S} értéket (a feladat optimumértékét)
veszi fel, vagy ha ilyen Z vektor nem létezik, akkor olyan & (k = 1,2,...)
sorozatdt megengedett megolddsoknak (optimalizalé sorozat), hogy az
f(Zg) sorozat a feladat optimumértékéhez tart, ahogy k — oo. Ezt a
feladatot roviden igy jeloljik:

inf f(x), z € S.

Ha a megengedett megoldasok halmaza valamiféle, az x véltozéra tett F(x)
feltételekkel van leirva, akkor inf f(z), z € {x : F(x)} helyett réviden azt
irjuk, hogy

inf f(z), F(z)

Hasonléan definidlhaté a
sup f(x), z € S,

illetve
sup f(z), F(x)

maximalizalasi feladat.

A minimalizaldsi és maximalizdlasi feladatokat kozOsen programnak
nevezziik. Altaldban egy programot zardjelbe tett nyomtatott, nagy betiivel
jeloliink (példaul (P)), ekkor a program megengedett megolddsainak hal-
mazat a fenti betii vastagon szedett véltozatdval jeloljiik (példéaul P), op-
timalis megoldasainak halmazat pedig tgy, hogy a vastagon szedett betl
mellé alsé indexbe egy “o” betiit irunk (példaul P,). Az optimumérték
jele példdul a (P) program esetében vp, ahol a v betil az angol “value” sz
roviditése.

Azt mondjuk, hogy egy program megoldhatd, ha létezik megengedett
megoldésa. A megoldhaté programot korlatosnak nevezziik, ha optimum-
értéke véges, kiilonben pedig korlatlannak. Ha egy programnak létezik
optimalis megoldasa, akkor azt mondjuk, hogy a program optimumeértéke
felvétetik.
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Két minimalizalasi feladatot megegyezonek tekintiink, ha ugyanaz a
megengedett megolddsaik halmaza és a célfiiggvényiik megszoritdsa erre
a halmazra. Két minimalizaldsi feladatot ekvivalensnek neveziink, ha
optimumértékeik megegyeznek és egyszerre vétetnek fel, vagy egyszerre
nem vétetnek fel. Hasonléan maximalizalasi feladatra. Példaul két mini-
malizdlési feladat ((Py) és (Pa), fi, illetve fo célfiiggvényekkel) pontosan
akkor ekvivalens, ha léteznek

(p:P1—>P2éS¢:P2—>P1
leképezések (in. valtozétranszformdaciok) igy, hogy

f2(p(2)) < fi(z), és fi(¥(y)) < fa(y)

valahdnyszor « € Py, y € Pa.
Egy inf f(z), z € S minimalizalasi feladat —1-szerese a

—inf f(z), x € S:==sup—f(z), x € S

maximalizalasi feladat. Hasonléan definialhaté egy maximalizalasi feladat
—1-szerese az inf és a sup felcserélésével.
Az
inchx, Az >k, b,z >k, 0

alaki minimalizalési feladatot, ahol A € R™*™ métrix, b € R™, ¢ € R"
vektorok, és K1 C R™, Koy C R™ konvex kupok, kuplinearis mini-
malizalasi feladatnak nevezziik. Ekkor azt mondjuk, hogy az

(A, b, C, Kl, KQ, lIlf)

hatos a feladat egy leirdasa. Hasonléan definidlhaté a kuplinearis maxi-
malizalasi feladat és leirasai.
linearis programoknak nevezziik.

Egy kuplinedris program adott (A, b, ¢, K1, Ka,inf vagy sup) leirdsdhoz
tartozo szigorian megengedett megoldasai mindazon x € R" vektorok,
amelyekre

Az >, b, x >k, 0.

Az adott médon leirt kiplinedris programot szigorian megoldhaténak
nevezzik, ha létezik a leirdshoz tartozd szigorian megengedett megoldésa.
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Tekintsik példaul az
inchx, Az >k, b,z >k, 0

kiplinedris programot, melyre a rovidség kedvéért (P)-ként fogunk hi-
vatkozni, megengedett megoldasainak halmazat P-vel, (A, b, c, K7, Ko, inf)
leirasahoz tartozd szigorian megengedett megoldasainak halmazat Pg-sel,
optimalis megoldasainak halmazit Pe-val, optimumértékét pedig vp-vel
jeloljik.

Vegyiik észre, hogy ha K, Ky zart, konvex kipok (ezt a tovabbiakban
feltessziik, bar nem mindig lesz ra sziikség), akkor

P=K,NA'(b+K)
zéart, konvex halmaz, és
Ps=(1iKy) NA ' (b+1iKp) =1iP,

amennyiben (P) szigorian megoldhatdé.

Az altalanos kuplinedris Farkas-lemma az AKs; — Ky zartsiaga esetén
sziikséges és elégséges feltételét adja e program megoldhatésdganak. 6.26-
ot is felhaszndlva (bar altaldnossdgardl lemondunk) kimondhatd, hogy

6.28. Tétel: Tegyiik fel, hogy AKs — K1 zdrt. Ekkor az aldbbi dllitdsok
ekvivalensek:
a) (P) megoldhatd, vagyis létezik x € R™ wvektor gy, hogy Ax >k, b,
T 2K, 05
b) valahdnyszor egy y € R™ wvektor esetén ATy >k; 0, y <k: 0, akkor
by > 0 is egyben.

Specidlisan, ha létezik yo € R™ vektor, amelyre ATy, >k; 0, yo <ky 0,
akkor a) és b) ekvivalensek. (Az utobbi feltétel azt jelenti, hogy az origé az
ATK* + K3 konver kip relativ belsé pontja, igy ez a kip valdjdban altér.)O

Most megvizsgaljuk, hogy egy megoldhaté kuplinedris program pon-
tosan mikor korlétos.

6.29. Tétel: Tegyik fel, hogy (P) megoldhatd, tovdbbd teljesil, hogy
ATK} + K3 zdrt. Ekkor az aldbbi dllitdsok ekvivalensek:

a) (P) korldtos;

b) nem létezik = € R™ vektor, amelyre Az >y, 0,2 >f, 0,c¢' 2 < 0;

c) létezik y € R™ wvektor, amelyre ATy <k; ¢,y 2Kz 0.
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Specidlisan, ha létezik zo € R™ vektor, amelyre Azy >k, 0, 20 >k, 0,
akkor a), b) és c) ekvivalensek. (Az utcbbi feltétel azt jelenti, hogy 0 €
ri (AKy — K1), vagyis az AKs — K1 konvex kip valdjaban altér.)

Bizonyitds: Elészor megmutatjuk, hogy a)=b). Legyen zy a (P) prog-
ram megengedett megolddsa. Ha mégis létezne a b) allitdsban leirt tulaj-
donsagokkal rendelkezé z vektor, akkor g+ 2R+ C P lenne, és e félegyenes
mentén —oo-hez tartana a célfliggvény, ami ellentmond (P) korldtossdga-
nak.

Mésodszor beldtjuk, hogy c)=-a). Ha y a c) allitdsban leirt tulaj-
donsagokkal rendelkezé vektor, akkor tetszoleges x € P esetén

0 <yl (Az —b) + 2T (c— ATy) = Tz — by,

tehat a by érték a (P) program optimumértékének alsé korldtja.
Végiil a b) és c) allitdasok ekvivalencidja, és az allitds fennmaradé része
6.28 kovetkezménye. a

A tétel bizonyitdsdban burkoltan feltlint egy (a (P) leirdsatol fliggd)
ujabb kiplinedris program, amelynek optimumértéke alsé korlatja (P) op-
timumértékének, és amely bizonyos feltétellel megoldhatd, ha (P) megold-
haté és korlatos. Ez a

supb’y, ATy <z ¢,y > 0

kiplinedris program, melyet a (P) program dudljdnak neveziink. A (P)
programot ekkor a dudl programtol valé megkiilonboztetés céljabol primal
programnak nevezziik. Ha a primél program leirdsa (A, b, ¢, K7, Ko, inf),
akkor a dudl program leirasa lesz

(=AY, —c,b, K3, K7, sup).

A rovidség kedvéért a dudl kiplinedris programra (D)-ként fogunk hi-
vatkozni, megengedett megolddsainak halmazat D-vel, (fenti lefrdsahoz
tartozo) szigorian megengedett megolddsainak halmazdt Dg-sel, optimélis
megoldéasainak halmazat Dg-val, optimumértékét pedig vp-vel jeloljik.

Vegylik észre, hogy

—(D) = inf —b"y, —ATy >y —c,y >k; 0
dudlia

sup —CT-%', —Ax SKl —b,.%' ZKQ 0= _(P)
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(Itt kihasznéltuk, hogy K1, K» zért, konvex kupok, és hogy igy K{* =K,
K3* = Ks.) Ennek a fontos észrevételnek két kovetkezményét emlitjiik.
Egyrészt a (D) dudljanak tekinthet$ a (P) program, igy kuplinedris maxi-
malizalési feladat dudlisat is definidltuk, rdadasul gy, hogy barmely kuipli-
nedris program bidudlisa (dudlisdnak dudlisa) onmaga. (Egészen precizen a
leirdsok halmazan értelmezett dudlisképzésrol van sz6.) Mésrészt (D) meg-
oldhatodsaga, illetve megoldhatdsaga esetén korlatossdga is karakterizalhatd
bizonyos zartsagi feltételek mellett. Az errdl szolo tételek megfeleléik, 6.28
és 6.29 azonnali kovetkezményei.

6.30. Tétel: Tegyiik fel, hogy AT K + K} zdrt. Ekkor az aldbbi dllitdsok
ekvivalensek:
a) (D) megoldhatd, vagyis létezik y € R™ wvektor gy, hogy ATy <k; ¢
y 2k; 0;
b) valahdnyszor eqy © € R"™ wvektor esetén Ax >k, 0, © >k, 0, akkor
'z >0 is egyben.

Specidlisan, ha létezik xo € R™ vektor, amelyre Axg >k, 0, z9 >k, 0,
akkor a) és b) ekvivalensek. (Az utobbi feltétel azt jelenti, hogy az origd az
AKy — Ky konvez kip relativ belsé pontja, igy ez a kip valdjdban altér.) O

6.31. Tétel: Tegyiik fel, hogy (D) megoldhats, tovabbd teljesiil, hogy
AKy — Ky zart. Ekkor az alabbi dllitdsok ekvivalensek:

a) (D) korldtos;

b) nem létezik w € R™ vektor, amelyre ATw <k; O,w >k 0, bT'w > 0;

c) létezik x € R"™ vektor, amelyre Ax >k, b,z >k, 0.

Specidlisan, ha létezik wy € R™ vektor, amelyre ATwy <Kz 0, wo>k:0,
akkor a), b) és c) ekvivalensek. (Az utobbi feltétel azt jelenti, hogy az origé
az ATK$ + K3 konvex kip relativ belsejében van, igy ez a kip valdjdban
altér.) O

Ezzel a primél és dudl program kozotti kapcsolatokrol szdlo elsé tétele-
ket 1ényegében mar be is lattuk.

6.32. Tétel: (gyenge dualitasi tétel) A (P) program optimumértéke leg-
alabb akkora, mint a (D) program optimumértéke.

Bizonyitds: Ez persze igy van, ha (P) vagy (D) nem megoldhaté (ekkor
ugyanis definicié szerint vp = oo, illetve vp = —oo). Kiilonben (mint
azt 6.29 bizonyitasakor lattuk) tetszéleges = € P, y € D esetén ¢’z >
bTy. Ebbél az észrevételbdl az allitds megoldhaté programok esetében is
kovetkezik. a
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6.29 és 6.31 kovetkezményeként adddik az alabbi

6.33. Tétel:

a) Tegyiik fel, hogy AT Ki + K3 zdrt. Ha (P) megoldhaté és korldtos, akkor
(D) megoldhato.

b) Tegyiik fel, hogy AKy — K1 zdrt. Ha (D) megoldhaté és korldtos, akkor
(P) megoldhato.

c) Tegyiik fel, hogy létezik zy € R™ vektor amelyre Azy >k, 0, zo0 >k, 0.
Ha (P) megoldhaté és korldtos, akkor (D) megoldhatd, és (P) szigorian
megoldhato.

d) Tegyiik fel, hogy létezik wg € R™ vektor amelyre AT wq <z 0, wo >k 0.
Ha (D) megoldhatd és korldtos, akkor (P) megoldhaté, és (D) szigorian
megoldhato.

Bizonyitds: Példaul c)-hez elég annyit észrevenni, hogy ha x € P, akkor
T+ 29 € Pg, mivel K + ri K = ri K tetszoleges K konvex kip esetén. O

6.34. Tétel: (erds dualitési tétel)

a) Tegyiik fel, hogy az
A K,

konvex kip zdrt. (E feltétel teljesil példdul, ha Ky és Ko is poliéder kip.)
Ha (P) vagy (D) megoldhatd, akkor vp = vp, és (P) optimumértéke felvé-

tetik, ha véges.
AT (K

b) Tegyiik fel, hogy az

konvex kip zdrt. (E feltétel teljesil példdul, ha Ky és Ko is poliéder kip.)
Ha (P) wvagy (D) megoldhaté, akkor vp = vp, és (D) optimumértéke
felvétetik, ha véges.

¢) Ha (D) szigorian megoldhatd, akkor vp = vp. Ha (D) még korldtos is,
akkor Py # ().

d) Ha (P) szigorian megoldhatd, akkor vp = vp. Ha (P) még korldtos is,
akkor Dg # (.
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Bizonyitds: a) 3.33 azonnali kévetkezménye. Ha vp > wvp lenne, akkor
egy vp > 0 > vp szamot valasztva 3.33 b) teljesiilne, igy a zdrtsagi és
megoldhatésagi feltétel miatt létezne x € P gy, hogy ¢’ < § < vp, ami
lehetetlen. Ezért vp = vp. Ha ez a kozos érték véges, akkor jeldlje §, ismét
teljesiil 3.33 b), gy 3.33 a) szerint P, # (.

b) a) kovetkezménye, hiszen a dudl program (—1-szeresének) duélja a
primél program (—1-szerese).

c) 6.26 szerint az a) pont zartsagi feltétele teljesiil, ha

T
—( AT ) ri(Ky x Ry)* NriK5 # 0,

—c
vagyis létezik y vektor és p szam ugy, hogy
—ATy +ep>p; 0,y >k 0, > 0.

Legyen y € Dg, p:= 1, ekkor y, 4 megfelel.
c) Carver tétele segitségével is igazolhaté (v6. 6.2 mésodik bizonyitasa-
val). Nyilvan nem létezik y € Dg, amelyre b’y > vp, vagyis a

—AT —c
o7 YT\ gy ) TEIRe 0,y >k; 0

rendszer nem megoldhaté. Carver tétele szerint 1étezik x vektor és A\ szam,
amelyre

—Az 4+ b\ >k, 0, 2 <k, 0, A <0, —cz4+vpA <0,

de nem mindegyik egyenl6tlenségjel fordithaté meg. Nem lehet A = 0,
kiilonben Carver tétele szerint ellentmondésba keverednénk azzal, hogy (D)
szigoriian megoldhaté. Ezért A < 0, de akkor #/\ € P, és ¢! (z/)\) < vp,
vagyis /A € Py.

d) c¢) kovetkezménye, ugyanis a dudl program (—1-szeresének) dudlja a
primél program (—1-szerese). O

Vegyiik észre, hogy az er6s dualitdsi tétel mar inhomogén tétel, bi-
zonyitdsdhoz az elétte hasznalt homogén segédtételek (a Stiemke-tétel és a
Farkas-lemma) inhomogén véltozatait (a Carver-tételt és a Farkas-tételt)
hasznaltuk.

A gyenge és er0s dualitasi tételek egyszerii kovetkezménye az alabbi
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6.35. Tétel: (kiegészitd eltérések tétele) Tegyiik fel, hogy az erds dualitdsi

tétel a) vagy b) részének zdrtsdgi feltétele teljesil (ez igy van, ha (P) vagy

(D) szigorian megoldhatd). Ekkor tetszéleges © € P,y € D megengedett

megoldasok esetén az aldbbi dllitisok ekvivalensek:

a) x € Po,y € Dy;

b) cTox =bTy;

c) 2l (c— ATy) = 0=y (Az —b). O
A kovetkezd tétel szintén a (P) program szigori megoldhatésdgat karak-

terizalé Carver-tétel segitségével igazolhaté.

6.36. Tétel: Tegyiik fel, hogy D # ), és legyen
D, = {yED:bTyza} (v eR).

(P) pontosan akkor szigorian megoldhatd, ha tetszdleges o € R esetén
rec D, = line D, vagyis a D, halmazok egyeneseiket leszamitva korldtosak.

Bizonyitds: Konnyen belédthatd, hogy egy nemiires D, halmaz recesszids
kipja
recD, = {y by >0,-Aly e K3,y € Kf},

linealitas tere pedig
lineD, = {y by =0,—ATy eline K3,y € 1iner} )

Carver tétele szerint (P) pontosan akkor szigorian megoldhaté, ha D,, re-
cesszids kupja a Dy, linealitas terének része (és akkor egyenldség is fennall),
ami éppen a kivant allitas. g

6.37. Kovetkezmény: Pontosan akkor teljesiil, hogy D # () # Pg, ha
D, # (), és rec Do = line D,,.

Bizonyitds: 6.34 és 6.36 kovetkezménye. a

Természetesen 6.36 és 6.37 megfelelé valtoztatasokkal fenndll akkor is,
ha (P) és (D) szerepét felcseréljiik.

6.37-bol adddik, hogy ha az egyik program megengedett megoldasainak
halmaza nemiires, korlatos, akkor a masik program szigorian megoldhato.
Viszont kevés primal-dudl programpar van, amely emiatt szigortian megold-
hato:
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6.38. Allitds: Ha P, D nemares, korldtos halmazok, akkor K1, Ko altér.

Bizonyitas: A feltétel szerint P nemiires, kompakt, konvex halmaz, igy
recesszios kupja csak a 0 vektorbdl &ll, vagyis

Az € K1,z € Ky esetén z = 0.
Carver tétele szerint ekkor létezik wqy vektor ugy, hogy
—ATwy e ri K3, wo € ri K.
Mivel a D konvex halmaz kompaktsaga miatt
recD = {w eKi:—ATwe K;} = {0},

azért wg csak a 0 vektor lehet, de akkor 0 € ri K3,0 € ri K{ miatt K7, K3,
és igy K1, Ky is altér. a

7. Extremalis és exponalt részhalmazok

Koénnyen belathaté, hogy linearis fiiggvényt optimalizalni egy halmaz és
annak konvex burka felett ekvivalens programokat jelent. Ha tehdt C C R?
konvex halmaz, és C' = conv S valamely S C R¢ halmaz esetén, akkor
az infc’'z, x € C és infcl'z, x € S minimalizaldsi feladatok ekvivalensek
(c € RY), akércsak a megfeleld maximalizalasi feladatok. Ezért keressiik
egy konvex halmaz lehetdleg minél szlikebb konvex generdlé részhalmazat
(vagyis egy olyan halmazt, amelynek konvex burka az eredeti konvex hal-
maz), amelyen esetleg konnyebb optimalizalni. fgy jutunk az extremalis
pont fogalmahoz.

Adott C C R? konvex halmaz esetén az x € C pont a C konvex halmaz
extremalis pontja, ha nincs benne C-beli, nem elfajulé szakasz belsejében,
vagyis

r1,22 € C, A, A2 >0, A1+ Ao =1, 2 = A\iz1 + Aoxg esetén 1 = 29 = .

(Vagy még mésképpen C \ {z} konvex halmaz.) A C konvex halmaz ext-
remalis pontjainak halmazat ext C-vel jeloljiik.
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A pontok elemszama szerinti indukcidval kénnyen beldthatd, hogy ha az
x pont a C' konvex halmaz extremalis pontja, akkor a definidlé tulajdonsag
ketto helyett akarhdny pontot véve is fennall. Ebbol mar kovetkezik, hogy
ha az S halmaz a C konvex halmaz konvex generalé részhalmaza, akkor
ext C' C S. Minkowski tétele szerint kompakt, konvex C' halmaz esetén az
extremadlis pontok halmaza elég is a C' halmaz konvex generdlasdhoz, tehat
ekkor ext C' a C halmaz legszlikebb konvex generald részhalmaza.

Ha a C zart, konvex halmaz tartalmaz egyenest (vagyis linealitds tere
nemtrividlis), akkor a C' halmaznak nem létezhet extremdlis pontja. A
megfelel§ konvex generalasi tételhez az extremalis pontokndl altaldnosabb
fogalomra van sziikség, ez az extremalis részhalmaz fogalma.

Adott C' C RY konvex halmaz esetén ennek egy F C C konvex rész-
halmaza a C halmaz extremadlis részhalmaza (vagy roviden lapja), ha
minden belsejével belemetsz6 C-beli szakaszt tartalmaz, vagyis

1,29 € C, A, 0 >0, A+ Ao =1, A1 + Aoxo € F esetén 1,9 € F.

(Vagy még méasképpen F, C'\ F konvex halmazok.) Az extremdlis pontok
éppen az egyelemii extremalis részhalmazok elemei. Annak jelolésére, hogy
az I halmaz a C konvex halmaz extremadlis részhalmaza, az F' < C jelolést
alkalmazzuk. A C konvex halmaz extremadlis részhalmazainak halmazat
jelolje F(C). Nyilvéan 0,C € F(C), az e két laptdl kiilonbozé lapokat a C
konvex halmaz valédi lapjainak nevezziik.

A Minkowski-tételnek megfelelé konvex generalasi tétel Klee elsé tétele.

Ha most konvex generdlé részhalmaz helyett lezart konvex generdld
részhalmazokat tekintiink, akkor az expondlt pontok fogalméhoz jutunk.

Adott C C R konvex halmaz esetén az € C pont a C halmaz ex-
ponalt pontja, ha a C halmazbdl annak egy tamaszhipersikja metszi ki,
vagyis 1étezik a € R? vektor és € R szam 1gy, hogy

az =B < a”(C\ {x}).

A C konvex halmaz expondlt pontjainak halmazat exp C-vel jeloljiik.

Straszewicz els6 tétele szerint minden kompakt, konvex halmaz az ex-
ponalt pontjainak lezart konvex burka. Kénnyen beldthaté, hogy tetszole-
ges C konvex halmaz esetén exp C' C ext C' (s6t Straszewicz masodik tétele
szerint exp C' az ext C' halmaz siirii része), igy egyenest tartalmazé, zart,
konvex halmaz esetén az extremdlis pontok halmazaval egyiitt az exponalt
pontok halmaza is tires. A megfeleld lezart konvex generdlési tételhez itt is
egy altalanosabb fogalomra van szilikség.
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Adott C' C R? konvex halmaz esetén ennek egy F C C' konvex részhal-
maza a C halmaz expondlt részhalmaza (vagy roviden expondlt lapja),
ha a C halmazbdl annak egy tdmaszhipersikja metszi ki, vagyis létezik
a € R? vektor és 3 € R szam 1igy, hogy

aTCZﬂ,ésF:{xEC:aTx:ﬂ}.

Ekkor azt mondjuk, hogy az a vektor expondlja az F' részhalmazt. Annak
jelolésére, hogy az F halmaz a C konvex halmaz exponélt részhalmaza, az
F <€ C jelolést alkalmazzuk. A C konvex halmaz expondlt részhalmazainak
halmazét jelolje EF(C). Nyilvén tetszileges C' konvex halmaz esetén

EF(C) C F(O),
de lehet szigori a tartalmazas, mint azt a
C::{x€R2:x1§0,x220}u{x€7€2:x1ZO,@Z&U%}

halmaz mutatja.

Az els6 Straszewicz-tételnek megfelel6 lezart konvex generdlasi tétel
Klee méasodik tétele.

A fejezetben el6szor, példék elemzése utan, a Minkowski—Klee-tétel és a
Straszewicz—Klee-tétel segitségével beldtjuk, hogy a poliéderek éppen azok
a zart, konvex halmazok, amelyeknek véges sok exponalt részhalmaza van.

El6szor harom tételt bizonyitunk, rendre konvex kiipok, konvex halma-
zok, illetve poliéderek extremélis és expondlt részhalmazairdl.

7.1. Tétel: Legyen K C RY konvex kip. Ekkor

a) a K konvex kip nemiires lapjai is konvex kipok.

b) Egy F C K konvex kip pontosan akkor lesz a K konvex kip lapja, ha
az F-beli elemek dltal majordlt K-beli elemek is F-beliek, vagyis x € F,
0<gy<kgaxesetényc F.

c) A K konvex kip legsziikebb nemiires, extremdlis részhalmaza K N —K.

d) A K konvex kip legszikebb nemiires, expondlt részhalmaza K N —cl K.

e) Ha a K konvexr kip nem tartalmaz egyenest, akkor az origd expondlt
pontja. Megforditva is, ha a K kiup még zdrt is.

Bizonyitds: a) Legyen F' a K kup lapja. Tetsz6leges = € F' esetén

1
2

1
r=50+5- (@) €F
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Itt 0 € K, 2z € K, igy F<K miatt 0,2z € F. Ez az F halmaz konvexitdsa
miatt elég ahhoz, hogy F' kup legyen.
b) Elészor is legyen FF< K. Hax € F, 0 <k y <k z, akkor a) miatt

1 1 1
F=.p—=. Z i r—).
92 T 5 y+2 (x —y)

Mivel y,z — y € K, azért ebbol F extremalitdsa miatt y € F' kovetkezik.

Megforditva tegyiik fel, hogy az F° C K konvex kip rendelkezik az
allitasban leirt tulajdonsaggal. Megmutatjuk, hogy ekkor F' < K. Legyen
x1, w9 € K, és tegyiik fel, hogy valamely 0 < ¢ < 1 esetén ex; + (1 — €)xo
F-ben van. Ekkor F' kupsaga miatt

1—¢
T:=x1+—— 29 € F.
€

Mivel z1,29 € K, igy 0 <g z1 <pi x, amibdl a feltétel szerint z; € F
kovetkezik. Hasonléan xo € F. FEzzel belattuk, hogy F valéban a K
konvex kup lapja.

c¢) El6szor is belatjuk, hogy K N—K < K. Legyen x1,z9 € K, és tegylik
fel, hogy valamely 0 < & < 1 esetén az x := ex1 + (1 —¢)zg pont a KN —K
altér eleme. Ekkor —x € K, tovabbé (1 — e)zg € K, igy Osszegiik, —ex; is
K-beli. De akkor z1 € —K, és hasonldéan xo € —K is teljestl.

Azt kell még beldtnunk, hogy ha F' a K konvex kip nemdiires lapja,
akkor KN —K C F. Legyen x € K N —K. Ekkor z,—x € K, tovibba
ezen elemek 4atlaga, 0 € F'. Mivel F' < K, azért ebbdl x, —x € F kovetkezik.
Ezzel belattuk, hogy KN —K C F.

d) Elészor is belatjuk, hogy K N —cl K <¢ K. Legyen a € ri K*, ekkor,
mint azt a Carver-tétel bizonyitasakor lattuk,

{xEClK:aT:ch}g{xE—ClK:aT:cz()}.

Ebbdl pedig mar konnyen kovetkezik, hogy a expondlja a K N —cl K rész-
halmazt, vagyis

aTKZO,ésKﬂ—clK:{xeK:aTx:O}.

Azt kell még megmutatnunk, hogy ha F' a K konvex kip nemiires,
exponalt lapja, akkor K N —cl K C F'. Tegyiik fel, hogy az F lapot az a
vektor exponalja, vagyis

aEK*,ésF:{:cEK:aT:c:O}.
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Azt kell belatnunk, hogy o € K N —cl K esetén a’xzy = 0. Mivel zg € K,
azért a’zg > 0. Mdsrészt —xq eléall, mint valamely z, (k = 1,2,...) K-beli
pontsorozat limesze, ebbdl pedig
aT(—xo) = lim a2 >0,
k—o0
vagyis a’ zg < 0 is adddik.

e) Azt kell megmutatnunk, hogy ha K nem tartalmaz egyenest, akkor
KN —clK = {0} (v6. d)). Tegyiik fel indirekt, hogy a K N —cl K halmaz-
nak volna nemnulla eleme. Ekkor persze lenne nemnulla elem a bévebb
linecl K = (cl K) N —(cl K) halmazban is. Mivel reccl K = recri K, azért
oda jutnénk, hogy ri K, és igy K is tartalmazna egyenest, ellentmondasban
a feltétellel.

Ha K zart, és az origd expondlt pontja, akkor vildgos, hogy nem mehet
at K-beli egyenes az origdn, igy K zartsdga miatt K egyetlen méas pontjan
sem. O

7.2. Tétel: Legyenek C,C' C R¢ konvex halmazok, C' C C. Ekkor

a) FaC, F C C' esetén F<C' (és ez az dllitds fenndll < helyett <®-vel is);
b) FaC' és C'<aC esetén F<C (ez az dllitds nem marad igaz, ha benne a
q jelet <¢-re cseréljik);

¢) FaC, (riC")NF # () esetén C' C F, specidlisan F # C esetén F C rbC
(és akkor dim F' < dim C);

d) F<aC esetén F =Cnaff F;

e) FaC esetén F=CNclF;

f) ha C zart is, akkor lapjai zdrtak, F < C esetén rec F' <recC, tovdibbd
line F' = line C;

g) x € C, dim(cone (C' — x))* = d esetén = € expC.

Bizonyitds: Az a) és b) éllitdasok nyilvanvaléak a definiciékbdl.

¢) Legyen zg € (riC’)N F. Ekkor minden x € C’ pont tilhuzhat6 az g
ponton a C’ halmazban, vagyis létezik y € C’ pont tigy, hogy g az = és y
kozti szakasz belsejének az eleme. Mivel F' < C, azért ebbdl x € F' adddik.

Ha most F # C, akkor F NriC = () (kiilonben C' C F lenne a mar
igazoltak szerint), igy F' C rbC. Nem lehet dim F' = dim C, abbdl ugyanis
aff ' = aff C, ésigy F' C C miatt ri F' C ri C kiévetkezne, holott F' diszjunkt
a C relativ belsejétol.

d) és e) koziil példdul d)-t latjuk be, e) hasonléan igazolhatd. Mivel

FCCnaff FCaff F,
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azért aff F' = aff (C' Naff F), amibél ri F C ri (C Naff F) adédik. A C' :=
C N aff F vélasztédssal alkalmazzuk c)-t.

f) d)-bél és e)-bél is kovetkezik, hogy zart, konvex halmaz lapjai is
zartak. Az allitas hatralévé részébol lassuk be példdul azt, hogy ha F < C
nemiires, akkor rec F'<rec C'.

Legyen z1, 20 € recC, z € rec F, és tegyiik fel, hogy valamely 0 < e < 1
esetén €z; + (1 — €)zo = z. Ekkor tetszbleges x € F', A > 0 esetén

T4+ Az, x+ A0 €C,x+ Az € F,
elz+ A1)+ (1 —¢e)(z+ Az2) =2+ Az,

amibol F' extremalitdsa miatt x + Az1, ¢ + A2g € F, és igy 21,29 € rec I
kovetkezik. Itt C zartsaga ahhoz kellett, hogy rec F' C rec C' legyen.

g) Legyen K := cone (C' — x). A feltétel szerint K* — K* = R?, vagyis
adjungalt kipokat véve (cl K)N—(cl K) = {0}. Ez azt jelenti, hogy line cl K
a trividlis kap, vagyis cl K nem tartalmaz egyenest. De akkor K sem tar-
talmazhat egyenest, és 7.1 e) szerint 0 € exp K. Ekkor 0 € exp (C — z),
vagyis « € exp C' is teljestl. a

7.3. Tétel: Legyen P C RY poliéder, tovibbd F a P poliéder nemiires
lapja. Legyen A € R™*4 b € R™, amelyre P = {x € R : Az > b}, és
jelolje I az A mdtrix azon i sorindexeinek halmazdt, amelyekre ;ax = b;
(x € F). Jelolje A7 az A mdtriz I-beli indexti soraibdl dll részmdtrizdt,
A7 pedig azt a mdtrizot, amelyet igy kapunk az A mdtrizbdl, hogy elhagyjuk
annak I-beli indext sorait. Definidljuk hasonlé mdédon a by, by vektorokat.
Ekkor

a) aff F = {z € RY: A7z = b3},

b) F={zxeR: Azz = by, A7z > b7};

¢)riF ={x e R: Azz = by, Az > b7 };

d) F a P poliéder expondlt lapja.

Bizonyitds: Eloszor is vegylik észre, hogy létezik x¢g € F pont ugy, hogy
ATxg = by, Azzg > by legyen. Ha ugyanis i ¢ I, akkor létezik x; € F
pont, amelyre az i-edik egyenl6tlenség szigortian teljesiil, és akkor ezeknek
az x; pontoknak az atlaga megfelel6 zy pont.

a) Jelolje S az allitdsban az egyenldség jobb oldaldn szereplé halmazt.
Ekkor egyrészt S affin halmaz, és tartalmazza az F' halmazt. Ebbdl latszik
az aff ¥ C S tartalmazds. Masrészt ha xg a bizonyitas elején leirt tu-
lajdonsagu pont, akkor tetszbleges S-beli pont behtzhaté az zy mellé a P
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halmazba, és tulhuzhaté az g ponton a P halmazban. Az igy kapott két P-
beli pont 4ltal meghatarozott szakasz a belsejében tartalmazza az F-beli xg
pontot, tehat végpontjai is F-beliek, igy a végpontok altal meghatarozott
egyenes minden pontja aff F-beli. Ez mutatja az S C aff F' tartalmazast is.

b) az a) allitds kovetkezménye, mivel F' = P Naff F' 7.2 d) szerint.

c) Az F lap b) szerint el6all, mint aff ' és az {z : jax > b;} (i & I) zart
félterek metszete. E halmazok relativ belsejei Osszemetszenek (zo mutatja),
igy F relativ belseje a relativ belsék metszete.

d) Legyen a’ az A7 métrix sorainak sszege, 3 pedig a b vektor ele-
meinek Osszege. Konnyen beldthatd, hogy ekkor {x : alz = B} a P poliéder
tamaszhipersikja, amely P-bdl éppen az F' lapot metszi ki. O

Maris latszik, hogy poliéderek esetén az extremalis részhalmazok éppen
az expondlt részhalmazok. Tovabba minden nemiires extremalis részhalmaz
eléall gy, hogy a poliédert leiré egyenlétlenség-rendszer néhany egyen-
16tlenségét egyenloségnek kotjiik meg, specidlisan egy poliéder zart, kon-
vex halmaz, amelynek véges sok extremdlis (azaz expondlt) részhalmaza
van. E tétel megforditdsanak igazolasa a koévetkezd célunk, ehhez az ext-
remélis/expondlt részhalmazok konvex/lezart konvex generald tulajdonsa-
gait vizsgéljuk.

7.4. Tétel: (Minkowski) Minden kompakt, konvex halmaz az extremdlis
pontjainak konvex burka.

Bizonyitds: Legyen C C R kompakt, konvex halmaz, tovabba C' :=
conv ext C. Nyilvanvald, hogy C' C C. A forditott irdnyd tartalmazdst
dim C' szerinti teljes indukciéval bizonyitjuk. Ha dim C' < 1, akkor C' zart
intervallum, amelynek extremalis pontjai a végpontjai, igy ekkor C' = C’.
Az altalanos esetre ratérve legyen x € C, 0 # z € par C tetszOleges.
A C halmaz korldtossdga miatt létezik A > 0 gy, hogy =1 ==z + Az a C
halmaz relativ hatarpontja. Legyen H a C halmaz z; pontbeli, a C' halmazt
nem tartalmazé tamaszhipersikja, ekkor F' := HNC expondlt részhalmaza,
igy lapja is C-nek. Mivel C' € H, azért F # C, tehat F kompakt, konvex
halmaz, amelynek dimenzidja kisebb, mint a C halmazé. Az indukci6feltétel
miatt F' = convext F'. Masfel6l 7.3 szerint ext ' C ext C. Mindebbdl z; €
C’" adédik (a C halmaz zértsidga miatt z1 € F'). A fenti gondolatmenetet z
helyett —z-re ismételve jutunk egy xo := x — pz € rb C' ponthoz, amelyre
szintén teljesiil, hogy xo € C', {gy = € [x1, 2] is C’-beli. 0
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Minkowski kompakt, konvex halmazokra vonatkozd tételének egyszeri
kovetkezménye Minkowski poliéder kiupokra vonatkozé tétele. Ha ugyanis
az R C RY poliéder kipot elmetssziik példaul a

{xeRd:—lgxigl(izl,...,d)}

kockapoliéderrel, akkor az igy kapott poliéder extremalis pontjai konvex
burka, és konnyen lathatd, hogy ezen extremaélis pontok konvex kip burka
viszont az R kup.

Vegylik még észre, hogy 7.4 bizonyitdsaban kevéssé hasznaltuk ki a C
halmaz korlatossdgat. Olyan z = z(z) irdnyra volt sziikségiink, hogy z-b6l
z és —z irdnyba indulva is kijuthassunk a C relativ hataraig. Nevezziik a C
zért, konvex halmazt primitivnek, ha ilyen irdny nincs valamely = € (ri)C
pont esetén. Ekkor a fenti bizonyitds megismétlésével az aldbbi tételhez
jutunk: Minden C zart, konvex halmaz eléall primitiv lapjainak konvex
burkaként. Egy affin halmaz, vagy annak a fele (tehdt az affin halmaz
elmetszve egy 6t nem tartalmazé zart féltérrel) nyilvan primitiv. Megmu-
tatjuk, hogy éppen ezek a halmazok primitivek.

Az S halmaz az L altér fele, ha L és egy L-et nem tartalmazé homogén
zért féltér metszeteként all el, vagyis S = {x € L : a’z > 0} alaki, ahol
0#a€l.

Az S halmaz az M affin halmaz fele, ha M és egy M-et nem tartal-
maz6 zért féltér metszeteként all els, vagyis S = {x € M : o’z > 3} alakd,
ahol 0 #a € par M, B € R.

7.5. Lemma: Legyen C C RY nemiires, zdrt, konvex halmaz. Ekkor az
alabbi dallitasok ekvivalensek:

a) par C =recC U —recC (vagyis C primitiv);

b) recC a par C altér, vagy annak a fele;

c) C az aff C affin halmaz, vagy annak a fele;

d) az b C halmaz konve;

e) C D convrbC.

Bizonyitds: Elészor azt latjuk be, hogy a)=b). Tegyiik fel, hogy a recC
kip nem az egész L := par C altér, legyen xy € L\ recC. Mivel rec C' zért,
konvex kup, azért az els6 Hahn—Banach-tétel szerint létezik a € L vektor

gy, hogy
alzg <0< alrecC.
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Tehat a HY := {x : a’z > 0} zart féltér tartalmazza a recC kipot.
Megmutatjuk, hogy recC = Ht N L. Teljesiil, hogy

zeL,a’z >0 esetén z € recC,

kiilonben sem z, sem —z nem lenne rec C-ben, ellentétben a feltétellel.
Tehat LNint HT C rec C, amibél a rec C kip zartsdga miatt LNHT C rec C
kovetkezik. A maésik irdnyu tartalmazés nyilvanvald.

Mésodszor azt igazoljuk, hogy b)=-c). Legyen xg € C, ekkor aff C =
xo + par C, igy ha rec C' = par C, akkor

af C =29 +recC CC Caff C

miatt C' = aff C' affin halmaz. Tegyiik fel most, hogy recC = {z € parC :
a’z > 0} valamely 0 # a € par C esetén. Mivel ekkor —a ¢ rec C, azért
tetszoleges C-beli pontbdl —a irdnyba kiindulva talalunk utolsé C-beli pon-
tot, legyen egy ilyen xy. Konnyen belathatd, hogy

C:{xeaffC:aT:czaT:co}

az aff C' fele.

A tétel ¢)=-d), d)=e) része nyilvanvald.

Végiil bebizonyitjuk, hogy e)=-a). Legyen zy € C' \ convrbC. Ekkor
barmely z € par C esetén z vagy —z rec C-beli, kiilonben zg-bdl elindulva
mindkét irdnyban kiérnénk a C' relativ hataraig, és ekkor xg eléallna rb C-
beli pontok konvex kombindcidjaként, ellentétben a feltétellel. O

A fentiek azonnali kovetkezménye az aldbbi

7.6. Tétel: (els6 Klee-tétel) Minden zdrt, konvex halmaz elédall azon ext-
remalis részhalmazai inidjdnak konvex burkaként, amelyek affin halmazok,
vagy affin halmazok felei. a

Specialis esetként addédik Minkowski tétele, vagy hogy egyenesmentes
zart, konvex halmaz el6all extremalis pontjainak és extremalis sugarainak
konvex kombinacidjaként. (Extremdlis sugdr alatt az {z + Az : A >0}
alakl extremalis részhalmazokat értjiik, tinidjukat jeldlje rext C. Egy ext-
remélis sugar végpontja természetesen extremalis pont.)

Nyilvan ha C' C R? zért, konvex halmaz, akkor

C =lineC + C N (line C)*,
specialisan
rec C' = line C' + (rec C) N (line C)* = line C 4 rec C’,

ahol C' := C' N (lineC)* a C egyenesmentes része.
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Mivel az elsé Klee-tétel szerint
C'" = conv (ext C' Urext C") C conv (ext C") +rec C' C ),
azért a
C = line C + conv (ext C") + rec C" = conv (ext C") + rec C

felbontés is latszik.

Ha P C R? poliéder, akkor eléall P = @Q + R alakban, ahol @Q politép,
R poliéder kup, sziikségképpen a P recessziés kupja. Most azt is latjuk,
hogy @ := conv (ext P’) megfelel, ahol a P’ := P N (line P)* poliéder a P
poliéder egyenesmentes része. S6t, ez a Q politép a legsziikebb a (line P)*-
beli politépok koziil, amelyre a P poliéder eléall, mint a politép és a rec P
kip Osszege:
7.7. Allitds: Ha Q C R politdp, R C R végesen generdlt kip, tovdbbd
L=RN—R az R kup linealitds tere, akkor

ext ((Q + R)NLY) Cext ((Q+ L)NLY).

Itt (Q+L)NL* a Q politdp vetiilete az L' altérre, tehdt politdp. Specidlisan
Minkowski tétele szerint extremdlis pontjainak konvexr burka, igy a fenti
tartalmazdsbol

convext (Q+R)NLY) C(Q+L)nLt
adédik. Ebb6l az is ldtszik, hogy ha P C R® poliéder, akkor
Qo := convext (P N (line P)*)

a legszikebb (line P)L-beli Q politdp, amelyre P = @Q + rec P.

Bizonyitds: Elészor L = {0} esetén bizonyitjuk az allitast. Azt kell belat-
nunk, hogy ext (Q + R) C ext @, ami Q C @ + R miatt azzal ekvivalens,
hogy ext (Q + R) C Q. Marpedig ha g+ r € ext (Q + R) (ahol ¢ € @Q és
r € R), akkor a ¢ +r = %q + %(q + 2r) egyenléségbél ¢ + r extremalitdsa
miatt ¢ +r = ¢, és igy r = 0 adddik.

Az altalanos eset erre vezethetd vissza, ugyanis

Q+R)NLt=(Q+L)NLY) +(RNLY).
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Most mar ratérhetiink a Minkowski—Klee-tételnek megfelel6 lezart kon-
vex generdlasi tételekre.

7.8. Tétel: (els6 Straszewicz-tétel) Minden kompakt, konvex halmaz az
expondlt pontjainak lezdrt konvexr burka.

Bizonyitds: Legyen C' C R® kompakt, konvex halmaz, C’ := clconvexp C.
Ekkor nyilvdn C” kompakt, konvex halmaz; nemiires, hiszen egy tetszéleges
rogzitett ponttdl legtavolibb C-beli pont eleme; tovabba C' C C. A for-
ditott tartalmazdshoz tegytik fel indirekt, hogy létezik xg € C' '\ C’ pont.
Az elsé Hahn—Banach-tétel szerint ekkor létezik H hipersik ugy, hogy az
altala meghatdrozott H zart féltér tartalmazza a C’ halmazt, de az xg
pontot nem. Felteheté, hogy H homogén hipersik, s6t az is, hogy az xg
pont vetiilete a H altérre éppen az origé. A (C’-t tartalmazé) C N H*
halmaz kompakt, ezért belefoglalhaté egy O(0, o) gémbbe. Ekkor az

S = (HNO(0,0)) +[0,—(o/l|xo||)z0]

henger tartalmazza a C' N H' halmazt, és igy C’-t is. Konnyen beldthato,
hogy elég nagy p > 0 szdm esetén

S C O(—pwo, (pr+ 1)[|zo]|)

Az utébbi gémb koézéppontjat jeldlje y, és legyen x1 az y ponttdl legtavo-
labbi C-beli pont. Ekkor egyrészt x; € exp C', masrészt

ly — x|l = [ly — zol| = (1 + 1)][o]

miatt 1 ¢ H', ami ellentmond annak, hogy a H* zart féltér a C' halmaz
minden expondlt pontjat tartalmazza. a

Straszewicz tételének még egy bizonyitasat adjuk, amely az el6z6 bi-
zonyitas dualisa.

Bizonyitds: A C halmaznak van expondlt pontja (a valamely ponttdl legté-
volabbi C-beli pont ilyen), feltehetd, hogy ez éppen az origd. A C' halmaz
kompaktsaga, illetve 0 € C' miatt 0 € int C°, és C°° = C. Jeldlje S a C°
halmaz hatéra sima pontjainak halmazdt, H pedig azt az egyértelmiien
meghatarozott, a C° halmazt tartalmazo zart félteret, amelynek hatara
tamaszhipersikja a C° halmaznak, és tartalmazza az s € S sima pontot.
Mivel 0 € int C°, azért létezik egyértelmiien ¢; € R? vektor gy, hogy

Hf ={c}° = {:c eRe: cj;rsc > —1} (s €9).
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5.14, 5.15 szerint C° = NyegH . Konnyen beldthatd, hogy minden ¢y pont
a C°° = C halmaz expondlt pontja lesz (az s vektor expondlja), igy

C = C°=(NsesH)" = (Nses({es}°))° = (Uses{es})™ =
= clconv ({0} U{cs:s€S}) CcleconvexpC = ',

ami a tétel nemtrivialis része. O

Minkowski tétele és az elsé Straszewicz-tétel segitségével kénnyen be-
lathato, hogy tetszlleges zart, konvex halmaz esetén a halmaz exponalt
pontjai a halmaz extremdlis pontjainak siirii részét alkotjdk (persze ez a
tétel semmitmondd, ha az alaphalmaz tartalmaz egyenest). El6bb az aldbbi
lemmaét igazoljuk.

7.9. Lemma: Legyenek Cy,Cy C R konvex halmazok, x € Cy N Cs.
Tegyiik fel, hogy valamely € > 0 esetén Cy N O(x,e) = Co N O(x, ). Ekkor
a) x € (ext C1) N (ext Cy), vagy = & (ext C1) U (ext Co);

b) z € (expCi) N (exp C2), vagy = & (expCy) U (exp C2).

Bizonyitds: a) Szimmetriaokok miatt elég azt igazolni, hogy ha x € ext C1,
akkor x € ext C5 is teljesiil. Legyen x € ext (', és tegyiik fel, hogy valamely
y1,y2 € Ca, 0 < XA < 1 esetén x = Ay; + (1 — A)yy teljesil. Huzzuk
be az yi1,y2 pontokat az x pont mellé az O(x,e) halmazba, az igy kapott
pontokat jelolje v}, v4. Ekkor z az v}, y5 pontok dltal meghatérozott szakasz
belsejében van, tovabbd vyi,v, € Cy N O(x,e) miatt yy,y5 € C1 N O(x,¢)
is teljesiil. Mivel x € ext Cy, azért ebbdl ¢} = yh =z, ésfgy y1 = y2 = @
adédik.

b) Itt is elég csak annyit igazolni, hogy ha = € exp C, akkor z € exp Cs.
Legyen a € R? olyan vektor, amelyre a” (Cy \ {z}) > aT2. Megmutatjuk,
hogy ekkor a’ (Cy\ {x}) > a”'z is teljesiil. Legyen y € Cy\ {x}. Hiizzuk be
az y pontot az x pont mellé az O(z,e) gémbbe, az igy kapott pontot jelolje
y'. Ekkor valamely A\ > 0 esetén y' = = + Ay — x), és most is konnyen
belathat6, hogy 3/ € C teljesiil. Ezért a’y' > a’x, amibél a’y > o’z is
kovetkezik. a

7.10. Tétel: (mésodik Straszewicz-tétel) Legyen C' C R? zdrt, konvex
halmaz. Ekkor ext C' C clexp C'.

Bizonyitds: Ha C még kompakt is, akkor az elsé Straszewicz-tétel szerint
C = clconvexp C, tovabba clexp C, és igy conv clexp C' is kompakt (v0.
3.22). Ezért ekkor

C =clconvexpC C convclexpC C C
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miatt clexp C' a C' konvex generdld részhalmaza, és igy tartalmazza az ext C
halmazt.

Altaldban legyen x € ext C, az x pontot kell elallitanunk exp C-beli
pontsorozat limeszeként. Legyen C’ := C' N clO(x, 1), ekkor C" kompakt,
konvex halmaz, tovdbba a lemma szerint (alkalmazzuk € = 1 valasztassal)
xz € ext C'. A tétel mér igazolt esete szerint z el6all, mint x = limy_ oo T,
ahol x € expC’ (k= 1,2,...). Elég nagy k indexek esetén a sorozat elemei
kevesebb, mint egységnyi tavolsdgra vannak az x ponttdl, és akkor a lemma
szerint exp C-beliek, mivel a C' és a C' halmazt elmetszve az xj, pont koriili
1 — ||z — x|| sugart nyilt gbmbbel, ugyanazt a halmazt kapjuk. O

A C C R? konvex halmaz exponélt sugarai az {z + Az : A > 0} alaki
expondlt részhalmazai, ahol z, z € R%. Az exponélt sugarak uiniéjat jeldlje
rexp C.

7.11. Tétel: (mdasodik Klee-tétel) Minden zdrt, konvex halmaz elddll
azon expondlt részhalmazai unidjdnak lezdart konvex burkaként, amelyek af-
fin halmazok, vagy affin halmazok felei.

Bizonyitds: A tételt elészor abban az esetben bizonyitjuk, mikor a széban
forgé C' C R zért, konvex halmaz nem tartalmaz egyenest.

Az egyszertiség kedvéért feltessziik, hogy dimC = d, és d > 2 (ha
dim C < 2, akkor trividlisan igaz a tétel). Jelolje S az (exp C') U (rexp C)
halmazt, ekkor nyilvan clconv S C C' zart, konvex halmaz, amely tartal-
mazza a C halmaz Osszes extremdlis pontjat, és igy nem iires. Tegyik
fel indirekt, hogy clconv S nem az egész C, ekkor az els6 Hahn—Banach-
tétel szerint létezik H hipersik, amely belemetsz az int C' halmazba, de
elkeriili a clconv S halmazt. Az elsé Klee-tétel egyszerii kdvetkezménye,
hogy ekkor a C N H halmaznak van legalabb egy extremélis pontja, és
akkor a masodik Straszewicz-tételbdl adédéan létezik x € exp (C' N H) ex-
ponélt pontja is. Az exponalt pontsig definicidja szerint létezik H-ban egy
d — 2-dimenziés M affin halmaz, amely az x pontot metszi ki a C'N H hal-
mazbdl. Specidlisan M nem metsz bele a nemiires int C' halmazba (hiszen
x ¢ int C), igy a masodik Hahn-Banach-tétel szerint létezik &t tartalmazéd
H' hipersik, ami nem metsz bele az int C' halmazba. Ez a H' a C halmaz
tamaszhipersikja, igy C’ := C' N H' a C halmaz expondlt részhalmaza. A
“q" reldcié tranzitivitdsa miatt ext C’ C ext C, igy ext C C clconv S mi-
att (extxC'YNH =0. Mivel HNH' = M (HNH' D M esetén H = H'
lenne), azért H N C" = {z}. Az x € H pont nem lehet exp C’-beli (hiszen
expC’ C ext(’, és (extC') N H = 0), igy HNriC" = {z} (kiilénben
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5.6 szerint létezne a vektor, amelyre a’ H < a’1iC’; ez az a vektor ex-
ponédlnd az x pontot), és akkor (affin burkot véve) H N aff ¢! = {z},
amibél dim €’ < 1 adddik (v6. 2.10). A C halmazra tett egyenesmentességi
feltétel szerint C’ nem lehet egyenes. Ugyanakkor nem lehet szakasz sem,
annak végpontjai ugyanis ext C’-beliek, és igy clconv S-beliek lennének,
ebbdl pedig z € clconv S kovetkezne. Marad az a lehet8ség, hogy C/ egy
exponalt sugara a C' halmaznak, amibdl ismét csak z € S kovetkezne, el-
lentmondasban azzal, hogy = & clconv S.

Altaldban, ha a C halmazrél nem tessziik fel, hogy egyenesmentes, akkor
jelolje linealitas terét L. A tétel mar igazolt része szerint a C halmaz egye-
nesmentes része, C' N L el4ll, mint expondlt pontjai és exponalt sugarai
lezart konvex burka. Ha most egyenként az exponalt pontokhoz és az ex-
ponélt sugarakhoz is hozzdadjuk az L alteret, akkor konnyen lathatéan a
C halmaz olyan exponalt részhalmazait kapjuk, amelyek affin halmazok,
illetve affin halmazok felei. Az is beldthatd, hogy ekkor C' = L + (C'N L*)
eloall ezen expondlt részhalmazok unidjanak lezart konvex burkaként. O

Ha C C R? zart, konvex halmaz, amelynek csak véges sok expondlt
részhalmaza van, akkor a méasodik Klee-tétel szerint C' véges sok poliéder
uniéjanak lezart konvex burkaként all elo, tehat poliéder. Ezzel belattuk
az alabbi tétel még nem igazolt iranyat is.

7.12. Tétel: A poliéderek éppen azok a zdrt, konvex halmazok, amelyeknek
véges sok expondlt részhalmaza van. a

Megjegyezziik, hogy a tétel nehezebbik irdnyara kozvetlenebb, dudlis
bizonyités is adhaté 5.14 és 5.15 segitségével. Legyen ugyanis C C R? zart,
konvex halmaz, amelynek véges sok exponalt részhalmaza van. Megmu-
tatjuk, hogy C poliéder. Feltehetd, hogy dim C' = d, ekkor C' hatara sima
pontjaihoz tartozo, egyértelmii tamaszhipersikok altal meghatarozott zart
félterek metszete. Ezekhez a zart félterekhez injektiv médon hozzarendel-
het6 a hataruk altal a C' halmazbdl kimetszett exponalt lap. Mivel C-nek
csak véges sok expondlt lapja van, azért a fentiek szerint véges sok zart
féltér metszeteként is el6all, vagyis poliéder.

A fejezet most kovetkezd részében a poliéderek minimélis és maximalis
oldalaival foglalkozunk. Ezen belill megmutatjuk, hogy a bazismegoldés-
nak, ennek az algebrai moédon definidlt fogalomnak mi a geometriai tar-
talma. Az is kideriil, hogy a bazismegoldasok halmaza csak a megoldashal-
maztol fligg, annak leirasatél nem.
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7.13. Allitas: Legyen P C R™ poliéder, tovibbd A € R™ ™, b € R™,
amelyre P = {x : Ax > b}. Jeldlje L a P poliéder linealitds terét, tovabbd
legyen P' :== PNL* a P egyenesmentes része. Ekkor eqy o vektor pontosan
akkor bdzismegolddsa az Az > b rendszernek, ha o € L + ext P'.

Bizonyitds: Vélasszunk x € L, ' € P’ pontokat gy, hogy zo = x+ 2’
legyen. (Mivel L = Ker A, azért specidlisan Azg = Az’.) Azt kell megmu-
tatnunk, hogy zy pontosan akkor bazismegoldas, ha x’ € ext P’'. Legyen I
az A matrix azon i sorindexeinek a halmaza, amelyekre ;axg = b; teljesiil.

Tegyiik fel el8szor, hogy x¢ bazismegoldas, és hogy ©' = ex1+ (1 —¢)xa,
ahol 0 < e < 1, és 1,29 € P'. Ekkor

br = 1Axg = [A.%'/ =erAx + (1 — 8)[A.%'2 > by

miatt z; — x5 € Ker A = Ker A, vagyis ©1 — 29 € LN L+ = {0}. Ezért
z' € ext P

A masik irdnyhoz azt kell megmutatnunk, hogy ha 2z’ € ext P’, akkor
1Az = 0 esetén Az = 0. Ha ;Az = 0, akkor elég kis ¢ > 0 esetén x1,xy :=
xo £ ez € P. Ekkor

1 1
= (2 +e)+ =2 — &),
2 2
ahol 2/ a z vektor vetiilete az L+ altérre. Az z’ pont extremalitdsa miatt
2 =0, vagyis z € L = Ker A. O
7.14. Kovetkezmény: Legyen P C R"™ poliéder, és tegyiik fel, hogy elddll
P={zxeR": Az =b,x >0}

alakban, ahol A € R™*™ b € R"™. Ekkor egy xg vektor pontosan akkor
bazismegolddsa az Ax = b,x > 0 rendszernek, ha extremdlis pontja P-nek.

Bizonyitds: Az el6z6 allitas kovetkezménye, ugyanis xg pontosan akkor
béazismegoldasa az Ax = b, z >0 rendszernek, ha bazismegolddsa az Ax > b,
—Ax > —b, Ex > 0 rendszernek, és a megoldasok halmaza most egyenes-
mentes. O

7.15. Allitds: Legyen P,L,P’', mint 7.13-ban. FEkkor P minimdlis
(sziikebb valddi lapot nem tartalmazd, nemires) lapjai éppen az x+ L alaki
halmazok, ahol x € ext P’. Specidlisan az Ax > b rendszer bdzismegolddsai
éppen a P poliéder minimdlis lapjainak elemer.
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Bizonyitds: El6szor megmutatjuk, hogy az L+ altérrel valé metszés tartal-

mazéstarté bijekcié a P és a P’ poliéderek lapjai kozott. Ehhez elevenitsiik

fel az aldbbi két észrevételt:

— Ha F lapja P-nek, akkor line F' = line P.

— P’ lapjai éppen az F' = F N L+ alakd halmazok, ahol F a P lapja.
Mindkét észrevétel 7.3 egyszerli kovetkezménye (az elsét altalanosabban

is belattuk 7.2-ben, a masodikat altaldnosabban is belatjuk 7.23-ban). Ezek

utdn mér konnyen igazolhatd, hogy a fenti leképezés P lapjaihoz P’ lapjait

rendeli, és szuperjektiv. Injektivitdsa abbdl kovetkezik, hogy ha Fy N L+ =

F» N L+, akkor

Fi=L+(FNLYH=L+(FnNL)="F.

Az, hogy a leképezés tartalmazdstartd, nyilvanvald.

Mésodszor P’ egyenesmentes poliéder, igy lapjai is azok, specilisan van
extremélis pontjuk (az els6 Klee-tételnek, vagy Caratheodory tételének és
7.13-nak a kovetkezménye), melyek P’ extremadlis pontjai is egyben. Ezért
P’ minimélis lapjai az extremalis pontjai, vagyis P minimadlis lapjai ezek
inverz képei. O

7.16. Kovetkezmény: Legyen P C R™ memiires poliéder, az Ax > b
rendszer megolddshalmaza, ahol A € R™*™ b € R™. Ekkor a P poliéder
minimadlis lapjainak dimenzidja n —r (A). 0

Legyen A € R™*™ b € R™. Az Az > b linedris egyenlétlenség-
rendszert irredundansnak hivjuk, ha egyetlen egyenlétlensége sem logikai
kovetkezménye a tobbinek, vagyis minden ¢ sorindex esetén létezik x; € R™
vektor, amelyre a rendszer minden egyenlGtlensége teljesiil, kivéve az i-
ediket. Az Ax > b rendszert redunddnsnak hivjuk, ha nem irredundéans.
Redundéns rendszer példaul az x > 0, z < 1, x < 1 rendszer. A redundans
egyenlétlenségeket (a tobbi egyenl6tlenség logikai kovetkezményeit) egyesé-
vel elhagyva az eredeti rendszerrel azonos megoldashalmazi, irredundéns
rendszerhez juthatunk.

A kovetkezo allitasban 7.3 jeloléseit hasznaljuk.

7.17. Allitas: Tegyiik fel, hogy az Ax > b rendszer irredunddns. Ekkor a
P ={x: Ax > b} poliéder mazimdlis valédi lapjai éppen az

{r € P:ax = p(}

alaki lapok, ahol az a vektor az A7 mdtriz sorvektora, a (3 szdm pedig a bp,
vektor megfeleld eleme.
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Bizonyitds: Legyen () C F C P maximaélis valédi lap, ekkor 7.3 szerint
F={xeP:Azz =0bp}. Legyen g € P\ F, ekkor axy > 3 valamely A7
és A% métrixbeli a sorvektorral, és megfeleld b7 és by vektorbeli 3 elemmel.
Legyen I := {z € P : ax = (3}, ekkor F' C P (az x( pont mutatja), és F' a
P poliéder az F lapot tartalmaz6 (expondlt) lapja, amib6l F' maximalitdsa
miatt F = I kovetkezik.

A forditott irdnyhoz elég megmutatnunk, hogy ha F' az allitdsban leirt
alaki lap, akkor F' # (), és hogy A% nem més, mint az A% matrix, megtoldva
még az a sorvektorral. Ehhez azt kell igazolnunk, hogy létezik z¢y € F
vektor gy, hogy A’zg > U/, ahol A’ azt a matrixot jeloli, amelyet akkor
kapunk, ha az A7 métrixbdl elhagyjuk az a sorvektorét, b’ pedig a by, vektor
megfelel§ része. Legyen xq € ri P, ekkor 7.3 szerint AZx; > bp. Mivel az
ax > (0 egyenl6tlenség nem redundéns, azért létezik x4 vektor ugy, hogy

Apzo > bp, Alzg >V, axs < 3.
Ekkor az |z, x| szakaszon taldlunk megfelel6 xy pontot. O

7.18. Kovetkezmény: A P C R" poliéder minden maximdlis valddi
lapjanak dimenzidja dim(P) — 1.

Bizonyitds: Legyen Ax > b a P poliéder irredundans leirasa. Ha F a
P poliéder maximalis valédi lapja, akkor az el6z6 allitas jeloléseivel F' =
{x € P:ax = B}. 7.3 szerint, figyelembe véve még a 7.17 bizonyitdsaban
latottakat

aft F ={z: Apr =bp,ax =}, ésaff P={x: Apz =bp}.

Az allitas ezek utdn 2.24 kovetkezménye, mivel az a vektor nem &llhat el
az AP matrix sorvektorainak linedris kombindciéjaként (F' # P). O

Az extremalis pont definicidja “csak” egy kvantorban kiilonbozik a re-
lativ bels6 pont definiciéjatél: mig ez utdbbi azt koveteli, hogy minden
téle kiilonbozé pont tulhizhaté legyen az alaphalmazban a ponton, ad-
dig az extremalis pont definiciéjaban éppen ellenkezOleg: egyetlen téle
kiilonbo6z6 pontot se lehessen tilhiizni az alaphalmazban a ponton. Ennek a
kiilonbozoségnek koszonhetden az extremélis részhalmazokra bizonyithato
felcserélhetOségi tételek is mas jellegiiek lesznek, mint a relativ belsé ese-
tében. E tételek bizonyitasara tériink ra a lap- és exponaltlap-burkokkal
kapcsolatos néhany alapvet6 észrevétel utan.
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7.19. Allitds: Legyen F, (i € I) a C C R konvex halmaz lapjainak
[expondlt lapjainak] egy tetszdleges rendszere. Ekkor NicrF; is a C' halmaz
lapja [expondlt lapja] lesz.

Bizonyitds: A lapokra vonatkozo éllitas trividlis. Legyenek most az F; hal-
mazok C' expondlt lapjai, méghozza

E:{.’EGCICL;-TSC:ﬂi},

ahol a; € R, B; € R, al C > B; (i € I). Feltehetd, hogy NierF; # () (mivel
0 <¢ C), ekkor NicrF; = NjesFj, valahdnyszor J C I olyan indexhalmaz,
hogy az {a; : j € J} halmaz a lin{a; : i € I} altér bazisa. Felteheté tehat,
hogy I véges indexhalmaz. Jelolje az a; (i € I) vektorok &tlagit a, és
hasonléan a f; (i € I) szdmok atlagat 5. Konnyen beldthatd, hogy ekkor
al’'C > f3, és hogy
ﬂie[FZ‘={$€C:aT$=ﬁ}.
O

Ezért tetszéleges C C RY konvex halmaz (univerzum), S C C esetén
definidlhat6 az S halmaz C-beli lap-[expondltlap-|burka:

Oc(S)=n{F:SCFeFC)}
[P@H(S) :=n{F:SCFelF)}.

7.20. Tétel: Legyenek C,C' C R? konvex halmazok, C' C C, tovdbbd
F«C. Ekkor

a) riC" Cri®c(C’) (specidlisan x € C esetén x € ri®c(x));

b) (riC")N (11 F) # 0 esetén F = ®c(C") (specidlisan ha x € 1i F, akkor
F= @C(x));

¢) lapjainak relativ belsejei a C konvexr halmaz egy particidgjat alkotjdk,
vagyis diszjunktak, és unidjuk a C halmaz.

Bizonyitds: a) Tegyiik fel indirekt, hogy létezik z € (riC’) N (rb®(C"))
pont. Ekkor 5.4 szerint 1étezik a ®(C’) halmaznak egy 6t nem tartalmazd
H tamaszhipersikja gy, hogy x € H. Legyen F := H N ®(C'), ez a
halmaz exponalt részhalmaza, {gy lapja is ®(C’)-nek, amibdl a < reldcié
tranzitivitdsa miatt F < C kovetkezik. Tovabba ®(C’) € H miatt F C
B(C"), és x € (riC")NF, igy 7.2 ¢) miatt ¢’ C F. Osszefoglalva C' C F<C,
F C ®(C"), ami ellentmondas.
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b) a) miatt feltehetd, hogy C' < C. Az 4llitas ezek utdn 7.2 ¢) egyszerii
kovetkezménye.
c) a) és b) kovetkezménye. O

Specidlisan C' pontosan akkor véges lapid, ha véges sok relativ nyilt,
konvex halmaz tiniéja. Ezért ha C véges lapi, akkor AC, B~1(C) is véges
lapt; és AC pontosan akkor véges lapi, ha C' + Ker A véges lapu (A, B
métrixok).

Most mar ratérhetiink az emlitett felcserélhetéségi tételekre.

7.21. Tétel: Legyenck C; C R% (i =1,...,k) konvex halmazok. Ekkor
CL) f(xleci) = {Xéc:lﬂ : E € f(CZ) (Z - 17- o 7k)};
b) EF(xE C) = {(xE F i F, € EF(C) (i =1,...,k)}.

Bizonyitds: A bizonyitdsban a k = 2 esetre szoritkozunk, az altalanos k
esete csak jel6lésben bonyolultabb.

a) A “D” tartalmazas a definiciék konnyti kévetkezménye.

A forditott irdnyd tartalmazdshoz legyen () # F < Cy x Co, z € 1i F,
tovabba z1 € C4, zo € Cq, amelyre x € {z1} x {x2}. Definidljuk az F;
halmazokat a kévetkezéképpen: F; := ®¢,(z;) (i = 1,2), ekkor z; € ri F;
(7.20 a)), igy

S (I‘iFl) X (riFg) =ri (F1 X Fg)
Itt F1 x F5 9 Cy x (9 a mar igazolt “O” tartalmazds miatt, és a relativ
belsejében tartalmaz egy ri F-beli pontot, kdvetkezésképpen F' = F} X Fp
(v6. 7.20 b)).

b) A “D” tartalmazast igazoljuk eldszor. Tegytik fel, hogy F; <¢ C;
(i = 1,2), ekkor léteznek a; € R% vektorok és 3; € R szamok ugy, hogy

al C; > f3;, és Fy = {x €Ci:alz = ﬂi} (i=1,2).
Legyen a € {a1} x {as}, B := (1 + (2. Nyilvanvald, hogy
aT(01ng)zﬁ,ésFlngz{xECGCgzaTx:ﬂ},

tehat Fy x Fy exponalt lapja a C7 x Cy halmaznak.

A “C” tartalmazdshoz legyen () # F <€ Cy x Cy, ekkor az allitds a) része
szerint léteznek () # F;<C; (i = 1,2) halmazok dgy, hogy F' = Fy x Fy. Azt
kell beldtnunk, hogy F; <€ C; (i = 1,2). Ez az el6z6 érvelés megforditdsdval
igazolhaté. Tudjuk, hogy létezik a € R4 x R% vektor és § € R szam tgy,
hogy

al(Cy x C) > B, ésF:{xeCl ngzaTx:ﬂ}.
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Legyen a; € R% (i = 1,2), amelyre a € {a1} x {az}, valamint 3; :=
infalC; (i = 1,2). Nyilvdn mindegyik 3; véges, kiilénben nem lehetne
a’(Cy x C) > B. Megmutatjuk, hogy 8 = (1 + (2. Egyrészt tetszéleges
feF, fe{fi} x{f} esetén

B=a'f=alfi+alfo> B+ Fo,

()

masrészt ha ¢;”” olyan Cj-beli pont, amelyre

ol e <pi+1/j (i=1.2j=12..),
és ) e {} x (Y} (j=1,2...), akkor
B<a’e? =afd? +afc) < B+ By + ; (=12,
amibdl 8 < (1 + B2 is adédik. Megmutatjuk, hogy
aiTC’i > 0, és F; = {x e C;: aiTsc = ﬂi} (i=1,2).

Az af'C; > B; egyenlStlenségek a [3; szdmok definiciéjabdl kovetkeznek.
Az egyenl6séghez tegyiik fel elGszor, hogy valamely i € {1,2}, és f; € F;
esetén a! f; > B; lenne. Legyen f; € F; (j # i) tetszOleges elem, tovabb4
fe{fi} x{f2}. Ekkor f € F, a

B=a"f=alfi+alfo> B+ =20

ellentmondéshoz jutottunk. Masfel6l ha valamely ¢ € {1,2} esetén x € Cj,
aZTx = [3;, akkor egy tetszbleges f € F elem i-edik blokkjat xz-re cserélve
a kapott f’ pont is F-beli lesz, hiszen a’ f = a” f' a mér bizonyitott F; C
{z € C; : al' v = 3;} tartalmazés miatt. Ezért az f’ i-edik blokkja, z € [,
ami a forditott tartalmazast igazolja. a

7.22. Tétel: Tetszbleges C C R konvex halmaz esetén
a) F(K(C)) ={K(F) : F € F(C)} U{0};
b) EF(K(C)) ={K(F): FeF(C)}u{d}.

Bizonyitds: a) Elészor a “2O” tartalmazédst igazoljuk. Mivel K () = {0} <
K(C) (s6t {0} <¢ K(C)), azért azt kell megmutatnunk, hogy ha () # F < C,
akkor K (F)<K(C). Legyen é,é € K(C), f € K(F), és tegyiik fel, hogy
valamely 0 < & < 1 esetén eé; + (1 —¢€)éy = f. 4.20 trividlis elsd fele szerint
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léteznek A1, Ag, A > 0 szdmok és ¢i,¢0 € C, f € F vektorok gy, hogy
G eN({1} x{a}) (i=1,2),6és f € A({1} x {f}). Ekkor

eM + (1 — 5))\2 =\, és elicy + (1 — 6))\262 =\
Ha A\ = 0, akkor
Al =X =0, éSélZéQZO€K(F)

Ha A > 0, akkor legalabb az egyik a A1, A2 szdmok koziil pozitiv. Ha példaul
A1 > 0 = Ag, akkor ¢; = f, amibél ¢ € K(F), tovabbd ¢ = 0 € K(F)
adédik. Ha A1 és Ag is pozitiv, akkor

0<e =eM/A<],éséc1 +(1—€)ea = f.

Az F extremalitdsa miatt ebbél ¢1,co € F, és igy ¢1,¢o € K(F') kovetkezik.

A forditott irdnyd tartalmazdshoz legyen () # F<aK (C), azt kell megmu-
tatnunk, hogy ekkor ' = K (F) valamely F'<C esetén. Legyen F := C’(F),
ekkor 3.20 szerint £ = K(F). Megmutatjuk, hogy F<aC. Legyen c¢1,co € C,
f € F, és tegyiik fel, hogy valamely 0 < ¢ < 1 esetén ec; + (1 —e)eg = f.
Legyen ¢ € {1} x {¢;} (i =1,2), és f € {1} x {f}. Ekkor

é,60 € K(C), fe K(F), és ety + (1 —e)ég = f.

Ebbél F extremalitdsa miatt ¢1,C9 € a , vagyis c1,co € F adddik.

b) A “C” tartalmazdshoz legyen () # I'<® K (C), azt kell megmutatnunk,
hogy ekkor létezik F'<©C tigy, hogy F' = K(F). Mivel ) # F < K(C), azért
létezik a € R? vektor és B € R szam tigy, hogy a € {—3} x {a} esetén

aTK(C)> 0,65 F = {i e K(C):a"&=0}.

Legyen F := C(F). Mint az elébb, most is belathats, hogy F = K(F).
Megmutatjuk, hogy

aTCZﬂ,ésF:{xEC:aTx:ﬂ}.

Ebbél aT'C > 3 nyilvanvalé abbdl, hogy al({1} x C) > 0. Mésrészt x € F
pontosan akkor, ha {1} x {#} C F pontosan akkor, ha z € C, a’z = 3.
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A “D” tartalmazashoz legyen () # F <€ C, ekkor létezik a € R? vektor
és 0 € R szam ugy, hogy

aTCZﬂ,ésF:{xEC:aTx:ﬂ}.
Ekkor @ € {—f8} x {a} esetén aT K(C) > 0, igy
Fi={icK(C):a"2 =0} < K(C),

Megmutatjuk, hogy F' = K(F). 3.20 miatt elég beldtnunk, hogy F' = C’(F),
és ez nyilvanvalé a definiciékbol. a

7.23. Tétel Legyenek C; C R (i =1, k:) konvex halmazok. Ekkor
a) F(N 10)—{ﬂ b FLeF(C) (i = 1. k)

b) 5.7-"(ﬂf 1C) DNk F: Fy € EF(Cy) ( = ...,k:)}, egyenléséggel, ha
NE_ i C; # 0.

Bizonyitds: A bizonyitdsban a k = 2 esetre szoritkozunk, az altaldnos k
esete csak jelolésben bonyolultabb.

a) A “D” tartalmazds a definiciék konnyli kovetkezménye. A “C” tar-
talmazashoz legyen F'aCy N Cy, x € ri F'. Legyen tovabba

F, = ®¢,(x) (i=1,2).
Ekkor F, Fy N Fy <Cy N Cs (a mar igazolt “O” tartalmazds szerint),
reriF,ésx e (I‘iFl) N (I‘iFg) =ri (F1 N Fg),

tehat
F = @CIQCQ (SC) = F1 N Fs.

(Itt felhasznaltuk 7.20 a)-t, a konvex halmazok metszetének relativ belse-
jérél szolé 4.16-ot és 7.20 b)-t is.)

b) Tekintsiik elészor a C; = K, Co = Kj esetet, ahol K, Ko C RY
konvex kiip. A “D” tartalmazéshoz legyen () # F; <¢ K; (i = 1,2), ekkor
létezik a; € K vektor ugy, hogy

Fl-:{xeKi:a;-rx:O} (i=1,2).
Nyilvanvaléan a; + ag € (K1 N Ka)*, és

Flﬂng{xEKlﬂKg:(al—i—ag)T:C:O},
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igy FiNFy<® K1 N Ky A “C” tartalmazdshoz legyen F’ <¢ K1 N Ko, ekkor
létezik a € (K7 N Ky)* vektor gy, hogy

F’:{xeKlﬂngaTx:O}.

A tobbkipos Krein-tétel szerint a = a; + a valamely a; € K7 és ay € K
esetén. Ekkor

F; := {xEKi:aiT:c:O}ﬂeKi (i=1,2),

és konnyen belathatd, hogy F' = Fy N Fb.
Az &ltaldnos eset homogenizicidval vezethetd vissza a mar elintézett

esetre. Legyen
Ki = K(CZ) (’L = 1,2),

ekkor (riCy) N (riCs) # 0 esetén (riKy) N (ri Ky) # 0, vo. 4.20. A mér
elintézett eset szerint K1 N Ky exponalt lapjai éppen az egy Ki-beli és egy
Ks-beli expondlt lap metszeteként el6allé halmazok. 7.22 szerint ebbdl,
figyelembe véve még, hogy a K (.) operacio felcserélhetd a metszetképzéssel

K(EF(C1NCr)) ={K(F1NFy): F; € EF(Cy) (i =1,2)}

adddik, és innen (alkalmazva a C(.) operdciét) a kivant egyenldség az
altalanos esetben is. O

7.24. Megjegyzés: Definidljuk a C;,Cy C R? halmazokat a kovetkezd-
képpen:

T T

Cy = D)l <0,20>05U ! t$120,$22$%}
9 €2
T T

Cy = D)oo <0,z0<0p U ! :xlzo,ng—x%}.
T2 €2

Ekkor a C7,Cy halmazok mutatjak, hogy az eléz6 tétel b) részében a C;
halmazok relativ belsejeinek diszjunktsidga esetén el6fordulhat szigoru tar-
talmazas.

A kovetkez6 tétel a K(C')-nél “rec C-vel nehezebben” kezelhetd cl K (C)
lapjairol szél.
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7.25. Tétel: Legyen C C RY nemiires, zdrt, konvex halmaz. Ekkor

a) F(lK(C)) ={cK(F):0#FeF(C)} U{{0} x G : G € F(recC)};
b) EF(IK(C)) C{clK(F):0#F e EF(C)JU{{0}xG : G € EF(recC)};
c) EF(IK(C)) D{clK(F):0#F e EF(C)};

d) EF(IK(C)) 2{{0} x G : G € EF(recC)}, ha bar C zart (specidlisan
ha C poliéder, kup vagy kompakt halmaz).

Bizonyitds: a) A “C” tartalmazashoz legyen F < cl K(C). Elészor is ha
F C {0} x R4, akkor 7.2 a) és 4.20 szerint

Fa({0} x RYNclK(C) = {0} x recC.

7.21 szerint ekkor létezik G <rec C, amelyre F' = {0} x G. Masodszor ha
F-nak létezik pozitiv elsé koordinétaji pontja, akkor F := C/(F) nemiires,
zért, konvex halmaz, és 3.20 haszndlatdval a szokdsos moédon belathato,
hogy F' = cl K(F), F<C.

A “D” tartalmazashoz legyen elészor G <rec C. Ekkor {0} x G lapja
{0} x rec C-nek, ami (expondlt) lapja cl K(C)-nek, igy a < relacié tranzi-
tivitdsa miatt {0} x G<cl K (C'). Mésodszor legyen () # F<aC. Megmutatjuk,
hogy cl K (F)<cl K(C). Legyen é1,é € cdlK(C), f € d K(F), és tegyiik
fel, hogy valamely 0 < ¢ < 1 esetén e¢1 + (1 —¢)é = f. Azt kell beldtnunk,
hogy ekkor ¢y, ¢ € cl K(F). Azt az esetet, mikor ¢é1, ¢, € K(C), fe K(F),
mar elintéztiik 7.22 bizonyitdsdban, ekkor még ¢é;,¢é0 € K(F) is fenndll.
Felteheto tehat, hogy a ¢é1, ¢a, f vektorok koziil legalabb az egyiknek az els6
koordinétaja 0 (vo. 4.20). Ha példaul f € {0} x {f}, ahol f € rec F, akkor
el'e) = eléy = 0, vagyis ¢ € {0} x {¢;} (i = 1,2) valamely c;,co € recC
esetén. Ekkor az ecp 4+ (1 — €)cg = f egyenléséghdl 7.2 f) segitségével
c1,co € rec F' adédik, tehdt é1,¢é0 € cl K(F'). Ezek szerint feltehetd, hogy
Fe {1} x {f}), & € u({1} x {e}), é& € {0} x {z} valamely A, p > 0,
feF, ceC,zerecC esetén. Ekkor

ep =M\ éscuc+ (1 —e)z = \f,

amibol
c+((1—¢)/N)z=

adédik. Mivel z € recC, azért ¢ +2((1 —e)/N)z € C. Az

f=c+((1=2e)/Nz=(1/2)c+ (1/2)(c+2((1 —&)/N)z2)
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egyenldséghdl I extremalitdsa miatt ¢ € F, ¢+ 2((1 —¢)/\)z € F adddik,
és itt ketto helyett akdrmilyen egynél nagyobb szamot irhattunk volna, igy
z € rec F' is teljesiil. Most is éq, ¢ € cl K(F).

b) Legyen () # F <¢ cl K(C), ekkor a) szerint két lehetdség van: 1)
F = cl K(F) valamely () # F < C esetén, vagy 2) F = {0} x G valamely
G <rec C esetén. Az aldbbiakban kiillon megvizsgaljuk mindkét esetet.

1) Azt kell megmutatnunk, hogy F <¢ C. Mivel ) # F <€ cl K(C'), azért
létezik a € R? vektor és 3 € R szam tigy, hogy a € {—3} x {a} esetén

AT K(C) > 0,és F = {2 € dK(C):a"i=0}.
Specidlisan a’ ({1} x C) > 0, amibél a?C > 3 kévetkezik. Mésrészt
F=C(F) =

={zeR?: (1} x {a} CAK(C), aT({1} x {a}) = 0} =
=<zxeC:a xzﬁ},

igy valéban F <€ C.
2) Azt kell megmutatnunk, hogy G <€recC. Mivel ) # F <¢ cl K(C),
azért létezik a € R? vektor és 3 € R szam tigy, hogy a € {—f} x {a} esetén

T K(C) > 0,65 F={iedK(C):a"a =0},
Specidlisan a” ({0} x recC') > 0, amibél a’rec C' > 0 kovetkezik. MAsrészt

G = {zerd: {0} x {x}CF}:
= {2 e R {0} x {2} C A K(C), aT({0} x {z}) =0} =
= Jx€erecC:a x:()},

igy valéban G < rec C.
¢) Legyen () # I <® C', tovdbb4 F:=cl K(F). Azt kell megmutatnunk,
hogy ekkor F'<¢cl K(C). Mivel F<¢C, azért létezik a € R® vektor és 3 € R

szam ugy, hogy
aTCZﬁ,ésF:{xEC:aTx:ﬁ}.
Ekkor a € {—f3} x {a} esetén a’cl K(C) > 0, ezért
Fri={s e dK(C):a"i =0}« A K(C).

Az pedig, hogy F = F’, mostanra mar rutin alkalmazésa 3.20-nak.
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d) Legyen @) # G <° rec C, tovdbba F := {0} x G. Azt kell megmutat-
nunk, hogy ekkor F'<¢ cl K(C). Mivel ) # G <° rec C, azért 1étezik a € R?
vektor ugy, hogy

alrecC >0, és G = {x erecC:a'z = 0}.
Ekkor 4.11 és a feltétel szerint
a € (recC)* = clbarC' = bar C,

létezik tehdt 8 € R szam gy, hogy a’ C' > 3. Ekkor a € {—3} x {a} esetén
alcl K(C) > 0 (4.20), igy

Fri={s e dK(C):a"i =0}« A K(O).

Ezért
F=Fn{iecdK(C):eli=0}
exponalt lapok metszeteként maga is exponalt lapja cl K(C)-nek (7.19). O
Most mar megfogalmazhaté 7.23 vegyes véltozata.

7.26. Tétel: Legyenek C; CR® (i =1,...,k) konvex halmazok, P; C R%
(7 =1,...,1) poliéderek. Tegyik fel, hogy (N;P;) N (N;xiC;) # 0. Ekkor

EF((MiCi) N (N Py)) = {(ﬂz‘Fz') N (N;G;)

Fy e EF(Cy) (i=1,....,k),
G, eEF(P) (G=1,....1) [

Bizonyitds: A k = 0 eset 7.23 bizonyitdsdhoz hasonléan intézhetd el: Az
egyszeriiség kedvéért feltessziik, hogy | = 2. Ha P, P> poliéder kupok,
akkor itt a tobbkipos Krein-tétel helyett 3.6-ot hasznaljuk, dltaldban az
R; = clK(P;) (i = 1,2) poliéder kupokra (4.20) alkalmazzuk a mar
elintézett esetet.

Ha k # 0, akkor feltehetd, hogy k = = 1, hiszen 7.23 és a mar elintézett
eset miatt elég a C' = NC; és P = NP; halmazokra beldtni a tételt. Az
az eset, mikor C' és P is kipok, 7.23 bizonyitasanak megfeleld részéhez
hasonléan intézheto el, csak most a tobbkipos Krein-tétel helyett a vegyes
Krein-tételt hasznalva. Az altaldnos eset ismét homogenizacioval vezethetd
vissza az elébbi specidlis esetre, a K := K(C) és R := cl K(P) kupokra
alkalmazva azt. A bizonyitds hasonléan fejezheté be, mint 7.23 esetében,
felhasznélva 7.25-6t is. 0
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A felcserélhetdségi tételek alkalmazdsaként homogenizdciéval bevezet-
hetjiik a konjugdlt lap fogalmat, és bizonyithatjuk a megfelel§ dualitasté-
teleket.

Ha K C R% zart, konvex kip, és F ennek lapja, akkor az F lap (konvex
kip) konjugiltja az

Foi={z e K*: fTe =0 (f € F)}
zart, konvex kip. Példaul
05 = K*, és K& = K* N —K*.

Megmutatjuk, hogy az F'> konvex kiip a K* konvex kip nemiires, exponalt
lapja. Ha F = (), akkor ez nyilvdnval6. Kiilonben legyen fy € ri F', ekkor
persze fo € K = K**, és kbnnyen beldthaté, hogy

FA:{xEK*:fOT:c:O},
vagyis az fy vektor exponélja az F'© lapot. Definiglhaté
FAA — (FA)A
amely a K** = K konvex kdp nemiires, exponalt lapja lesz. Példaul

022 = KN —K, és K22 = K.

7.27. Tétel: Legyen K C R zdrt, konvex kip. Pontosan akkor teljesiil
FA% = F, ha az F halmaz a K konvex kip nemiires, expondlt lapja.

Bizonyitds: A “csak akkor” irdnyt az imént lattuk be. Az “akkor” irdnyhoz
eloszor vegylik észre, hogy

FA = (FANnK)Y*NKD2(inF)NK =F

mindig teljesiill. Maésrészt ha F nemiires, exponalt lapja K-nak, akkor
létezik a € K* vektor gy, hogy F = {x € K : a’x = 0}. Azt kell
megmutatnunk, hogy ekkor

({a}* NnE)*nK*)*nK C {a}" NK.
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Ez abbdl adédik, hogy most is
({a}r N K)rnK* D (lin{a}) N K* > a.
O

Most &ltalanositjuk (homogenizicidval) ezt a fogalmat tetszbleges C
R%beli, az origt tartalmazé, zart, konvex univerzum esetére. Ha F a C
halmaz nemiires (expondlt) lapja, akkor lattuk, hogy cl K(F) a cl K(C)
(expondlt) lapja, igy értelmes a cl K(C') univerzumra vonatkozé (konvex
kip) konjugéltjérdl beszélni. Legyen a nemiires F' < C' lap (konvex) kon-
jugaltja az

FO = C((AK(F)*) ={zec®: fTo=-1(f € F)}

C°-beli, zart, konvex halmaz, (0¥ := C°. Pédiul C® = 0, mivel 6.12 és
4.20 szerint

(I K(C)» = K(C)*N—K(C)* =
=clK(C°)N —cl K(C°) = {0} x rec (C°).

Megmutatjuk, hogy F< exponélt lapja C°-nek. (Ez a konvex kup kon-
jugéltra vonatkozé hasonlé allitas és 7.25 b) kovetkezménye is.) Ha F = (),
akkor ez nyilvanvalé. Nemiires F'<C esetén legyen fy € ri I, ekkor fo € C
miatt f@ C° > —1, mésrészt kénnyen belathaté, hogy

Foz{xeCO:fOTx:—l},

vagyis az fo vektor expondlja az F© halmazt. (Itt a “C” tartalmazas
nyilvanvalé. Maésrészt ha x a jobb oldali halmaz eleme, és valamely f € F
pont esetén fTx > —1 lenne, akkor az f-et tilhizva fy-on F-ben, olyan
f' € F pontot taldlnank, amelyre f'Tz < —1 teljesiilne, ami ellentmond
annak, hogy x € C°.)

Ezért definidlhato

OO . ( F<>)<>,

amely C°° = C expondlt lapja lesz. A bikonjugdlt tételhez felhasznéljuk

az aldabbi lemmaét:

7.28. Lemma: Tegyik fel, hogy még 0 € int C' is teljesil. Ekkor a C' zdrt,
konvex halmaz tetszdleges F' wvalddi, expondlt lapjdra

a) K (F®) = (1 K(F))%;

b) (cl K(F©))® =l K(F).
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Bizonyitds: Elészor azt igazoljuk, hogy a)= b). Ha () # F <¢ C, akkor
0 # cl K(F) < cl K(C), ezért 7.27 szerint (cl K(F))* = cl K(F), igy b)
az a)-beli egyenl6séget konjugélva adédik. Elég tehat a)-t belatnunk.

A tétel a) része pedig 3.20 rutin alkalmazasaval adédik. Egyrészt

A K(FO) C K (C°), és (LK (F))2 C (L K(C))* = 1 K(C°)

(6.12), igy
eTA K(FO) >0, 6 el (cl K(F)) > 0.

Mindkét kup zart, igy egyenloségiikhoz elég, hogy ugyanaz a nemiires hal-
maz a C(.) operaciéndl vett képiik (v6. 3.20). Konnyen beldthat6, hogy

C(AK(F)) = C(( K (F))™) = F2,

igy azt kell igazolnunk, hogy ha F' a C' valédi, exponalt lapja, és 0 €int C,
akkor F¢ # (). Létezik 0 # a € R" vektor és 3 € R szam tigy, hogy

aTCZﬂ,ésF:{xEC:aTx:ﬂ}.

Mivel 0 € intC, azért létezik (kis) A > 0 tugy, hogy —Aa € C, ekkor
—\||a||?> > B, vagyis 3 negativ. Feltehetd, hogy 3 = —1, ekkor

F:{xEC:aT:c:—l},
és
FO:{xECO:fo:—l (feF)}Ba.
O
7.29. Tétel: (bikonjugalt tétel) Tegyiik fel, hogy C C R? zdrt, konvex

halmaz, amely a belsejében tartalmazza az origdt. Ekkor FO© = F pontosan
akkor, ha F' expondlt lapja C-nek.

Bizonyitds: Ebbdl a “csak akkor” irdnyt mar belattuk. Az “akkor” iranyhoz

vegyiik észre, hogy (%0 = (), és CO® = C, igy feltehets, hogy F valédi,
exponalt lapja C-nek. Ekkor 7.28 szerint

FOC = C((lK(F¥)?) = C(dl K(F)) = F.

A bikonjugalt tétel és 6.22 kdvetkezménye az aldbbi
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7.30. Allitds: Legyen C C RY az origt belsé pontként tartalmazo
kompakt, konvex halmaz. Ekkor { tartalmazds-fordité bijekcic EF(C) és
EF(C°) kozott. 0
Ha Q C R? az origét belsé pontként tartalmazé politép, akkor a Q°
politépot a @ politép dudlis politépjanak nevezziikk. A fenti dualitas
miatt politépokra vonatkozd bizonyos tételek parba allithatok, “dualisak”,
akarcsak a Weyl- és a Minkowski-tétel poliéder kipok esetében. Példaul
egy ilyen dudlis tételpar:
— Minden valddi lap az extremalis pontjainak konvex burka (7.4 kovetkez-
ménye).
— Minden valédi lap az 6t tartalmazé maximalis valédi lapok metszeteként
all el6 (7.17 kévetkezménye).

A harmadik fejezetben felmeriilt az a kérdés, hogy ha egy konvex kip
minden vetiilete zart, akkor poliéder kip-e. Waksman és Epelman [31]
cikkiikben bizonyitjak, hogy ha K zart, konvex kip, amely nem poliéder
kip, akkor létezik x € K pontja tgy, hogy a cone (K — z) kip nem zért.
Ugyanakkor kénnyen belathaté, hogy

cone (K —z) = K +1lin®g(x).

Ezért a K nempoliéder kiipot a (lin @ (x))* altérre vetitve, Abrams tétele
miatt, a vetiilet nem lesz zart halmaz. fgy a fenti kérdésre igenld vélaszt
adhatunk. TetszOleges konvex halmazra mar nem igaz a tétel: a gdémb
minden vetiilete zart, mégsem poliéder. Ebben az altalanossaghan a 7.12-
ben leirt kritérium alkalmazhato.

A fejezet végén kuplinedris programok regularizaciéjaval foglalkozunk.

Az (A,b,c, K1, Ko,inf) lefrastu (P) kuplinedris program regularizaltja
az (A,b,c, K], K5, inf) leirdsu (P’) kdplinedris program, ahol a hatodik fe-
jezetbeli jeloléseket hasznélva

K| = & (AP — b), K} := &y, (P).

A megfeleld duél kiiplinedris programokat jelolje (D), illetve (D").
Néhény észrevétel a regularizalt programmal kapcsolatban (v6. 7.20):

_P=P.éDCD

- Ps C 1riP C P, specidlisan ha (P) megoldhaté, akkor (P’) szigorian

megoldhaté;

— ha (P) szigortian megoldhatd, akkor K7 = K7, és Ky = K}, vagyis a (P)

és (P'), illetve a (D) és (D’) programok lefrasaikkal egyiitt megegyeznek.
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A fenti észrevételek és az erds dualitdsi tétel azonnali kovetkezménye az
aldbbi

7.31. Tétel: Ha a fenti jelolésekkel a (P) program megoldhato és korldtos,
akkor a (P) és (D) programok optimumértékei megegyeznek, és a (D') prog-
ram optimumértéke felvétetik. a

Az &llitds nem szimmetrikus: abbdl, hogy a (D’) program megoldhaté
és korlatos, még nem kovetkezik, hogy vp = vpr, és Py # 0. Legyen ugyanis
(P) és (D) az aldbbi kiplinedris programpér:

(P): infelz, elz =2,z € K,
(D) : sup V2y, exy <k~ e1, y € R,

ahol K C R? ugyanaz a konvex kiip, mint 3.31-ben. Ekkor int K # (),

V2(1,1, )T € Py, ezért (P) = (P'), és (D) = (D'). Ugyanakkor P, = 0),
és 0 € D. Az er6s dualitdsi tétel szerint vp = vp € R, mégis Py = 0.
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Operatorok a konvex
analizisben

8. Zart /konvex fiiggvények

A kovetkezékben szerepl6 fiiggvények toébbnyire vagy egy adott S C R”
halmazon értelmezett, valés értékii; vagy az egész R™ téren értelmezett,
azt a bovitett szamegyenesbe képezo fiiggvények lesznek. Ezért ebben a
fejezetben az alapvet6 definicidkat (alulrdl félig folytonossdg, konvexitds) e
két tipus kozos altalanositasara; egy S C R™ halmazon értelmezett, azt a
bovitett szamegyenesbe képezé fiiggvényekre mondjuk ki.

Itt a bovitett szamegyenes az

R = RU{—00,+x}

halmaz. Az Osszeadast gy értelmezziik, hogy érvényben maradjon a so-
rozatok limeszének Osszege a sorozatok Osszegének limesze tétel, vagyis
példaul a+ (+00) = 400 (a € R), mig 0o —oo, —o0o+o00 nem értelmes. Ha-
sonléan értelmezziik a bévitett szdmegyenesen a valés skalarral valé szorzast
is, azonban 0 - (£o00) = 0. A rendezésrol: természetesen —oo < R < +0o0.

Adott S C R™ halmaz esetén az f : S — R fiiggvényt egyértelmiien
meghatdrozza epigrafja [hipografja,

epif:=U{{z} x{p}:z e S, peR, f(z)<u},
>

hipo f := U{{z} x {u} :a € S, p € R, f(x) > u}]

vagy alsé [fels6] nivéhalmazai, az
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halmazok. Sokszor ennek az észrevételnek segitségével vezethetiink visz-
sza fliggvényekrol szolé allitdsokat halmazokrdl szélo allitasokra. Ezért
fontos annak vizsgalata, hogy az epigraf, illetve a nivéhalmazok mikor
rendelkeznek olyan, az el6z6 fejezetekbdl mar jol ismert halmaztulajdon-
sdgokkal, mint példdul a zartsag (8.8) vagy a konvexitds (8.12, 8.13).

Eloszor a zartsdg kérdésével foglalkozunk. Az errdl szdlé 8.8 tétel elott
elevenitsiink fel néhdny fogalmat a valds analizisbol.

Legyen ap € R (k = 1,2,...) egy szamsorozat. Az «y sorozat alsé
hatarértéke (limesz inferiorja)

lign inf oy, := sup{inf{ay : k > 1} : 1 € N'},
—00
és hasonléan az «y, sorozat fels6é hatdrértéke (limesz szuperiorja)
limsup o, := inf{sup{ax : k > 1} : 1l e N'}.
k—o0

Konnyen beldthatd, hogy o = liminfy_. o o [0 = lim supy,_, ., | pon-
tosan akkor, ha 3,7 € R, 8 < a < 7 esetén a sorozat véges sok eleme
kisebb [nagyobb], mint 3 [y], és végtelen sok eleme kisebb [nagyobb], mint
v [B].

Ha 8,7y € R, B < a < « esetén az «; sorozat véges sok eleme kisebb,
mint 3, és véges sok eleme nagyobb, mint v, akkor azt mondjuk, hogy az
a € R szam az oy, sorozat hatarértéke, jele o = limy_ o oy

Azt mondjuk, hogy az «j szdmsorozat konvergens, ha létezik véges
o = limy_,~ oy hatarértéke.

8.1. Allitas: Legyen
Gy :=inf{ag : k> 1}, vy:=sup{lag : k>1} (I eN).
Ekkor

lim G; = liminf ag, lim 4, = limsup ay.
l—o0 k—o0 l—o0 k—00

Bizonyitds: Példaul 5, (I = 1,2,...) monoton névé sorozat, igy limesze
elemeinek szuprémuma, lim inf ay. a

8.2. Allitas: Mindig teljesil, hogy liminf oy < limsup ay. Itt pontosan
akkor van egyenldség, ha létezik limy .o g, €s akkor

lim ap = liminf o = lim sup ay.
k—o0 k—o0 k—00
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Bizonyitds: Mivel 3; < -y, azért e sorozatok limeszeire is fenndll az egyen-
16tlenség.

Ha liminf o, = lim sup ay, akkor ezt a kozos értéket a-val jelolve, tet-
szOleges 3,7 € R, B < o < 7y esetén, elég nagy [-ekre

B<B <m<n,

igy B < ap <y miatt a kozos érték a = lim ay.

A forditott iranyhoz vegyiik észre, hogy ha létezik lim oy, akkor 3,v€R,
B < limag < v esetén létezik Iy € N index Ugy, hogy 8 < ap < v
valahanyszor k > ly. Ekkor [ > [y esetén

BB <m<ny.
A liminf, lim sup definicidja szerint ebbdl
0 < liminf ap < limsup ai < v
kovetkezik, és gy liminf oy, = lim sup ay. O
8.3. Alll’izis: A liminf oy [limsup ag] érték a legkisebb [legnagyobb]
olyan a € R szdm, amelyhez létezik az o, (k = 1,2,...) sorozatnak ay,

(1=1,2,...) részsorozata gy, hogy o = lim;_, o ;.

Bizonyitds: Legyen ay, az «j, sorozat létezd limeszii részsorozata. Ekkor
k; > i miatt

inf{ag, : i > 1} >inf{lag : k> 1} (1=1,2,...),
amibdl limeszeket véve

lim oy, > liminf oy
1—00 k—o00

kovetkezik.
Azt kell még megmutatnunk, hogy az «j sorozatnak van a liminf o
értékhez konvergald részsorozata. Viélasszuk meg ki-et gy, hogy

ki >1, 1 <ag, <B+1

legyen, majd ks-t tigy, hogy
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1
ke > k1 + 1, Bry11 < gy < Bryq1 + 3

legyen, és igy tovabb, altalaban k;-t tgy, hogy

1
ki 2 kjifl + 1) /Bki_1+1 S A, S ﬁk‘i_l—}—l + ;

legyen. A két szélsé sorozattal egyiitt az oy, részsorozat is a liminf oy
értékhez fog tartani.
A lim sup ag-ra vonatkozoé allitas hasonléan bizonyithaté. O

Analdg eredmények bizonyithatok az alsé [felsé] burkolékrél. Az anald-
gia okat [7] irja le.
Legyen S C R™ nemiires halmaz, f : S — R, tovabba S’ C S, = €

clS’. Az f fliggvény alsé [fels6] burkoldja az z pontban az S” halmazra
megszoritva

fg/(@) = sup{inf f(O(z,) N 5") : 6 > 0}
[fg(z) := inf{sup f(O(z,6) N S’) : 6 > 0}].

Konnyen belathaté, hogy o = iS/(x) [a = 75,@)] pontosan akkor, ha
B,y €R, B < a<yesetén

inf{d > 0:inf f(O(z,6)NS") <~} =0,
nt{s > 0:inf f(O(z,6) N S) < B} >0
[inf{d > 0 :sup f(O(x,0) NS") > B} =0,
inf{d > 0: sup f(O(z,0) NS") >~} > 0].
Ha 8,7y € R, § < o < 7y esetén 1étezik § > 0 ugy, hogy
B < inf f(O(z,6) N S’) <sup f(O(z,5)NS") <7,

akkor az o € R érték az f fiiggvény S’ halmazra megszoritott burkol6ja-
nak z pontban felvett értéke, melynek jele fg/(x).

Azt mondjuk, hogy az f fliggvény folytonos az x € S’ pontban az S’
halmazra megszoritva, ha létezik és véges az fg/(x) érték. Ekkor x € S’
miatt fg(z) = f(x).

8.4. Allitas: A fenti definicickkal teljestl, hogy

Lo(@) = Jim nf f(O(.0)NS) [Fy(@) = Jim sup f(O(.) NS
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Bizonyitds: Azt kell megmutatnunk, hogy 8,7 € R, 8 < [, (z) < esetén
létezik & > 0 gy, hogy 8 < inf f(O(xz,8) N S’) < ~ valahdnyszor 0 < & < .
Ha 8 < f,(z), akkor létezik 6 > 0, amelyre inf f(O(z,6) N S') > 3, ami
persze a d-nél kisebb pozitiv é-kra is érvényben marad. Ha fol) <7,
akkor persze inf f(O(z,0) N S’) < v minden § > 0 esetén. Mindezekb6l
latszik, hogy ) megfelel. O

8.5. Allitdas: Mindig teljesil, hogy iS,(az) < fo(x). Itt pontosan akkor
van egyenldség, ha létezik fo(x), és akkor

fo (@) = fo () = fo(2).

Bizonyitds: Megfelel6 valtoztatasokkal 8.2 bizonyitdsa alkalmazhato. O

8.6. Allitas: Az [ (@) [f g ()] érték a legkisebb [legnagyobb] olyan a € R
szam, amelyhez taldlhato

v >z, 2 €8, f(zg) — o (k— o0)
tulajdonsdgu pontsorozat.

Bizonyitds: Legyen xy, (k = 1,2,...) az allitdsban leirt tulajdonségu sorozat.
Ekkor minden v € R,y > « és minden § > 0 esetén létezik | € N 1gy,
hogy f(x;) <7, és x; € O(x,0) N S’". Ebbdl inf f(O(x,d) N S") < ~, és igy
f S,(:c) < ~v adddik. Mivel ez az egyenlStlenség teljesiil minden vy € R, v > «
esetén, azért is,(x) < a.

Azt kell még megmutatnunk, hogy a := f S,(:c) esetén is létezik az
allitasban leirt tulajdonsagi xp (k= 1,2,...) sorozat. 8.4 szerint tetszdle-

~

ges 3,7 €ER, B < fg(x) < esetén létezik 6 > 0 tgy, hogy
B <inf f(O(z,0)NS") <~ (0 <3 <6).

Vélasszuk a B, értékeket gy, hogy limeszik f S,(m) legyen, és a 0y

szamokat ugy, hogy a megfelel§ ]O,Sk[ intervallum elemei legyenek, és a
0 szémsorozat nulldhoz tartson. Ekkor a fentiek szerint valaszthatok xj
(k=1,2,...) pontok ugy, hogy

T € O(.%',(Sk) N Sl, Ok < f(xk) <y (k=1,2,.. )

teljestiljon, és akkor az x; pontsorozat megfelel. a
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A kovetkezO tételhez sziikségiink lesz még két fogalomra, ezek az f
fiiggvény epigrafja hipografja] az S’ halmazra megszoritva:

epigf = {(z,p) e R 2 el u> flx)}
hiposif == {(z,1) € R™ s 2 € 87, 1 < f(2)}].

Az (x, 1) kicsit pontatlanul az (27, 1) vektort jeldli (a késébbiekben is).
Itt sem tiintetjiik fel az S’ halmazt, ha S’ = S az egész értelmezési tar-
tomany. Nyilvan hipog/f = —epi_g/(—f), ezért példaul a kovetkezd két
tételben elég az epigrafra vonatkozo részt igazolni.

8.7. Tétel: Teljestil, hogy

epi (fg4) =cl(epis f)  [hipo(fg) = cl(hipo g f)].

Bizonyitds: Legyen (z, ) € cl(epi g f), ekkor létezik x € S" (kK =1,2,...)
pontsorozat és ur € R (k=1,2,...) szdmsorozat gy, hogy

flar) < pg, 2 — 2, pp — p (K — 00).

Eszerint x € cl.9’, és
f (@) <liminf f(zy) < limpg = p,

vagyis (z, ) € epi(f,) is teljesiil.

A forditott irdny1 tartalmazdshoz legyen (z, ;1) € epi(f,), ekkor létezik
xp (kK =1,2,...) S’-beli pontsorozat ugy, hogy az zj pontsorozat limesze
az x pont, mig az f(zy) szdmsorozat limesze az f, (z) < p szdm. Ha
lim f(zr) < p, akkor feltehetd, hogy f(zr) < p (K = 1,2,...), ezért
(xg,p) € epigif (K = 1,2,...), {gy limesze, (x,u) € cl(epig/f). Ha
lim f(x) = p, akkor feltehetd, hogy f(zr) € R (kK = 1,2,...), ezért

(zg, f(zg)) €epigrf (k=1,2,...), igy limesze, (x,u) € cl(epig/ f). O

Ahogy a sorozat konvergencidjanak a folytonossag felel meg, ugy felel
meg a liminf, lim sup létezésének a félig folytonossag.

Legyen S C R™ nemiires halmaz, f : S — R, tovabba S’ C S, z € §'.
Az f figgvény alulrdl [feliilr6l] félig folytonos (roéviden a.f.f., illetve
f.ff.) az x pontban az S’ halmazra megszoritva, ha

f@) = fg (@) [f(2) = fo(2)].
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Mivel z € S’ miatt f(z) > [, (2) [f(z) < for ()], azért csak az

f@) < fg (@) [f(2) > [o(2)]

egyenlétlenséget kell ellenérizni. (Amely egyenlétlenség teljesiil, ha f(z) =
—o0 [f(z) = o0], vagy ha x € S’ izolélt pont.)

Az f S,(m) [f g ()] definiciéjabdl latszik, hogy ez még azzal ekvivalens,
hogy ao € R, f(z) > a [f(z) < o] esetén 1étezik § > 0 gy, hogy

fly) > a[fly) <a] (y € Ox,0)NS’).

8.6-bdl kovetkezik, hogy a definici6 ekvivalens azzal, hogy minden, az x
ponthoz konvergald, S’-beli zy (k= 1,2,...) pontsorozatra

(&) < lmint f(my) [£(2) > limsup f(o1)
k—o0 k—o0

Nyilvan az f fliggvény pontosan akkor alulrél félig folytonos az x pont-
ban az S’ halmazra megszoritva, ha a — f fliggvény feliilrél félig folytonos
az & pontban az S’ halmazra megszoritva. (Mivel fg (z) = —(=f)s(z).)

Latjuk, hogy az f fliggvény pontosan akkor folytonos az x € S’ pontban
az S’ halmazra megszoritva, ha alulrdl és feliilrél is félig folytonos az x
pontban az S’ halmazra megszoritva, tovdbba f(z) véges. Sorozatokkal
megfogalmazva ez még azzal is ekvivalens, hogy f(x) véges, és minden
x ponthoz konvergalé S’-beli xp pontsorozatra teljesiil, hogy lim f(z)) =
f(@).

Ha valamelyik folytonossagi tulajdonsig az S’ halmaz minden pontja-
ban teljestil az S’ halmazra megszoritva, akkor azt mondjuk, hogy a folyto-
nosségi tulajdonség teljesiil az S" halmazon. Altaldban az S’ halmazt nem
emlitjiik, ha S’ = S az egész értelmezési tartomény.

8.8. Tétel: Tegyiik fel, hogy S’ zdrt halmaz. Ekkor a kévetkezd dllitdsok
ekvivalensek:

a) az [ figgvény a.f.f. [f.f.f.] az S’ halmazon;

b) az epig f [hipo g/ f] halmaz zdrt;

c)az{zr € S : f(x) < a} {z € 5 : f(z) > a}] nivéhalmazok zdirtak
minden o € R esetén.

Bizonyitds: Eloszor azt igazoljuk, hogy a)=b). Legyen (z,u) € clepig f,
ekkor létezik xp € S’ (k = 1,2,...) pontsorozat és ux € R (k = 1,2,...)
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szamsorozat ugy, hogy f(zr) < pk, és v, — = (k — 00), puxp — p (k — 00).
Az alulrdl félig folytonossdg miatt

po= lim gy, > liminf f(zy) > f(2),

tovdbba S’ zartsdga miatt x € S’. Ezért (z,u) € epig f, amit igazolni
kellett.

A b)=-c) irdny abbdl kiévetkezik, hogy

fre 8 f2) < a} x {a} = (epi s:) N (R" x {a}),
és itt a jobb oldali halmaz a feltétel szerint zart.

Végiil belatjuk, hogy c)=-a). Tegyiik fel indirekt, hogy f nem alulrdl
félig folytonos valamely = € S’ pontban az S’ halmazra megszoritva, vagyis
fo(x) < f(x). Ekkor létezik olyan, az x ponthoz konvergdlé, S'-beli zy
(k=1,2,...) pontsorozat, amelyre
Legyen o € R az | f (), f(x)[ intervallum eleme, ekkor elég nagy k index
esetén f(xg) < «, igy ezek az zj pontok a megfelel6 nivéhalmaz elemei.

A nivéhalmaz zartsdga miatt az f(z) < « egyenlStlenségnek is teljesiilni
kellene, holott f(x) > a. O

Az el6z6 két tételbol az is latszik, hogy
foicls — R [fg:cS = R]

alulrdl [feliilrél] félig folytonos fliggvény. Mivel nyilvdnvaléan az f fiigg-
vényt az S’ halmazon minoralé [majordld], a cl.S” halmazon értelmezett,
alulrdl [felilrol] félig folytonos fliggvények koziil a legnagyobb [legkisebb],
azért az S’ halmazra megszoritott f fiiggvény alulrdl [feliilrdl] félig
folytonos burkanak is nevezik. E fogalom kissé mddositott forméjara
is sziikségiink lesz a kés6bbiekben (vo. 9.2).

Az f: R" — R fiiggvény alsé [felsd] lezartja az

fTRY"=RI[f:R" > TR]
fiiggvény, ha f nem veszi fel a —oo [o0] értéket, kiilonben pedig az azonosan
—00 [09]

fiiggvény. Az alsé [felsd] lezart jele clf [cl f]. Az f fiiggvényt alulrél
[feliilr6l] zartnak nevezziik, ha

f=cdf[f=clf]

Most ratériunk a konvexitas kérdésére.
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Legyen S C R"™ nemiires halmaz, f : S — R, tovabba §' C S. Ha
az epi g f halmaz konvex, akkor azt mondjuk, hogy az f fliggvény konvex
az S’ halmazon. A g: S — R fiiggvény konkav az S’ halmazon, ha —g
konvex az S’ halmazon. A konvex és konkdv fliggvények kozotti egyszerti
kapcsolat miatt a tovdbbiakban csak a konvex fliggvényeket vizsgaljuk.

Az f: S — R fiiggvény (alsé) effektiv tartomdnya a

domf:={xeS: f(z) < oo}

halmaz, szigord epigrafja az S’ halmazra megszoritva a

sepig/ f := {(:c,u) ceR"ized, flx) < ,u}

halmaz. Néhany egyszerli észrevétel a most bevezetett fogalmakkal kapcso-
latban:
— Nyilvan

sepig f Cepig f C clsepig f,

tehat példaul az epigraf és a szigord epigréf lezartja megegyezik. (Ha kon-
vexek, akkor a relativ belsejiik is.)

— Az epig f és sepig f halmazok vetiilete az R™ x {0} altérre egyarant
(S N'dom f) x {0}, speciélisan ha az epig f és sepig f halmazok egyike
konvex, akkor az S’ Ndom f halmaz is konvex.

— Nyilvan

epi s f = epi s/ndom f.f5 €8 sepi g f = sepi sindom f f5

specialisan az f fiiggvény pontosan akkor konvex az S’ halmazon, ha az
S’ Ndom f halmazon konvex.

8.9. Allitas: Az epig f halmaz pontosan akkor konver, ha a sepig f
halmaz konvez.

Bizonyitds: El6szor belatjuk, hogy ha epig f konvex, akkor sepig/ f is
konvex. Legyen (z,u),(y,v) € sepigif, tovdibba 0 < A < 1. Ekkor
x,y € S'Ndom f, igy az S’Ndom f halmaz konvexitdsa miatt Ax+(1—\)y €
S'Ndom f. Legyen f(z) < p/ < u, f(y) <v' < v, ekkor epi g f konvexitdsa
miatt

FOzZ4+ (1 =Ny) <M+ (1= A < A+ (1= N,

vagyis A(x, u) + (1 — X)(y,v) € sepi g/ f, amit bizonyitani kellett.
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A forditott irdnyhoz legyen (x, u'), (y,v') € epig f, tovdbbad 0 <A <1.
Ekkor z,y € S’ Ndom f, igy az S’ N dom f halmaz konvexitdsa miatt
A+ (1 — XNy € " Ndom f. Legyen p/ < p € R,/ < v € R, ekkor
sepi g f konvexitisa miatt

fOz+ (1 =Ny) <Ap+ (1=
Tartsunk p-vel p'-hoz, v-vel v/-hoz. Ebbdl
FOx+ (1= XNy) <Ay’ + (1 =)/
adodik, vagyis A(z, 1) + (1 — N\)(y,v') € epig f, amit bizonyitani kellett.O

8.10. Koévetkezmény: Az f : S — R figguény pontosan akkor konvex
a konver C C S halmazon, ha x,y € C, u,v € R, f(x) < p, f(y) < v,
0< A<1 esetén

fOz+ (1 —=Ny) <Ap+ (1 =N

Bizonyitds: Mert az epicf halmaz pontosan akkor konvex, ha a sepicf
halmaz konvex. O

8.11. Kovetkezmény: Az f : S —| — oco,00] fiigguény pontosan akkor
konvex a konver C' C S halmazon, ha x,y € C, 0 < A <1 esetén

fQz+ (1 =XNy) <Af(z)+ (1 =N F(y).

Bizonyitds: Mert az epi ¢ f halmaz éppen akkor konvex, ha az epicndom f.f
halmaz konvex. a

8.12. Kovetkezmény: (Jensen-egyenl6tlenség) Az f : S —| — 00, 0]
fiiggvény pontosan akkor konvex a konvex C' C S halmazon, ha x1,...,x, €
C,M20,...,2 20, M +...+ X =1 esetén

fOazr + oo+ M) < Mf() + -+ A f ().

Bizonyitds: Az el6z6 kovetkezménybol adddik, k szerinti indukcidval. a
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A konvexitas tovabbi jellemzéseit keresve jutunk a 8.13, 8.14 és 8.17
allitasokhoz.

Az alabbi &llitds szerint konvex fliggvény nivéohalmazai is konvexek.
Megforditva nem: egy fo : R — R monoton fiiggvény nem feltétleniil
konvex, bar nivohalmazai konvexek.

8.13. Allitds: Legyen S CR™, f: S — R, tovdbbd C C S konvex halmaz.
Ha az f figgvény konver a C halmazon, akkor az {x € C : f(z) < a} és
{z € C: f(x) < a} nivdhalmazok konvexek minden o € R esetén.

Bizonyitds: Mivel
{reC: f(z) <a} x{a} = (epicf) N (R" x {a}),

azért {x € C : f(x) < a} konvex halmaz. Végil ha z1,29 € {x € C :
f(z) < a}, tovdabba 0 < A < 1, akkor 8.10 miatt

fQAz1+ (1= Nzx2) < da+ (1 - Na =q,

amibél az {x € C': f(z) < a} nivéhalmazok konvexitdsa is latszik. O

Az alabbi allitas szerint (amely 8.10 egyszerii kovetkezménye) egy fiigg-
vény konvexitdsa ekvivalens bizonyos egyvaltozés fliiggvények konvexitasa-
val.

8.14. Kovetkezmény: Legyen S C R", f : S — R, tovdibbda C C S
konvex halmaz. Jelolje Sy, mindazon N\ € R szdmok halmazdt, amelyre
x4+ Ay €8S (v,y € R"), és definialjuk a Cy, halmazokat hasonloképpen.
Jelolje tovdbbd f,, azt az Sy, halmazon értelmezett figgvényt, amely a
A€ Syy helyen az f(x 4+ Ay) € R értéket veszi fel. Az f fiigguény pontosan
akkor konver a C halmazon, ha minden x,y € R" esetén az f, fliggvény
konvexr a Cy , halmazon. O

Ezért fontos, hogy egyvaltozos fliggvények konvexitasanak tovabbi jel-
lemzéseit adjuk.

8.15. Allitds: Legyen C' C R konvex halmaz (vagyis intervallum), tovdabbd
f:C —=R. Jelolje g az aldbbi fiiggvényt:

f) =)

/ -

MN e O, N < ).
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Az f fiigguény pontosan akkor konver a C halmazon, ha a g fliggvény
értelmezési tartomdnydbdl vald (Nj, A1) < (N, A2) szdmpdrokra

g\, A1) < g(Ag, A2)

teljestil.

Bizonyitds: Az allitas “csak akkor” részét igazoljuk, a gondolatmenet meg-
forditasaval bizonyithat6 az “akkor” irany is.
8.11-et haszndljuk. Elészor tekintsiikk a A} = N, esetet. Ekkor A\ =
I +e(A2 — \)), ahol

A1 — N
0 = <1
<e= S N <b
ezért f(M) < ef (Mo) + (1— ) f(M), amibdl g(Xp, A1) < g(Xp, Az) adédik.
A A1 = )Xy eset ebbdl f-nek az ordindtatengelyre vald tikrozésével

adédik, az altalanos eset pedig a targyalt esetekbdl, hiszen ezek szerint

g( /1’)‘1) < g()‘ll’)‘2) < g()‘/2’)‘2)'
O

Minden C' € R"™ konvex halmaz meghatiroz egy indc : R" — R konvex
fliggvényt, a C halmaz indikatorfiiggvényét, amely a C' halmaz pontjain
0 értéket vesz fel, masutt pedig oo értéket. Kevésbé nyilvanvaléan minden
C C R konvex halmaz meghatéroz egy epi~! (C) : R" — R konvex
fliggvényt az alabbi éllitasban leirt moédon:

8.16. Allitas: Legyen C C R™1 tetszbleges konvex halmaz, tovdbbd
(epi™ " (C)(@) :=inf{u: (z,p) € C} (x € R™).

Ekkor epi~t (C) : R" — R konvex fiigguény. (Emliékeztetink rd, hogy
inf ) = co0.) Tovdbbd (0,1) € recC' esetén

epi (epi ! (C)) = { (&, 1) € ™+ (2,/1) € C (1 < ju < 00) }
a C-t tartalmazo, cl C-beli halmaz.

Bizonyitds: 8.10 egyszert kovetkezménye. a

Ha f: R" — R tetszéleges fiiggvény, akkor a 8.16-ban leirt médon a
conv (epi f) konvex halmazbdl meghatarozott fiiggvényt f konvex burka-
nak nevezziik, és conv f-fel jeloljiik. Altaldban adott fi (i € I) fuggvény-
rendszer esetén conv { f; : i € I'} jeldli a 8.16 segitségével az conv (U;crepi f;)
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konvex halmazbd6l meghatarozott fliggvényt. (Vagyis a conv (infics fi(.))
fiiggvényt.)

8.17. Allitas: Az f : R — R figguény pontosan akkor konvez, ha
conv f = f.

Bizonyitds: Az éallitas a
sepiconv f = conv sepi f

azonossag kovetkezménye. (Epigrafokra hasonld azonossag nem 4all fenn —
gondoljunk a ||.||~! fiiggvényre! —, csak

conv epi f C epiconv f C clconvepi f

bizonyithatd.) O

Kovetkez6 célunk konvex fliggvény epigrafja, nivéhalmaza relativ bel-
sejének, lezdrtjanak meghatdrozdsa. Mivel tetszéleges f : S — R konvex
fliggvényt epigrafja megvaltoztatasa nélkiil kiterjeszthetiink az egész R"
téren értelmezett, konvex fiiggvénnyé, értékeit az S halmazon kiviil co-nek
definidlva, azért a kovetkezOkben, az epigraffal kapcsolatos vizsgalddasok
soran, az altalanossag csorbitdsa nélkiil csak az egész R™ téren értelmezett
fliggvényeket vizsgalunk.

8.7 leirja egy tetszdleges f : R™ — R fiiggvény epigrafjanak lezartjat,
mint az alulrdl félig folytonos burok epigrafjat. A kovetkezd tétel az epigraf
relativ belsejérdl szol konvex f: R™ — R fiiggvény esetén.

8.18. Tétel: Bdrmely f : R™ — R konvex fiigguény esetén

riepi f = {(x,,u) e R":z eridom f, u > f(x)}

Bizonyitds: A C tartalmazds nyilvanvalé: ha (x,pu) a riepif eleme, de
példéul = & ridom f, akkor a jobb oldali halmaz egy elemét tilhizva rajta
kilépnénk az epi f halmazbd6l. Az = € ridom f, f(z) = p eset hasonléan
intézhet6 el, ekkor az (x, u+ 1) pontot tilhizva az (z, 1) ponton lépiink ki
az epi f halmazbdl.

A D tartalmazéshoz legyen Z € ridom f, és co > i > f(&). Vélasszuk
a dom f halmazbdl az aff dom f halmaz egy affin bézisat, és toljuk el ugy,

163



hogy az & pont az affin bazis konvex burkanak relativ belsejébe kertiljon
(példaul pontjainak dtlaga legyen, vo. 4.2). Ha sziikséges, az & ponthoz
kozelebb hizva a pontokat, az aff dom f olyan dom f-beli {ay,...,a,} affin
béazisdhoz jutunk, hogy az altala feszitett szimplexet Q)-val jelolve & € ri Q.
Legyen

o0 >a>max{f(a;):i=1,...,7}

Tetszoleges © € @ esetén z el6all, mint
r=MNai+ ...+ Aa,, ahol \; >0, \{ +...+ A\ =1,
és igy sepi f konvexitasa miatt
flz)<ha+...+ a=A+...+\)a=qa.

Ezért a (11 Q) x]a, oo[ relativ nyilt halmaz epi f része, és nyilvan megegyezik
az affin burkuk. Mivel (Z, a4+ 1) az elébbi halmaz eleme, azért riepi f eleme
is. Ez a pont tulhtizhaté az epi f halmazban az (&, i) ponton, igy az utébbi
pont is riepi f eleme, amit igazolni kellett. O

8.19. Kovetkezmény: Legyen « wvalds szam, f konvex fligguény gy,
hogy valamely x esetén f(x) < a. Ekkor mdr valamely x € ridom f esetén

flz) <.

Bizonyitds: Ha az {(z,p) : ¢ € R", p < a} nyilt féltér belemetsz a konvex
epi f halmazba, akkor a riepi f halmazba is belemetsz. O

8.18-nak (és a mésodik Hahn-Banach-tételnek) egy tovabbi egyszerii
kévetkezménye, hogy ha f : C' — R a C C R" konvex halmazon értelmezett
fliggvény, tovabba f és —f is konvex a C halmazon, akkor 1étezik ¢ affin
fliggvény gy, hogy az f fliggvény a ¢ affin fliggvény megszoritiasa a C
halmazra. Ugyanis konnyen beldthaté, hogy a diszjunkt relativ belsejd,
konvex

. ) E 0 .
epicf és ( 0 —1 )eplc(—f)
halmazokat szepardld hipersik egy megfeleld affin fiiggvény grafja lesz.

A kovetkez6, a nivohalmazok relativ belsejét és lezartjat leiré 8.20
tétel példaul a konvex fliggvények folytonossaganak vizsgalatandl, 10.1-ben
hasznalhato fel.
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8.20. Tétel: Legyen f konvex fliggvény, tovdibbd o € R olyan szam,
amelyre o > inf f. Ekkor az {z : f(z) < a} és {x : f(z) < a} konvez
nivéhalmazoknak ugyanaz a lezdrtjuk és a relativ belsejiik, nevezetesen

{z: f(z) < af, illetve {x € ri(dom f) : f(x) < a}.
Tovabbad ugyanaz a dimenziojuk, mint a dom f halmaznak.

Bizonyitds: Legyen M az {(x,«a) : x € R"} vizszintes hipersik. 8.18 és 8.19
szerint M belemetsz a riepi f halmazba. 4.16 szerint az

Mnepif={a: f(z) < a} x {a}

halmaz lezartja és relativ belseje M Ncl (epi f) és M Nri(epi f). Természe-
tesen cl (epi f) = epi(f). Ezért

ciz: f(z) <a} ={z: f(z) < a},
vi{z: f(z) <a} = {zeri(domf): f(zx) < a}.

Az utobbi egyenléség szerint
rife: f(z) <of C{a: f(z) <o} C{z: f(z) <a},

és igy az {z : f(x) < a} konvex halmaznak ugyanaz a relativ belseje és
lezartja, mint az {z : f(z) < a} konvex halmaznak. Az is latszik, hogy a
szereplé nivéhalmazok dimenziéja megegyezik. A dimenzidkra vonatkozd
allitdshoz ezek utén elég észrevenni, hogy ha xg € ri(dom f), és f(zo) < a,
akkor tetszleges x1 € dom f esetén létezik olyan x| pont |xg,z1[-bdl (és
igy ridom f-bol), amelyre f(z}) < « teljesiil (alkalmazzuk 8.19-et az f
fiiggvény [z, 1] szakaszra valé megszoritdsira). Ekkor az x; pont az xg
és x| pontok dltal meghatdrozott egyenes eleme lesz, és maris ldtszik, hogy
a tételben szerepld nivéhalmazok relativ belsejének (és igy lezartjanak is),
valamint a dom f halmaznak ugyanaz az affin burka. O

8.21. Kovetkezmény: Ha f a.f.f., konvex figguény, amelynek effektiv
tartomdnya relativ nydlt, akkor inf f < o < 0o esetén

ri{z: f(r) <ap ={z: f(z) <aj,
c{z: f(zx) <a} ={z: f(z) < a}.

Bizonyitds: Itt f = f, és ri(dom f) = dom f. 0
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Kovetkez6 célunk a negyedik fejezetben konvex halmazok esetében bi-
zonyitott felcserélhetéségi tételek megfeleléinek igazoldsa a konvex fliggvé-
nyek altalanossdgaban. Ehhez a cl, majd a rec operatort vizsgaljuk.

Az f: R"™ — R konvex fiiggvényt valédi konvex fiiggvénynek nevezziik,
ha epigrafja nem iires, és nem tartalmaz fliggoleges egyenest, vagyis az f
fliggvény nem az azonosan oo fliggvény, és sehol sem veszi fel a —oo értéket.
A g : R" — R konkav fiiggvény valédi konkav fiiggvény, ha —g valédi
konvex fliggvény. Nyilvan egy valédi konvex [konkav] fiiggvény pontosan
akkor alulrdl [felilrél] zart, ha alulrdl [feliilrél] félig folytonos, mig egy nem
valédi konvex [konkdv] fiiggvény pontosan akkor alulrdl [feliilré]] zart, ha az
azonosan oo vagy az azonosan —oo fiiggvény. Konvex fliggvények esetében
mindig az also lezartrdl, konkav fiiggvények esetében mindig a fels6 lezartrol
lesz sz6, igy az ala-, illetve foléhtizést elhagyjuk a cl, illetve cl jelolésbdl
(vo. a 8.19 utédni megjegyzéssel).

8.22. Allitas: Ha f nemuvalddi, konvex figgvény, akkor f(x) = —oco min-
den x € ridom f esetén. fgy egy nemvalodi, konvex fligguény szikségképpen
végtelen értékeket vesz fel, leszamitva esetleg effektiv tartomdnya egyes re-
lativ hatdrpontjait.

Bizonyitds: Ha dom f nemiires, akkor f nemvalédi volta miatt van olyan xg
eleme is, ahol f(xg) = —oo. Legyen z tetszbleges ridom f-beli pont, hizzuk
ezen tul az xp pontot a dom f halmazban, az igy kapott pontot jelolje .
Ekkor x az xg és x1 pontok pozitiv konvex kombindcidja, vagyis létezik
1 > A > 0 szdm ugy, hogy x = Azg + (1 — N\)xy. 8.10 szerint tetszleges
a > f(xg) és B> f(x1) valds szamok esetén

fl@)=fAzo+ (1 = XN)z1) < da+ (1 —N)S.
Mivel f(zg) = —o0, és f(x1) < 00, azért sziitkségképpen f(z) = —co. O

8.23. Kovetkezmény: Ha f nemwalddi, konvex figgvény, amelynek
effektiv tartomdnya relativ nyilt, akkor nem vehet fel véges értékeket. O

8.24. Allitas: Legyen [ wvalodi konvex fliggvény. Ekkor cl f zdrt, valodi
konvex fligguény. Tovdbbd cl f mindenttt megegyezik az f figgvénnyel,
leszamitva esetleg dom f néhdny relativ hatdrpontjdt.

Bizonyitds: Mivel epi (cl f) = cl(epi f), és epi f konvex, azért epi (cl f) zart,
konvex halmaz, és cl f alulrdl félig folytonos fiiggvény. A clf fiiggvény
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valodisaga, és igy zartsaga is az allitds hatralévo részének kovetkezménye
8.22 szerint, mivel f véges a dom f halmazon. Adott = € ri(dom f) esetén
tekintsiik az M := {z} x R affin halmazt. 8.18 szerint M belemetsz az
epi f halmaz relativ belsejébe, igy

MNcl(epif)=cl(MnNepif)=Mnepif.

Eszerint (cl f)(z) = f(z). Tegyiik fel most, hogy x ¢ cl(dom f). Mivel
clf = f, azért
cl(dom f) 2 dom (cl f) D dom f,

igy ekkor (cl f)(x) és f(z) is oo-nel egyezik meg. O

8.25. Kovetkezmény: Ha f egy valddi konver figgvény, amelynek ef-
fektiv tartomdnya affin halmaz, akkor f zdrt.

Bizonyitds: Most rbdom f = (), igy cl f = f. O

8.26. Tétel: Legyen f wvalddi konvex figguény, tovaibbd x € ri(dom f).
Ekkor

(1 f)(y) = lim f((1 =)z +Ay)
minden y esetén.

Bizonyitds: Legyen A\ (k = 1,2,...) ]0,1[-beli szdmoknak egy 1-hez tartd
sorozata, tovabba xp = (1 — Agp)z + A\gy. Azt kell megmutatnunk, hogy
(cl f)(y) = lim f(z). Mivel cl f = f alulrdl félig folytonos, azért

(cl f)(y) < liminf f(z).

Miésfelél legyen [ olyan szam, amelyre 5 > (cl f)(y), tovdbba a > f(z).
Ekkor

(y, ) € epi(cl f) =cl(epif), és (z,a) € ri(epi f),

fgy
(1= \) (@, @) + M(y, B) € xi(epi f) (k= 1,2,...),
amibol
flz) < (1= Mp)a+ B (E=1,2,...),
és igy

limsup f(xx) < limsup((1 — A\g)a + A\pB3) = 8
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addédik. Eszerint
limsup f(zx) < (cl f)(y)

is fennall. O

8.27. Kovetkezmény: Ha f zdrt, valodi konver figguény, akkor

fly) = lim f((1 =Nz +Ay)

minden © € dom f és minden y esetén.
Bizonyitds: Legyen
p(A) == f(1=Nz+Ay) (AER).
Ekkor ¢ valddi konvex fiiggvény a valds szamok halmazan, amelyre

p(0) = f(z) < o0, és (1) = f(y).

Tovébba ¢ alulrdl félig folytonos 8.8 szerint, mivel a {A : ¢(A) < o}
nivéhalmazok a {z : f(z) < a} zart halmazok inverz képei a

A= (1=XNz+ A y==z

folytonos leképezésnél. A o fliggvény effektiv tartoméanya egy intervallum.
Ha ennek az intervallumnak a relativ belseje belemetsz a ]0,1[ interval-
lumba, akkor 8.26 szerint

Jm o(d) = (cl)(1) = ¢(1),

kiilénben pedig dom ¢ C] — o0, 0], és igy
Jm p(A) =00 = ¢(1).

O

Egy f : R™ — R fiiggvény kipfiiggvény, ha epigrifja kip, pozitiv
homogén fiiggvény, ha minden = € R" esetén

fQAz) =Af(z) (0 < A < 00).

Egy kupfiiggvény az origéban nyilvan csak 0 vagy —oo értéket vehet fel.
Konnyen belathaté az is, hogy a kupfiiggvények éppen azok a pozitiv ho-
mogén fliggvények, amelyek az origéban nempozitiv értéket vesznek fel.
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Tovabba egy nem azonosan oo, alulrdl félig folytonos, pozitiv homogén
fliggvény kupfiiggvény is. Specidlisan zart, valédi konvex fliggvényekre a
két tulajdonsag megegyezik, és ekkor f(0) = 0.

8.28. Allitas: Ha f walddi konvex kupfigguény, akkor f(0) =0, és

x4+ o4+ M) S A f(e) + .0+ A f(ag)
(M >0,...,0>0;2q,...,2p, €R").

Bizonyitds: Feltehetd, hogy z; € dom f (i = 1,...,k). Ekkor
(xla f(xl))v R (wkv f(xk)) € epl f7

és igy
A(zy, f(21) + .o+ Ak(ag, f(2r)) € epi f,

mivel az epi f halmaz konvex kup. Eppen a kivant egyenlGtlenséghez ju-
tottunk. O

8.29. Kovetkezmény: Ha f valddi konvex kipfiggvény, akkor f(—z) >
—f(x) minden x esetén.

Bizonyitds: 8.28 szerint

f@)+ f(=z) = fz —z) = f(0) = 0.
O

Legyen f : R™ — R konvex fiiggvény, amely nem azonosan co. Ekkor az
f figgvény epigrafja egy nemiires, konvex halmaz, beszélhetiink a recesszios
kipjérdl. Definicié szerint (y,v) € rec (epi f) pontosan akkor, ha

(1) + My, v) = (x + Ay, p + A\v) € epi f
minden (z, ) € epi f, és XA > 0 esetén. Ez azt jelenti, hogy az
fl@+Xy) < flz) + v

egyenlStlenség fennall minden x és A > 0 esetén. Az y vektort rogzitve a
fenti egyenléséget kielégité v szamok halmaza alulrdl zart, feliilrél korlatlan
intervallum, igy rec (epi f) valamely konvex kupfiiggvény epigréifja. Ezt a
fliggvényt nevezziik az f fliggvény recesszids fliggvényének, jele rec f.
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8.30. Tétel: Legyen [ zdrt, valodi konvex fiiggvény. Ekkor recesszids
fliggvénye zdrt, valodi konvex kupfiigguény, és tetszdleges x € dom f esetén
az aldbbi képlet hatdrozza meg

Sty = fl@) L fle+Ay) — f(=)
<nmfxw-—§£ 3 = lm 3 -

Bizonyitds: Csak a kiemelt egyenlGségeket kell igazolnunk, ezek kozil az
els6 a definicié el6tti fejtegetés kovetkezménye (ldsd még 4.9), a masodik
pedig 8.14-é és 8.15-é, melyek szerint a

flx+y) = f(2)
)

A= (A>0)

fliggvény monoton noévekszik. a

Példaul legyen AT A € R™™" egy (szimmetrikus, pozitiv szemidefinit)
matrix, tovabba b € R™, v € R. Legyen tovabba

f(@) =2t AT Az +bT2 + v (z € R™),

ekkor 8.11 segitségével konnyen belathatd, hogy f valédi konvex fiiggvény.
Nyilvan folytonos is, specialisan zart. 8.30 szerint, 0 € dom f miatt

bTy, ha Ay =0,
00, egyébként.

(rec f)(y) = Tim (A\"1yT AT Ay + BTy + Ay) = {

lim
A—0+
Specidlisan ha AT A nemszinguldris is (azaz ha r (A) = n), akkor rec f a
{0} halmaz indikatorfiiggvénye.

Most mar ratérhetiink a felcserélhetdségi tételekre.

Ha f valédi konvex fliggvény, akkor tetszdleges A > 0 esetén a Af
fiiggvény is valédi, konvex fiiggvény (8.11), amely zart is, ha f zart (8.8
c)). Hasonlé allitas mondhaté ki konvex fiiggvények Osszegérol is.

8.31. Tétel: Legyenek fi,..., fr valodi konvex fiigguények, jeldlje f az
osszequket. Ha minden f; zdrt, és f nem azonosan oo, akkor f zdrt, valodi
konvex fiigguény, és

rec f = (rec f1) + ...+ (rec fx).
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Ha az f; fiigguények nem mind zdrtak, de a ri(dom f;) halmazok dsszemet-
szenek, akkor

cdf=(clfr)+...+(cl fr).

Bizonyitds: Legyen
z € ri(dom f) = i (N¥_;dom f;).

8.26 szerint minden y esetén

k
(clf)(y) = lim f((1 =Nz +Ay) = lim SR =Nz + Ay).
=1

Ha minden f; zért, akkor az utébbi limesz éppen f(y) 8.27 szerint, igy ekkor
cl f = f. Ha pedig nem minden f; zart, de effektiv tartoméanyaik relativ
belsejei 0sszemetszenek, akkor

ri (Nf_dom f;) = Nf_yri (dom f;)

miatt x mindegyik f; fliggvény effektiv tartomanyanak relativ bels6 pontja,
és 8.26 szerint az utébbi limesz Y, cl fi(y), igy ekkor clf = >, clfi. A
recesszios fliggvényekrol szolé egyenloség a 8.30-beli limeszképlet kovetkez-
ménye. a

8.32. Tétel: Legyen I tetszdleges indexhalmaz, tovabbd f; (i € I) valodi
konvez fiiggvények, és jelolje f az f; figgvények (pontonkénti) szuprému-
mdt. Ha f véges valahol, és minden f; zdrt, akkor f zdrt, valddi konvex
fligguény, és

rec f = sup{rec f; : i € I}.
Ha nem minden f; zdrt, de létezik a Nierri(dom f;) halmazban olyan &
elem, amelyre (&) véges, akkor

cl f =sup{cl f;:i €I}

Bizonyitds: Mivel epi f az epi f; halmazok metszete, azért konvex, és zart
is, ha minden f; zart. A recessziés fliggvényekrél szdlo képlet 4.17 kovet-
kezménye. A lezartakrdl szdlo képlet 4.16 c¢) és 8.18 kovetkezménye: a
ri (epi f;) halmazok metszetében benne lesz az (z, f(&) + 1) pont. O
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A C C R™ konvex halmaz tamaszfiiggvénye a

suppc(x) := sup {xTy (Y € C}
fliggvény. 8.32 szerint egy nemiires C' C R™ konvex halmaz tamaszfiiggvé-
nye zart, valdédi konvex kipfiiggvény.
8.33. Tétel: Legyenek f1,...,fm az R™ téren értelmezett, valodi konvex
fiiggvények, és jelolje f a konvex burkukat. Ekkor

)\1205 Z;il)‘lzla n
x; € dom f;, Y Ny = } (z € RY).

f(z) = inf {Z Aifi(i)
i=1

Ha még az is teljesiil, hogy az f; fiiggvények mind zdrtak, és mindnek
ugyanaz az fo fugguény a recesszios fligguénye, akkor f is zdrt, valodi kon-
vex fiigguény, amelynek szintén fo a recesszids figgvénye. Tovdbbd a fenti
képletben az infimum felvétetik minden x € dom f = conv (Udom f;) esetén.

Bizonyitds: Definicié szerint f(z) azoknak a u értékeknek az infimuma,
amelyekre (x,u) € C, ahol C' a C; := epi f; konvex halmazok tnidjanak
konvex burka. 4.30 szerint (z, 1) € C pontosan akkor, ha (z, ) kifejezhetd
az alabbi konvex kombinacidként

m

(@, 1) = Y Nl i) = (2 Niwiy 2 Nigua),

i=1

ahol (x;, ;) € C;. Tehat f(z) a Y \jp; értékek infimuma, mikézben
x =Y Nizwj és u; > fi(x;). Ebb8l mér latszik a tételbeli képlet érvényessége.

Ha most a C; halmazok zartak is, tovabba recesszids kipjuk ugyanaz
a K := epi fy zart, konvex kup, akkor 4.32 szerint C' is zart, konvex hal-
maz, amelynek recessziés kipja szintén a K kip. Mivel (0,1) € K, és
(0,—1) & K, azért az is latszik, hogy a C' halmaz egy zart, valédi konvex
fliggvény epigrafja. Ez a fiiggvény nem lehet mas, mint f, igy rec f = fj.
Mivel z € dom f esetén & := (x, f(x)) € C, azért f(x) kifejezhetd, mint
> Aip; konvex kombinacié, ahol Y Ajx; = x és p; > fi(x;) (ldsd a bi-
zonyitds elsd részét), és itt pozitiv \; esetén p; nem lehet nagyobb, mint
fi(z;). Ezért az infimum felvétetik. g
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8.34. Tétel: Legyen A € R™X", és g: R™ — R wvalddi konvex fiigguény
gy, hogy goA nem azonosan oo. Ha g zdrt, akkor goA is zdrt, valodi konvex
fliggvény, és rec(go A) = (recg) o A. Ha g nem zart, de Az € ri(dom g)
valamely x esetén, akkor cl(go A) = (clg) o A.

Bizonyitds: A go A fliiggvény epigrifja az epig halmaz B : (z,u) — (Ax, )
(folytonos) linedris transzformécionél vett inverz képe, igy konvex, ha g
konvex, és zart is, ha g zart. A recesszids fliggvényekrdl szolo képlet 4.28,
mig a lezartakrodl szo6lo képlet 4.27 és 8.18 kovetkezménye. O

Legyen h : R" — R, A € R™*". Jelolje Ah az alabbi képlettel leirt
fliggvényt:
(Ah)(y) := inf{h(z) : Az =y} (y € R™),

Konnyen belathato, hogy

sepi Ah = Bsepih, ahol B := < 61 (1) ) ,
ezért h konvexitdsa esetén Ah is konvex fiiggvény lesz. Epigrafokra altald-

ban csak
Bepih C epi Ah C cl(Bepih)

all fenn. Az Ah fliggvény zartsdgara ad elégséges feltételt az aldbbi

8.35. Tétel: Legyen h : R" — R zdrt, valodi konvex fiigguény, tovdbbd
A e R™*™  Tegyik fel, hogy Az # 0 minden olyan z esetén, amelyre
(rech)(z) < 0, és (rech)(—z) > 0. FEkkor az Ah figgvény zdrt, valédi
konvex fiigguény, ésrec (Ah) = A(rech). Tovibbd az (Ah)(y) definicidjdban
szerepld infimum felvétetik minden y € dom Ah = Adom h esetén.

Bizonyitds: Tekintstik h epigrafjét (ez nemiires, zart, konvex halmaz), és a
B : (x,u) — (Az,p) linedris transzforméciét. Az epih halmaz recesszids
kipja epi(rech), linealitds tere pedig olyan (z,u) vektorokbdl &ll, ame-
lyekre (rech)(z) < p, és (rech)(—z) < —pu. Ezért epih és B kielégitik
4.24 feltételeit. Oda jutunk, hogy B(epih) zart, konvex halmaz, amelynek
recesszios kipja B(epi (rech)). Tovabba

B(epih) = epi(Ah), és B(epi (rech)) = epi (A(rech)).

Latszik, hogy Ah alulrdl félig folytonos, konvex fliggvény, és a recesszids
fliggvényekrol szolo képlet is. Hogy beldssuk az Ah fliggvény valédisagat,
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azt kell megmutatnunk, hogy az epi (Ah) halmaz nem tartalmaz fliggéleges
egyenest. A fiiggbleges egyenes jelenlétébél kovetkezne, hogy epi(Ah)
recessziés kipja, B(epi(rech)) tartalmazna (0,p) alakd vektort, ahol
w < 0. Ekkor az epi (rec h) halmaz tartalmazna (z, ) alaki vektort, amely-
re Az =0, és p < 0. Erre a z vektorra teljestilne, hogy (rech)(z) < 0, és
8.29 szerint

(rech)(—z) > —(rech)(z) > 0,

ellentmondasban a tétel feltételével. Az van héatra, hogy megmutassuk,
hogy minden olyan y esetén, amelyre (Ah)(y) # oo (vagyis az Az = vy,
x € domh rendszer megoldhaté), az (Ah)(y) definiciéjdban szerepld infi-
mum felvétetik valamely x esetén. Ez pedig vildgos abbdl, hogy

(y, (Ah)(y)) € epi Ah = Bepih,

és gy (v, (Ah)(y)) = (Az, h(x)) valamely x esetén. O

Legyenek f1,..., fr konvex figgvények az R™ téren. Az fi,..., fx
fliggvények konvolicidja az

f(z) :=inf{fi(x1) + ...+ fu(zg) cx1+ ... +xp =2z} (x € R")

képlettel definialt fiiggvény, jele f = f10...0f%. A kénnyen ellenérizhet6

sepi (f10f2) = sepi f1 + sepi fo

azonossaghdl adédik, hogy a O miivelet kommutativ, asszociativ és kon-
vexitas-megorzo.

Példaul ha f az euklideszi norma, és g egy C C R"™ konvex halmaz
indikatorfiiggvénye, akkor az

(fB9)(z) = inf |l —yl| (x € R")
yeC
figgvény a C' halmaz &ltal megadott tavolsagfiiggvény, melynek jele

diStC .

8.36. Kovetkezmény: Legyenek f1,..., fr zdrt, valodi konvex fiigguények
az R"™ téren, jeldlje f a konvolicidjukat. Tegyik fel, hogy z1 + ...+ z1 # 0
minden olyan z1,...,z, vektor-k-as esetén, amelyre

(rec f1)(21) + ... + (vec fi)(zx) <0,
(rec f1)(—21) + ... + (vec fr)(—zx) > 0.
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Ekkor f zart, valddi konvez figgvény, és az f(x) definiciojaban szerepld
infimum felvétetik minden x € Y dom f; esetén (mdsutt pedig co). Tovdbbd

rec f = (rec f1)0...0O(rec fi).

Bizonyitds: Legyen A az RF" térrél a R™ térbe vezets “Osszeadds” linedris
leképezés, vagyis

A:(xl,...,xk)Hx1+...+xk (xieR"),

és legyen h az az RF™ téren értelmezett, zart, valédi konvex fiiggvény, ame-
lyet a

h(:Cl, ... ,l’k) = fl(:t?l) + ...+ fk(xk) (xz S Rn)
egyenléség definial. Alkalmazzuk 8.35-6t erre az A leképezésre és a h
fliggvényre. a

A poliédrikus fuggvényekre vonatkozd felcserélhetéségi tételeket egy
tételbe gylijtottiik ossze. Az f : R™ — R konvex fiiggvény poliédrikus
fliggvény, ha epigrafja poliéder.

8.37. Tétel: Legyenek fi1,..., fr poliédrikus, konvex figgvények, ekkor
a) fi + ...+ fr is poliédrikus figgvény;

b) max;<i<y fi is poliédrikus figguény.

¢) ha mégrec f; = fo (i = 1,...,k) is teljesil, akkor conv{f; :1 <1i <k}
is poliédrikus fiiggvény.

Legyen most A € R™*™ tovdbbd [ az R™ téren, g pedig az R™ téren
értelmezett, poliédrikus, konvex figgvény. Ekkor
d) a g o A konvex fliggvény is poliédrikus;

e) az Af konvex fiigguény is poliédrikus, és a definicidjaban szerepld infi-
mum felvétetik, ha véges.

Legyen f1, fo az R™ téren értelmezett, poliédrikus, konvex fligguény.
Ekkor
f) az f10fs fligguény is poliédrikus konvex fiigguvény, amely ha valddi, akkor
a definiciojaban szerepld infimum felvétetik minden x € dom f; 4+ dom fo
esetén (mdsutt pedig o).

Bizonyitds: a) Elég a k = 2 esettel elbanni. Teljestil, hogy f; = h; + indp,
(1 = 1,2), ahol P;, P, poliéderek, és
hi(z) = maxialz —a; i = 1,...711%,

he(x) = max b?x—ﬂj:jzl,...,lg
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Legyen P := P N P, ¢;; :== a; +bj, és 7;; := o; + (3. Ekkor P poliéder, és
f1+ fo = h+indp, ahol

h(z) ::max{c;-rj:v—’yl-j:izl,...,ll;jzl,...,lg}.

Ezért f1 + fo poliédrikus fiiggvény.
b) 8.32 bizonyitasabdl latszik, mivel poliéderek metszete is poliéder.
Hasonléan bizonyithat6 c) 8.33 és 4.31 segitségével, d) 8.34 és 3.25, e)
8.35 és 3.25, f) 8.36 és 3.25 segitségével. 0

A felcserélési tételek azért kiilonlegesen fontosak, mert a benniik sze-
repl6 transzforméaciok megorzik a fliggvények zartsagat és konvexitasit, mig
magaban a zartsagot esetleg nem. Fz a tény Weierstrass alabbi tétele miatt
jelentGs.

8.38. Tétel: (Weierstrass) Legyen S C R™, S’ C S nemiires halmaz,
tovdbbd f : S —] — 0o,00| az S’ halmazon alulrél félig folytonos és nem
azonosan oo fuggvény. Tekintsuk a

(P): inf f(z), x € S

programot. Tegyiik fel, hogy az aldbbi a), b) és c) feltételek legaldbb egyike
teljestl
a) az S’ halmaz kompakt;
b) az S’ halmaz zdrt, és az {x € S" : f(x) < f(y)} ndwdhalmaz korldtos
valamely nem optimdlis y € S’ pont esetén;
¢) az S’ halmaz zdrt, és limy_.o f(xr) = oo minden olyan S'-beli xy
(k=1,2,...) pontsorozatra, amelyre limy_, ||xg|| = oo.

Ekkor a (P) program optimumértéke felvétetik, az optimdlis megolddsok
halmaza kompakt, és minden optimalizdlé sorozat az optimdalis megolddsok
halmazdhoz tart.

Bizonyitds: Tegyiik fel elészor, hogy teljesiil az a) feltétel, és legyen xy
(k=1,2,...) optimalizdl6 sorozat, tehdt zx €S’ (k=1,2,...), és f(xx) —vp
(k — o0), ahol vp szokds szerint a (P) program optimumértékét jeloli.
Mivel az S’ halmaz kompakt, azért az zj (k = 1,2,...) sorozatnak 1étezik
konvergens részsorozata, legyen ez éppen zy, (i = 1,2,...), limeszpontja
pedig x € S’. Ekkor az f fiiggvény alulrdl félig folytonossidga miatt

vp < f(@) < liminf f(zy,) = lim f(ay,) = vp,

1— 00
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amib6l mar latszik, hogy a (P) program optimumértéke felvétetik (és az
is, hogy az optimalizdlé sorozatok konvergens részsorozatai optimalis meg-
olddshoz tartanak). Mivel az optimélis megolddsok halmaza, {z € S’ :
f(z) < vp} a kompakt S” halmaz f alulrdl félig folytonossdga miatt zért
részhalmaza, azért az optimadlis megoldasok halmaza kompakt. Legyen
most z (k= 1,2,...) optimalizal6 sorozat, azt kell beldtnunk, hogy

lim distp, (zx) = 0,
k—o00
ahol szokds szerint P, a (P) program optimélis megolddsainak halmazat
jeloli. Eloszor is
distp, (zr) = inf ||z — xk|| >0,
r€Po

ezért
lim inf distp, (%) > 0.

k—o0
Masrészt legyen zy, (i =1,2,...) az x} (k =1,2,...) sorozat olyan részso-
rozata, amelyre

limsup distp,, () = lim distp, (g, ),

k—o00 100

az S’ halmaz kompaktsdga miatt az is feltehets, hogy az zy, (i = 1,2,...)
sorozat konvergdl valamely = € S’ (a fentiek szerint 2 € P,) ponthoz. A
tavolsagfiiggvény folytonossdga miatt

lim distp, (mkl) = distp, () =0,

1— 00

vagyis Osszefoglalva

0 < liminf distp, (zx) < limsupdistp, () = 0,
k—o0 k—o0

az xj, sorozat valéban a P, halmazhoz tart.
Tegyiik fel most, hogy a b) feltétel teljesiil. Mivel nyilvan

Po C{zes: f(z) < fly)},

és ez az utébbi halmaz a feltételek és 8.8 miatt zart és korlatos, vagyis
kompakt, azért feltehetd, hogy megegyezik az S’ halmazzal. A tétel mér
igazolt részébdl kovetkezik, hogy P ekkor is nemiires, kompakt halmaz,
amelyhez minden optimalizalé sorozat konvergal.
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Végiil tegyiik fel, hogy a c) feltétel teljestil. Legyen y olyan nem op-
timdlis S’-beli pont, amelyre f(y) < oo. Ekkor a c) feltétel miatt az
{z € 5": f(z) < f(y)} nivéhalmaz nem lehet korldtlan (kiilonben valamely
beldle vett sorozat elemeinek norméja oo-hez tartana és akkor az f fiiggvény
e sorozat elemein felvett értékei is co-hez tartandnak, ellentmondasban az-
zal, hogy mind legfeljebb f(y)). Ezért y mutatja, hogy a b) feltétel is
fennall, azt az esetet pedig mar elintéztiik. O

Természetesen kimondhat6 a Weierstrass-tétel megfeleldje feliilrol félig
folytonos fiiggvények maximalizalasardl is.

9. A Fenchel-konjugalt

Ebben a fejezetben egy olyan operatort definidlunk és vizsgalunk, amely
azt a szerepet jatssza majd a Rockafellar-féle dualitdselméletben (11. fe-
jezet), mint a * operaci6 a kuplinedris programok dualitdselméletében (6.
fejezet). A definicié felé vezetd els6 természetes lépésként dltaldnositjuk
5.14-et, mely szerint egy zart, konvex halmaz az 6t tartalmazo zart félterek
metszete.

Ezt a tételt egy zart, konvex fiiggvény epigrafjara alkalmazva latjuk,
hogy az epigraf eléall, mint az alabbi tipusu zart félterek metszete:
L {(z,n) : a"z < B} (a #0);

2. {(z,p) s p > 0"z — BY;
3. {(a, p);pp < a"x — B}

Az ilyen tipusi zéart féltereket rendre fligg6leges, felsd, illetve alsé zart
féltereknek nevezziik. Alsé zart féltér nyilvan nem tartalmazhat egy olyan
halmazt, mint az epigraf, amelynek (0, 1) recesszids irdnya. Ezért az epigraf
el6all, mint az 6t tartalmazo fiiggdleges és felsé zart félterek metszete. Az
alapvet6 észrevétel az, hogy itt a fliggdleges zart félterekre nincs is sziikség.
Mivel az f fliggvény epigrafjat tartalmazé fels6 zart félterek nyilvan az f
fliggvényt minoralé h affin fiiggvények epigréafjai, azért a fenti észrevétel
még ugy is fogalmazhatd, hogy

9.1. Tétel: Egy f zdrt, konver figgvény az olyan h affin fiigguények
pontonkénti szuprémuma, amelyekre h < f.
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Bizonyitds: Feltehetd, hogy f valédi konvex fliggvény, mivel kiilonben nyil-
véanvalé a tétel (hiszen ekkor f vagy azonosan oo, vagy azonosan —oo
a zartsdg definiciéja szerint). Ahogy azt a tétel kimonddsa el6tt mar
kifejtettiik, epif fels6 és fliggdleges zart félterek metszete. Az epigraf
nem lehet csupa fliggbleges zart féltér metszete, ez ugyanis ellentmondana
f valédisaganak. Azt kell megmutatnunk, hogy az epigrafot tartalmazd
fliggbleges és fels6 zart félterek metszete megegyezik az epigrafot tartal-
mazé fels6 zart félterek metszetével. Tegyiik fel, hogy

HT = {(CC,[L) 0>alz— 6 = hl(az)}

egy az epigrafot tartalmazé fiiggbleges zart féltér, és (wg, o) € H'. Ele-
gendd annyit beldtni, hogy létezik h affin fliggvény, amelyre h < f, és
o < h(zg). Tudjuk, hogy létezik legaldbb egy ho affin fiiggvény gy, hogy
epihg D epif, vagyis hy < f. Tetsz6leges x € dom f esetén hy(z) < 0, és
ho(x) < f(x), amibdl

Ahi(z) + ho(x) < fz) (A= 0)

adodik. Ugyanez az egyenlétlenség trividlisan fenndll ¢ dom f esetén is,
mivel akkor f(z) = oco. Ha most a A szdmot olyan nagynak valasztjuk,
hogy Ahi(xo) + ha(xg) > po teljesiiljon (hq(zg) > 0, ezért ez megtehetd),
akkor a h := Ahy + hg affin fiiggvény megfelel. 0

Vegylik észre, hogy 9.1 valéban altalanositja 5.14-et: Ha C' konvex
halmaz, f pedig ennek indikatorfiiggvénye, akkor egy h = a’. — 3 affin
fiiggvény pontosan akkor minordlja az f fiiggvényt, ha h(z) < 0 minden
x € C esetén, vagyis C C {x: o’z < 3}.

Legyen most f tetszoleges az R™ téren értelmezett, zart, konvex fiigg-
vény. 9.1 szerint van egy dudlis médja is f leirdsdnak: az S halmaz
megaddsa, ahol S mindazon (a,3) parokbdl &ll, hogy a h := a’. — 3 affin
fliggvény minoralja az f fliggvényt. Pontosan akkor lesz h < f, ha

£ > sup {aTx —f(z):z € R”}
Ezért S valéjaban egy az R™ téren értelmezett f€ fiiggvény epigréafja, ahol
fa) = sup{aTx —flx):x € R”} (a e R™).

Az f€ figgvényt az f fiiggvény konjugaltjanak hivjuk.
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Mivel f¢valéjaban a g := x7.—pu ((x, 1) € epi f) alaki affin fiiggvények
pontonkénti szuprémuma, azért f¢ zart, konvex fliggvény. Mivel f is el6all,
T — B ((a,8) € S = epi f°) affin fiiggvények pontonkénti
szuprémuma, azért

mint a h = a

f(z) = sup{xTa —fa):ac€ R”} (r € R"),

vagyis f¢ konjugaltja, f tjra az f fiiggvény.

A o0 és —oo konstans fiiggvények nyilvan egymaés konjugéltjai, igy az
Osszes tobbi (f, f¢) parban szereplé fliggvények valodiak.

Egy tetszleges f : R™ — R fiiggvény konjugéltjat is a fenti képlettel
definidlhatjuk. Fenndll a Fenchel-egyenl6tlenség, mely szerint

ale — f(x) < fa).

Nyilvan f1 < fo esetén f{ > f5. Tovabba mivel

epi f° = {(a,8) s epi f € {(w,p) 1 a" 2~ B < p}},
azért lathatéan (vo. 8.7, 8.16)

fe=1(cl f)¢, és f¢ = (conv f)°.

A konjugaldssal kapcsolatos fobb észrevételeket az alabbi tételben fog-
laljuk Ossze.

9.2. Tétel: Legyen f konvex fliggvény. Ekkor konjugdltja, f¢ zdrt, konvez
figgvény, amely pontosan akkor valédi, ha f wvalddi. Tovdbbd (cl f)¢ = f€,
és f=clf. O

A konjugilt fiiggvény definicidjaban az x € R"™ feltétel nyilvan helyette-
sitheté az x € dom f feltétellel. S6t

9.3. Allitas: Tetszbdleges f, az R™ téren értelmezett, konvex fiigguény
esetén

f¢(a) = sup {aTx —f(z):z € ridomf} (a e R™).

Bizonyitds: Az allitdsban szereplé szuprémum a g¢°(a) érték, ahol g az a
fliggvény, amely a ridom f halmazon megegyezik az f fiiggvénnyel, méasutt
pedig oco. 8.18 szerint riepi f = riepig, igy clepi f = clepig, és akkor
f€ = ¢°, amit bizonyitani kellett. a
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Példaul egy C' C R™ konvex halmaz esetén
(ind¢)¢(a) = sup {aTx — indc(x)} = sup {aTx tx € C} = suppg(a)
ezért 9.2 szerint
(suppc)€ = (ind¢)* = cl (ind¢) = indg ¢

Lathat6, hogy supps = suppg ¢, hogy suppgs, < suppg, pontosan
akkor, ha clCy C ¢l Cs, tovabba hogy
9.4. Tétel: FEgy zdrt, konvexr halmaz indikdtor- és tamaszfiggvénye

eqymas konjugaltjai. a

9.5. Kovetkezmény: A zdrt, valddi konvex kipfiggvények éppen a
nemires (zdrt) konver halmazok tdmaszfiggvényei. Ha f wvalddi konvex
kupfiiggvény, akkor cl f az aldbbi C zdrt, konvex halmaz tamaszfiiggvénye

C:= {aER”:aT:cgf(x) (SCER”)}

Bizonyitds: Az allitas els6 feléhez elég megmutatnunk, hogy ha f valddi
konvex kupfiiggvény, akkor f¢ indikatorfiiggvény. Valéban, ekkor egyrészt
f(0)=0 miatt f¢>0, mésrészt ha valamely a € R™ vektor esetén f¢(a)>0,
akkor létezik x € R™ vektor tigy, hogy a’z > f(z). De akkor

fea) 2 o’ (Az) — f(Az) = Aa" & — f(z)) (A > 0)

miatt (tartsunk A-val oo-hez) f¢(a) = oo adddik.

A feltételekbdl addéddan cl f zart, valédi konvex kupfliggvény, igy az
allitds mar igazolt része szerint valamely C' C R™ zart, konvex halmaz
tamaszfiggvénye. Ekkor

fe=(clf)°=indg, és C ={a: f(a) <0},
ami f¢ definicigjabdl adéddan éppen a tétel allitasa. a
Tovabbi példaul
9.6. Tétel: Egy poliédrikus konver fiigguény konjugdltja is poliédrikus

konvezx fligguény.
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Bizonyitds: Ha f poliédrikus fliggvény, vagyis epi f poliéder, akkor f “vége-

sen generalt” is, vagyis léteznek x1, ..., z,, vektorok és uq, ..., t;, szamok
ugy, hogy
epi f = conv {(21,p1),- .., (T, pe)} +
+cone {(:Ck-i-l’ :U’k-i-l)’ ce (mm’ Hm)}

valamely 1 < k < m esetén. Ekkor

epife = {(a,8):epif C{(w,p):aTe—B<p}} =
— J(a,B) S il — ) <8
- ’ (\i>0, 28 =1)

— L(a.p) sla—-B<up (i=1,... k), }

vla<p (i=k+1,...,m)
poliéder. a

9.7. Kovetkezmény: A poliédrikus, valodi konvex kiupfiiggvények éppen
a nemires poliéderek tamaszfiiggvényei.

Bizonyitds: 9.4, 9.5 és 9.6 kovetkezménye, mivel egy konvex halmaz pon-
tosan akkor poliéder, ha indikatorfiiggvénye poliédrikus.
Példaul ha P C R"™ nemiires poliéder, akkor 9.5 szerint suppp zart,
valédi konvex kipfiiggvény. Ezért 9.4-et is felhasznélva latszik, hogy
suppp = suppp = ind%p.

Itt indp poliédrikus, valédi (specidlisan zart) konvex fliggvény, igy 9.6 sze-
rint konjugaltja, suppp is poliédrikus.
A forditott irdny hasonldéan igazolhatd. O

A fejezet hétralévd részében a konjugélds operatorral valé felcserélhe-
tOségi tételeket bizonyitunk, egy egyszeri észrevétellel kezdve.

9.8. Allitds: Legyen h az R™ téren értelmezett konvex fiiggvény, tovdbbd
legyen
f(x) = h(A(x —¢)) +b'z +a (z € R™),

ahol A € R™™ invertdlhaté mdtriz, b,c € R™ vektorok, o € R szam. Ekkor
fe(a) = he((A") " Ha = b)) +cla+3,

ahol § == —a — cT'b.
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Bizonyitds: Az y = A(x —c) helyettesitéssel f¢ az aldbbi médon szédmolhatd
ki

fé(a) = sup,{aTz —h(A(x —c)) —bTa — a} _
= sup, { (A +)Ta—h(y) — (A 'y +)Tb— a} -
= sup, {(47))7(a—b) ~ h(y)} + T (a—b) —a =
— B((AT) Y a—8) + Ta+0,

amit bizonyitani kellett. O

9.8-bdl méar részben kovetkezik, illetve hasonldéan egyszerli szamolassal
igazolhatd, hogy

9.9. Tétel: Tetszdleges f valodi konvex fligguény és A > 0 szdm esetén

f)Na) = [a/A) és (Af)*(a) = Af(a/A) (a € RY).

O

9.10. Kovetkezmény: Tetszdleges C nemiires, konver halmaz és A > 0
szdm esetén supp o = ASUPPc-

Bizonyitds: 9.4 és 9.9 szerint
suppy¢o = (indx¢)¢ = (inde(./A))¢ = suppe(A.) = Asuppc,
felhasznalva még a tamaszfiiggvény pozitiv homogenitasat. O

9.11. Ko6vetkezmény: Tetszdleges C nemiires, konvex halmaz és X > 0
szam esetén (AC)° = (1/X)C°.

Bizonyitds: 9.10 egyszerl kovetkezménye, mivel
C° = —{a :suppc(a) < 1}.

O

A bonyolultabb felcserélhetéségi tételekhez sziikségiink lesz a konvex
Stiemke-tételre, illetve speciélis eseteire. Mindenekel6tt a recesszids (kip)-
fiiggvényt irjuk fel tamaszfiiggvényként (vo. 9.5). Ez a lemma kés6ébb is
hasznosnak bizonyul (v6. 11.9).
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9.12. Lemma: Legyen f wvalddi konvex figgvény. Ekkor dom f tdmasz-
fiiggvénye az f¢ fligguény recesszids fligguénye, rec f¢. Ha f még zdrt is,
akkor dom f€¢ tdmaszfiiggvénye az f fligguény recesszios fliggvénye, rec f.

Bizonyitds: A definiciékbdl, egyszert szamolds aran az

epi (SuUPPgom ) = {(a,ﬁ) caldom f < ﬂ}

halmazrél kénnyen beldthaté, hogy éppen az epi(f€) halmaz recesszids
kipja. A tétel mésodik fele az igy igazolt elsé felébdl, azt az f¢ konjugalt
fliggvényre alkalmazva adddik. a

9.13. Tétel: (konvex Stiemke-tétel) Legyen L C R™ altér, tovibbd f
valodi konvex fiugguény. Ekkor az L altér pontosan akkor metsz bele a

ridom f halmazba, ha nem létezik a € L vektor, amelyre (rec f€)(a) < 0,
és (rec f)(—a) > 0.

Bizonyitds: Mivel L relativ nyilt, azért a masodik Hahn-Banach-tétel sze-
rint L Nridom f = () pontosan akkor, ha L és dom f valédi médon szepa-
ralhaték, vagyis létezik a € R™ vektor, amelyre

infia’z:2e L} > sup{aTx:xEdomf},
a'x:xr €L

sup {a’ > inf{aTx:xedomf}.

Itt a jobb oldalon szerepl6 szuprémum és infimum éppen (rec f¢)(a), illetve
—(rec f€)(—a), mivel rec f¢ a dom f halmaz tamaszfiiggvénye a lemma sze-
rint. A bal oldalon szerepl$ infimum 0, ha a € L, és —oc0, ha a ¢ L™ .
Most mar latszik, hogy a valddi szeparalhatdsag épp azt jelenti, hogy létezik
a € L* vektor, amelyre 0 > (rec f€)(a), és 0 > —(rec f€)(—a). 0

9.14. Kovetkezmény: Legyen A € R™*™ tovdbbd g az R™ téren

értelmezett, valodi konvex fliggvény. Pontosan akkor nem létezik y € R™
vektor, amelyre

Ay =0, (recg®)(y) < 0, (recg®)(~y) > 0,
ha Az € ridom g legaldbb egy x € R™ vektor esetén.

Bizonyitds: Alkalmazzuk 9.13-at az L := Im A altérre és a g fiiggvényre. O
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9.15. Kovetkezmény: Legyenek fi,..., fm az R™ téren értelmezett,
valodi konvex figguények. Pontosan akkor nem léteznek aq,...,a, vek-
torok, amelyekre

ar+...+a, =0,
(rec ff)(ar) + ...+ (rec fS)(am) <0,
(rec f{)(—ar) + ... + (rec &) (—am) > 0.

ha teljestil, hogy
ri (dom f1) N ...Nri(dom f,,) # 0.

Bizonyitds: Alkalmazzuk 9.13-at a diagondlis altérre és az
flze, .. xm) = filx) + .o+ f(zm) (1,0 2) € R
fiiggvényre. (Ekkor f konjugéltja
Fo(@rs- e am) = fian) + ..+ f(am),
és konjugaltjanak recesszids fiiggvénye
(rec fO)(a1,...,am) = (rec f{)(a1) + ... + (rec fr,)(am).)
O

9.16. Tétel: Legyen A € R™*™. Tetszdleges f, az R™ téren értelmezett,
konvezx fiiggvény esetén teljesiil, hogy

(Af) = feo AT.
Tetszdleges g, az R™ téren értelmezett konvex fiigguény esetén
((clg) o A)° = ol (AT g").

Ha létezik x € R™ vektor, amelyre Ax € ridom g, akkor a mdsodik képletbdl
elhagyhato a lezdrds operdtor, ekkor

(go A)¢(a) = inf {gc(y) c ATy = a} > —o0 (a € R"),

ahol az infimum minden a € ATdom g¢ esetén felvétetik (mdsutt pedig oc).
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Bizonyitds: Az elsd képletet egyszerii szamolassal bizonyithatjuk:

(AF)e(b) = sup, {bTy — inf ap—y f(2) } = sup, supy,_, {7y - f(2)} =
= sup, {bTAx — f(x)} = sup, {(ATb)Tx — f(x)} = f¢(ATb).

Alkalmazzuk ezt a képletet az AT métrixra és a ¢¢ fiiggvényre, oda jutunk,

hogy
(ATgc)c — gcc OATT — (Clg) o A,

és kovetkezésképpen
((clg) o A)° = (ATg*)™ = el (ATg").

A tétel hatralévo része nyilvanvald, ha g felvesz valahol —oo értéket, akkor
ugyanis 8.22 szerint ¢g(y) = —oo minden y € ridom f esetén, igy g(Ax) =
—00, tehét g¢ és (g o A)¢ is azonosan co. Feltehetd tehét, hogy g(y) > —oo
minden y esetén, és valamely x esetén Ax € ridomg. 8.34 szerint ekkor
(clg)o A=cl(go A), amibdl ((clg) o A)¢ = (g o A)¢ adédik. Masfelsl 9.14
szerint g¢ és AT teljesitik 8.35 feltételeit, ekkor tehdt cl(ATg%) = ATg°
valédi konvex fliggvény, és a definicidéjaban szerepld infimum felvétetik, ha
véges. a

9.17. Kovetkezmény: Legyen A € R™ ™. Bdrmely Cy C R™ konvex
halmaz esetén teljestl, hogy

supp ac, (¥) = suppg, (A7y) (y € R™).

Tetszdleges Co C R™ konvexr halmaz esetén

SUPPA-1(cl ) = Cl (ATSUPPCQ)-

Ha létezik x, amelyre Ax € riCs, akkor a lezdrds operdcid, illetve operdtor
elhagyhato a mdsodik képletbdl, ekkor

SUpPP4-1(cy) (@) = inf {suppc2 (y): ATy = a} > —o0 (a € R"),

ahol az infimum minden a € —ATbar Cy esetén felvétetik (mdsutt pedig oc).
Bizonyitas: Alkalmazzuk 9.16-ot az f :=ind¢,, g := ind¢, fliggvényekre.O
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9.18. Kovetkezmény: Legyen A € R™*™. Bdrmely C1 C R™ konvex
halmaz esetén teljesul, hogy

(AC1)” = ATH(OY).

Tetszdleges, az origot lezdrtjaban tartalmazo Cy C R™ konvex halmaz ese-
tén

(A7l Co))° = el (AT (C9)).

Bizonyitds: 9.17 és 8.20 kovetkezménye. A 0 € clCy feltétel ahhoz kell,
hogy ATsuppC2 valédi konvex fliggvény legyen. O

8.37 segitségével, 9.16 bizonyitdsanak mintéjara, konnyen belathatd,
hogy abban az esetben, mikor g poliédrikus fiiggvény, 9.16 azon feltétele,
hogy létezzen x, amelyre Az € ridom g, gyongithetd a kovetkezd feltétellé:
létezzen x, amelyre Az € domg. Ugyanis ha egy ¢ poliédrikus, konvex
fliggvény valahol —oo értéket vesz fel, akkor az effektiv tartoményan min-
deniitt —oo értéket vesz fel (hiszen (0, —1) € recepig lesz), kiilonben pedig
g zéart fiiggvény. Tovdbba Ax € dom g esetén

(ATg%)(a) > aTx — g(Az) > —00 (a € R™)

is fennall, ezért a bizonyitasban A’ ¢¢ poliédrikus, valédi (és igy zért) kon-
vex fliggvény.

9.19. Tétel: Legyenek f1,..., fm az R™ téren értelmezett, valodi konvex
fiiggvények. Ekkor

(B Bfm) = fi+.. 4 [
(clfi+...+cfp)=cl(ffO...0f%).

Ha a ridom f; (i = 1,...,m) halmazok dsszemetszenek, akkor a lezdrds
operdtor elhagyhato a mdsodik képletbdl, ekkor

(fi+...+ fm)(a) = inf {iff(ai) : iai = a} > —o0 (a € R"),
i=1

=1

ahol az infimum minden a € Y dom f{ esetén felvétetik (mdsutt pedig cc).
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Bizonyitds: Definicio szerint

(le e Dfm)c(a) -
= sup {aTx —infy, 4 4o ={fi(z1)+ ...+ fm(xm)}} =

= Sup, Supml—l—...—i—xm:a}{aTx - fl(xl) e T fm(xm)} =
=sup,, . {a"zi+.. . +a"z, — fi(z) — .. = flom)} =

— fi(a)+ .+ o).
Ebbdl az is kévetkezik, hogy
(ffO...Of ) =f+...+fr=cfi+...+clfm,
és igy
(clfi+...+cfp)=(ffO...0f)C=cl(ffO...0f).

Ha a ridom f; (i = 1,...,m) halmazok Gsszemetszenek, akkor 8.31 szerint
aclfi+...+clfpéscl(fi+...+ fin) fliggvények megegyeznek. Az utébbi
fiiggvény konjugdltja (f1 + ...+ fin)¢. Méstelél 9.15 szerint ff,..., fS tel-
jesiti 8.36 feltételeit, igy ekkor ffO...Of" zart, és a definiciéjaban szerepld
infimum felvétetik a > dom ff halmazon (masutt pedig oo). O

9.20. Kovetkezmény: Legyenek C4,...,C, C R™ nemdres, konvex
halmazok. Ekkor

SuppCl—l—...—l—Cm = Sllppcl + ...+ SuppCmv
SUPPel ¢y n...nel ¢, = €L (Suppg, O ... Osuppg, ).

Ha ariC; (i = 1,...,m) halmazok dsszemetszenek, akkor a lezdrds operd-
cto, illetve operdtor elhagyhato a masodik képletbol, ekkor

m m
Suppc,n..no,, (@) = inf {Z suppci(ai) : Zai = a} > —o0 (a € R"),
i=1 i=1

ahol az infimum minden a € — Y bar C; esetén felvétetik (mdsutt pedig 0c).

Bizonyitds: Alkalmazzuk 9.19-et az f; := ind¢, fliggvényekre. a
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9.21. Kovetkezmény: Legyenek K1q,...,K,;, C R" konvez kupok. Ekkor

(Ki+...+Kp)*=Kn...nK},
(cKiNn...nclKp)* =c (K +...+ K}).

Ha ariK; (i =1,...,m) halmazok ésszemetszenek, akkor a lezdrds operd-
cio elhagyhato a mdsodik képletbdl.

Bizonyitds: Alkalmazzuk 9.19-et az f; := indg, fliggvényekre. Konnyen
utdnaszamolhatunk, hogy ekkor f{ =ind_k:. O

9.19 egy alkalmazasaként meghatarozzuk a disto tavolsagfiiggvény kon-
jugaltjat. Mér emlitettiik, hogy tetszOleges C' C R™ nemiires, konvex hal-
maz esetén distc = ||.||Oindc. Hatdrozzuk meg a ||.|| fiiggvény konjugéltjét
(pozitiv homogén, igy konvexitdsa a haromszog-egyenl6tlenség kovetkezmé-
nye). Ha ||a|| < 1, akkor

111°(a) = supa”a — ||z|| <
< sup [[al] - [[z]| — [lz]| < supl-|fx]| —[lz|| = 0,

vagyis ekkor ||.||°(a) = 0. Ha pedig ||a|| > 1, akkor

[11(a) = supa’> — [|zf| >
> supy>g a’ (Aa) — [[Aal| = [lal|([[al] — 1) supy5 A = oo,

vagyis ekkor ||.||°(a) = oo. Tehét ||.||° = indp, ahol O az R™ térbeli zért
egységgomb. Mindezekbdl 9.19 szerint

ey e . ¢/ v _ ) suppc(a), hallal| <1,
(distc)*(@) = [|.]1(a) + (inde)(a) = { o b ol =1
adodik.
Most megvizsgaljuk azt az esetet, mikor 9.19-ben minden f; fliggvény
poliédrikus. Megmutatjuk, hogy ekkor a relativ belsOk Osszemetszése he-

lyett a
dom f1 N...Ndom f,, # 0

feltétel is elegendo a tétel masodik felének konkluziéjahoz. Ekkor ugyanis
cfi = fi, és f1 + ... + fin valédi konvex, poliédrikus fiiggvény (8.37).
Sziikségképpen az fi1 + ... + f,, flggvény konjugdltja is valédi konvex
fiiggvény, és mivel 9.19 szerint f{O...0Of° lezartja, azért maga a kon-
voluci6 is valédi konvex fliggvény. Minden f; poliédrikus, konvex fliggvény
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(9.6), igy ffO...0OfS is poliédrikus, konvex fliggvény (8.37), az eddigiekbdl
adéddan zart is. 9.19 szerint ekkor

(fi+... 4+ f)=ffO...0f%5,

és 8.37 szerint az utdbbi konvolicié definiciéjaban szerepld infimum felvé-
tetik effektiv tartoményan, a ) dom f{ halmazon.

Most megfogalmazzuk 9.19 vegyes valtozatat.

9.22. Tétel: Legyenek f1,...,fm az R™ téren értelmezett, valodi konvex
fiiggvények ugy, hogy fi1,..., fr poliédrikus. Tegyik fel, hogy

dom f1 N...Ndom f Nri(dom fr11) N...Nri(dom fp,) # 0.
Ekkor

(fit o+ fm)(a) = (f{B...Ofp)(a) =
=inf{ff(a1) + ...+ fS(am) :a1 + ... + am = a} > —c0 (a € R™),

ahol az infimum minden a € Y dom ff{ esetén felvétetik (mdsutt pedig oo ).

Bizonyitdas: A k = 0, és k = m esetekben mar belattuk a tételt, feltehetd
tehat, hogy 1 < k < m. Legyen

Gr=fi+. e ésge=fp+ oo+ e
A tétel segitségével kiszdmolhatjuk a gq és go fliggvények konjugdltjait, ezek

gt (br) = inf{ff(a1) + ...+ filar) ra1 + ... +a = b1},
95(b2) = inf{f, 1 (ap1) + ... + fi(am) T aks1 + ..+ am = bo},

ahol az infimumok minden by és by esetén felvétetnek (esetleg oo-ként). Igy
elegend6 annyit belatni, hogy

(91 + 92)°(a) = inf{g7(b1) + g3(b2) : b1 + b2 = a},

ahol az infimum minden a esetén felvétetik. Itt g1 és go valddi konvex
fiiggvények, g; rdadasul poliédrikus (8.37). Mivel

dom g; = dom f; N...Ndom f
dom gy = dom fr11 N ... Ndom f,,
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azért teljesiil, hogy

ri(domgs) = ri(dom fr41N...Ndom fp,) =
ri(dom fyy1) N...Nri(dom fp,),

és igy
dom g1 Nri (dom go) # 0.

Ebbél mar kévetkezik (vizsgédljuk relativ belsé pontjait), hogy az M :=
aff (dom go) jeldléssel

ri (M Ndom g1) Nri(dom go) # 0.

Legyen h :=indy; + g1, ekkor h valédi konvex fiiggvény, amelynek effektiv
tartomanya M N dom g1, igy

ri (dom k) Nri(dom go) # 0,

és a tételben szereplé képlet alkalmazhaté (h+ g2)© kiszdmitasara. Tovabba
h+g2 =01+ g2, igy

(91 + 92)%(a) = (h°Ogs)(a) = inf{h*(c) + g3(b) : ¢+ b= a},

ahol az infimum minden a esetén felvétetik. Masfel6l mivel indy; és g1
poliédrikus fiiggvények, azért a tételben szereplo képletet alkalmazhatjuk
h¢ kiszamitasara is, eszerint

h¢(c) = inf{suppy,;(u) + ¢{(b1) : u+ by = ¢},
ahol az infimum minden ¢ esetén felvétetik. Ezért
(91 + g2)“(a) = inf{suppy,(u) + ¢5(b1) + ¢5(b) : u + by +b = a},

ahol az infimum minden a esetén felvétetik. Az indp; és go fiiggvények
effektiv tartoméanyainak relativ belsejei nyilvanvaléan Osszemetszenek, igy
a tételben szereplo képletet még egyszer alkalmazva 1atjuk, hogy

inf{suppy(u) + g5(b) : u + b = ba} = (indps + g2)“(b2) = g5(b2),

és itt az infimum mindig felvétetik. Osszefoglalva oda jutottunk, hogy

(91 + 92)°(a) = inf{g7(b1) + g5(b2) : b1 + b2 = a},
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ahol az infimum minden a esetén felvétetik — és éppen ezt kellett bi-
zonyitani. O

9.23. Kovetkezmény: Legyenek fi,..., fm az R™ téren értelmezett,
zdrt, valodi konvex fiigguények igy, hogy fi1,..., fi poliédrikus. Tegyiik fel,
hogy

dom f{N...Ndom fg Nri(dom fi, ) N...Nri(dom fy,) # 0.

Ekkor f10...0f,, zdrt, valédi konvex fligguény, és a definiciojaban szerepld
infimum mindig felvétetik, ha véges.
Bizonyitas: Alkalmazzuk 9.22-t az ff,..., f5, fliggvényekre. O

9.22 felhasznédlhaté 7.26 bizonyitasara. Legyenek ugyanis Ci,...,Cp,
R™-beli, nemiires, konvex halmazok tgy, hogy C,...,Cy poliéder. Tegyiik
fel, hogy

C’1ﬂ...ﬂCkﬂ(riCkH)ﬂ...ﬂ(riCm) ?é@

Ekkor 9.22 szerint

(indrc,) () = (¥ inde,)*(a) =
inf {37 (inde,)*(ai) : S0 a; = a}

ahol az infimum minden a esetén felvétetik (ha véges). Legyen F' a NC;
halmaz nemiires, exponalt lapja, és tegytik fel, hogy a expondlja, vagyis

o' (NC;\ F) < Suppnc, (@) = al'F.

A fentiek szerint léteznek aq, ..., a,, vektorok gy, hogy a = ay + ...+ am,
és
SupPnc; (@) = suppg, (a1) + . .. + suppg,, (am)-

Legyen F; a C; halmaz az a; vektor altal exponalt része, vagyis
F; := {x €Ci:alz = suppCi(ai)} (i=1,...,m).

Konnyen belathatd, hogy ekkor F' = NF;, amivel 7.26 nemtrivialis iranyat
igazoltuk.

9.24. Tétel: Legyen f; (i € I) az R™ téren értelmezett, valddi konvex
figguények eqy tetszdleges rendszere. Ekkor

(conv{f;:ieI})=sup{ff:iel},
(sup{cl fi: i € I})¢ =cl(conv {ff:iel}).
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Ha az I indexhalmaz véges, és a cl(dom f;) halmazok mind megegyeznek egy
C' halmazzal (ez a helyzet példaul, ha minden f; véges az egész R"™ téren),
akkor a lezdrds operdtor elhagyhato a mdsodik képletbdl. Tovdbbd ebben az

esetben

(sup{f; : i € I})°(a) =
_ el Ai >0, 3N =1, - )
= 1nf{2ie[ Aifi(ai) ‘ a; € dom ff, 3 Nia; = a } > —o0 (a € R"™),

ahol az infimum minden a € conv (Udom ff) esetén felvétetik (mdsutt pedig

Bizonyitds: Legyen f := conv{f; :i € I}. Az epi f¢ epigraf minden (a, /3)
eleme egy h := a”.— 3 affin fiiggvénynek felel meg, amelyre h < f. Ezek a h
affin fliggvények éppen azok, amelyekre h < f; teljesiil minden i € I esetén.
Ezért § > f°(a) pontosan akkor, ha > ff(a) minden i € I esetén, amivel
az els6 képletet belattuk. Ezt a képletet az f fliggvényekre alkalmazva
kapjuk, hogy

(conv{fi:ie€l})=sup{fi°:iel}=sup{clf;:iel},
és kovetkezésképpen
(sup{cl fi:i € I})° = (conv{f{:iel})=cl(conv{f{:iel}).

Ha a ri(dom f;) halmazok metszetében van olyan pont, ahol az f; fliggvé-
nyek szuprémuma véges, akkor 8.32 szerint

(sup{cl fi:i € I})° = (cl(sup{fi:ie€l})) = (sup{fi:iel})".

Specidlisan ez az egyenl6ség fenndll, ha az I indexhalmaz véges, és a dom f;
halmazok lezartja ugyanaz a C halmaz minden i € I esetén. Az utébbi eset-
ben a dom f; halmazok tdmaszfiiggvényei, amelyek éppen a rec f{ recessziés
fiiggvények 9.12 szerint, mind a supp, tdmaszfiiggvénnyel egyeznek meg,
ezért 8.33 szerint conv {ff : i € I} zart, és éppen a tételbeli infimumos
képlet adja meg. a

9.25. Kovetkezmény: Legyenek C; C R™ (i € I) konvex halmazok.
Jelolje C' az tinidjuk konvex burkdt, C' pedig a lezdrtjaik metszetét. Ekkor

suppo = sup{suppg, : i € I},
supper = cl (conv {suppg, : i € I}).
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Bizonyitds: Legyen f; := indc,, és alkalmazzuk 9.24-et. a

9.26. Kovetkezmény: Legyenek C; C R™ (i € I) konvex halmazok.
Ekkor
(conv{C;:ie€1})°=n{C; :iel}.

Tovdbbd ha 0 € clC; (i € I), akkor
(N{clC;:ieI}) =cl(conv{C; i€ l}).

O

A fejezetben szerepl6 tételek természetesen megfelelé valtoztatdsokkal
kimondhatdék lennének konvex helyett konkav fliggvényekkel, ekkor az f¢
(konvex) konjugélt helyett a g. un. konkdv konjugdlt szerepelne, ahol
g:R"™ — R fiiggvény esetén

ge(b) := inf {bTy —g(y):y € R”} (beR").
A konvex és konkdv konjugdlt kozti egyszerii kapcsolatot az aldbbi allitas
irja le:
9.27. Allitas: Tetszbleges g : R™ — R fligguény esetén

c

—ge = (=9)°(=.), igy dom g, = —dom (—g)",
konkdv figguény effektiv tartomdnya alatt természetesen fels6 effektiv

tartomanydt, a (—1)-szeresének alsd effektiv tartomdnydt értve. O

Teljesiil példdul, ha g : R™ — [—o00,00] nem azonosan —oo konkav
fiiggvény (vagyis valédi konkav fliggvény), akkor g.. a g fels6 lezartja. Egy
masik észrevétel a kétféle konjugalas kapcsolatarol:

9.28. Allit4s: Legyen f : R" — R wvalddi konvex figguény, g : R* — R
valodi konkdv fligguény. Ekkor

(_fc)c = _fc::(_'); és (_gc)c = _gcc(_')'
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10. Folytonossag, (szub)differencidlhatésag

Ebben a fejezetben konvex fiiggvények folytonossagat és differencidl-
hatésigat vizsgdljuk. Akéarcsak a folytonossag esetében a 8. fejezetben,
itt is megjelenik egy “félig differencidlhatésdgi” tulajdonsdg, a szubdiffe-
rencidlhatdésag. (Csak itt a differencidlhatésdghoz sziikséges masik “felet”
nem a szuperdifferencialhatésag, hanem a szubdifferencial egyelemiisége je-
lenti.)

Eloszor két alapveto folytonossagi tételt targyalunk.

10.1. Tétel: Egy az R™ téren értelmezett f valodi konvex fiigguény ef-
fektiv tartomdanya minden C' relativ nyilt, konvex részhalmazdra megszoritva
folytonos. Specidlisan f folytonos a ridom f halmazra megszoritva.

Bizonyitds: Legyen g az a fliggvény, amely megegyezik az f fliggvénnyel a C
halmazon, és méasutt co értéket vesz fel, ekkor g effektiv tartomanya éppen
C. Az f figgvényt a g fliggvénnyel helyettesitve, ha sziikséges, feltehetd,
hogy C = dom f. A bizonyitas ezek utan két 1épésbél all.

1. El6szor megmutatjuk, hogy ha zg € C, és f(zg) < v valamely v € R
szdm esetén, akkor létezik C’ C C relativ nyilt, konvex halmaz, amelyre
xg € C', aff ' = aff C, és f|cr < 7 teljesiil. Valéban, 8.20 szerint

C':=ri{x: f(z) <~}

megfelel.

2. Mésodszor megmutatjuk, hogy ha zo € C, és f(xo) > [ valamely
B € R szém esetén, akkor létezik C” C C relativ nyilt, konvex halmaz,
amelyre o € C”, aff C" = aff C, és f|cn > [ teljestil. Valéban, ha
inf f > 3, akkor C” := C megfelel. Ha pedig inf f < 3, akkor 8.20 szerint
xo & cl{z : f(x) < B}, mivel az utébbi halmaz éppen {z : (cl f)(x) < G},
és xp € ridom f miatt (cl f)(xg) = f(zo). Ezért az els6 Hahn—Banach-tétel
szerint 1étezik a € R™ vektor ugy, hogy

a’zy < inf {aTx s f(z) < 6} .
A fenti infimumot §-val jeldlve konnyen belathatd, hogy
C"::{xeC:aTx<5}
megfelel. a

10.2. Kovetkezmény: Az egész R™ téren véges [ konvexr figguény
sziikségképpen folytonos. a
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Legyen f olyan fliggvény, amely az S C R"™ halmazon valds értékeket
vesz fel. Azt mondjuk, hogy f Lipschitz-fliiggvény az S halmazon az
a > 0 Lipschitz-allandéval, ha

[f(y) = f@)] < ally = =[] (z,y € 9).

10.3. Tétel: Legyen f wvalddi konvexr fliggvény, és legyen S a ridom f
halmaz valamely kompakt részhalmaza. FEkkor f Lipschitz-fiigguény az S
halmazon.

Bizonyitds: Feltehetd, hogy dom f n-dimenzids, tehat S valéjaban a dom f
halmaz belsejének része. Legyen O az R" térbeli zart egységgomb. Ekkor
minden € > 0 esetén S + €O kompakt halmaz (1évén az S x O kompakt
halmaz az (z,u) — x + eu folytonos leképezésnél vett képe). Az

(S+e0)N (R™\ int (dom f)) (g > 0)

kompakt halmazok az e csOkkentével sziikiilnek, tovabba metszetiik tires,
igy Cantor metszettétele szerint egyikiik iires. Ezért bizonyos € > 0 esetén

S +¢e0 Cint (dom f).

10.1 szerint f folytonos az S+c0O halmazon. Mivel S+40O kompakt halmaz,
azért f korlatos az S 4+ €O halmazon. Legyen «q és ao alsd, illetve felsd
korlat. Legyen x és y két kiillonb6z6 S-beli pont, és legyen

z=y+ (e/lly —zl))(y — ).
Ekkor z € § + €0, és
y=(1— Nz + Az, ahol A = ||y — z||/(e + ||y — z]|).
Az f konvexitdsabol adéddan
fy) <= f(2) + Af(2) = f(z) + A(f(2) — f(2)),
kivetkezésképpen
fy) = f(z) < Mag — a1) < ofly — zf|, ahol = (ag —a1)/e.

Ez az egyenlGtlenség fennall tetszOleges x,y € S esetén, igy f Lipschitz-
fliggvény az S halmazon. a
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Legyen S C R™, tovabba f : S — R. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény
differencidlhaté az x € S pontban, ha f valds értékeket vesz fel az x egy
kornyezetén, tovabba létezik a € R™ vektor, amelyre

L f() = f@) = Tz~ )

2o |z = =]|

=0.

Ha ilyen a, in. gradiens vektor 1étezik, akkor sziikségképpen egyértelmi,
jele Vf(z). Azt mondjuk, hogy f differencidlhaté egy S’ halmazon, ha
az f fiiggvény differencidlhaté az S’ halmaz minden pontjidban. Ekkor a
definiciébdl adéddan S” az S halmaz azon része belsejének része, ahol f
véges értékeket vesz fel.

Ha az f fiiggvény differencidlhaté az x € S pontban, akkor tetszoleges
y € R™ esetén

o S ) = @) — (V5@ )
A0 Al |

tehat léteznek a \
iy L@ AY) — f(2)
A—0 A

irdnymenti derivaltak, és értékiik éppen (Vf(x))Ty.
Konvex fliggvények esetén fontosabb szerep jut az

oy e i L@ AY) — f()
o) o= iy, S

(esetleg végtelen) féloldali irdnymenti derivaltaknak és a szubgradi-
enseknek. Konvex fiiggvények féloldali iranymenti derivaltjaival kapcso-
latos néhany alapvetd észrevételt fogalmaz meg az aldbbi

10.4. Tétel: Legyen f konvex fiigguény, és legyen x eqy olyan pont, ahol
| véges értéket vesz fel. Ekkor tetszbleges y € R™ esetén létezik f'(x;y), és

Plasa) = g LEHW )

Tovdbbd f'(x;y) konvex kipfigguény azy vdltozdéban, és f'(x;0) = 0 mellett
teljestil, hogy
—f'(@;—y) < fl(asy) (y € R™),

egyenldséggel, ha f differencidlhato az x pontban.
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Bizonyitds: 8.14 és 8.15 szerint a féloldali irdnymenti derivalt definicigjadban
szerepl6 hdanyados konvex f fliggvény esetén a A nemcsokkend fiiggvénye,
gy f'(z;y) létezik, és éppen a tételben szerepld infimum. Vildgos, hogy
1/ (x;.) pozitiv homogén, tovabba f'(x;0) = 0, {gy f'(x;.) kipfiiggvény is.
Konvexitasa 8.10 egyszerii kovetkezménye. Most belatjuk a tételbeli utolsé
egyenlétlenséget. Adott uy > f'(x;—y) és pe > f'(z;y) szdmok esetén

(1/2)p + (1/2)p2 > f'(2;(1/2)(=y) + (1/2)y) =0

az f'(x;.) fiiggvény konvexitdsa miatt. Ezért —f'(z; —y) < f’(x;y) minden
y esetén. Ha f differencialhaté az x pontban, akkor

—f'(z; —y) = limy_o_ w _
= limny o LM i, LEMZIE) (),

O

Az a vektor az f : R" — R fiiggvény szubgradiense az z € R"
pontban, ha teljesiil az in. szubgradiens egyenl6tlenség,

f(z) 2 fx) +a’(z —2) (z € R).

Az f figgvény x pontbeli szubgradienseinek halmaza az f fiiggvény x pont-
beli szubdifferencidlja, melynek jele f(x). Nyilvan 0f(x) zért, konvex
halmaz, mivel definici6 szerint a € df(x) pontosan akkor, ha az a vektor
néhény zért féltér eleme egyszerre. Altaldban O f (x) lehet iires is; ha nem
az, akkor azt mondjuk, hogy az f fliggvény szubdifferencidlhaté az x
pontban.

Példaul ha C' C R"™ nemiires, konvex halmaz, akkor a € Oindc(z)
pontosan akkor, ha

indc(z) > inde(z) + al (z — z) (z € R™).

Ez a feltétel azt jelenti, hogy z € C, és 0 > a’ (2 — ) minden z € C esetén.
Tehét ha z € C, akkor dind¢(x) az

{a cal(C—1x) < 0}
(zart, konvex) kip, a C' halmaz normadlis kupja az x pontban; = ¢ C

esetén pedig dind¢c(x) = 0.
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10.5. Allit4s: Legyen f poliédrikus, konvex fiiggvény, €s legyen x olyan
pont, ahol f véges értéket vesz fel. Ekkor f szubdifferencidlhatd az x pont-
ban, és Of(x) poliéder.

Bizonyitds: Az epi f halmaz poliéder, igy létezik A matrix és b vektor ugy,
hogy epi f = {z : Az > b}. Az is feltehetd, hogy A minden sorvektoranak
utolsé eleme 0 vagy 1. Legyen & := (x, f(z)), és jelolje I az A matrix azon
sorindexeinek halmazat, amelyeknek megfelel6 egyenltlenségeket az & pont
egyenléséggel teljesiti. Az I halmaz nem lehet tres, akkor ugyanis & az
epi f halmaz relativ belsé pontja lenne (7.3), pedig nem az (8.18). Ha az A
matrix I-beli sorindexii sorvektorainak utolsé elemei mind nulldk lennének,
akkor elég kis € > 0 esetén & — (0,¢) € epi f lenne, ellentmondasban azzal,
hogy & utols6 eleme f(x). Ezért létezik i € I sorindex ugy, hogy az A
maétrix i-edik sordnak utolsé eleme 1. Legyen ez a sor éppen (a’,1). Ekkor
konnyen belathat6, hogy —a € Jf(z), tehdt Jf(x) nemires. A 9f(x)
halmaz poliédrikussiga a nyilvanvald

9f(z) = =C((cone (epi f — 2))")
egyenldség egyszerii kovetkezménye (vo. 4.19). O

A szubdifferencidl és a féloldali irdnymenti derivaltak kozti kapcsolatrdl
sz6l a kovetkez6 harom tétel.

10.6. Tétel: Legyen f konvex fiigguény, és legyen x eqy olyan pont, ahol
az f fligguény véges értéket vesz fel. FEkkor az a wvektor pontosan akkor
szubgradiense az f fiiggvénynek az x pontban, ha

Flasy) = ad'y (y e R™).

Teljestil tovdbbd, hogy az f'(x;.) konvex kipfiggvény lezdrtja a Of (x) zdrt,
konvex halmaz tamaszfiggvénye.

Bizonyitds: A z := x + Ay értékadéssal a szubgradiens egyenl6tlenség az
alabbi feltétellé fordithato le:

(f(x+Xy) — f(x))/A>a"y

minden y és A > 0 esetén. Mivel az itt szereplé hanyados A nemcsckkend
fliggvénye, és az f'(x;y) értékhez tart, ahogy A — 0+, azért az utébbi
egyenl6tlenség a tételbelivel ekvivalens. A tétel hatralévd része 9.5 kovet-
kezménye, ha az f’(x;.) konvex kupfiiggvény valddi is (kiilonben pedig a
tétel mér igazolt részéé). O
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10.7. Tétel: Legyen f konvex fligguény, és legyen x olyan pont, ahol
az f fiigguény véges értéket vesz fel. Ha f szubdifferencidlhato az x pont-
ban, akkor f waldodi konvex figgvény. Ha f mem szubdifferencidlhato az x
pontban, akkor létezik y, amelyre

flasy) = —f'(w;—y) = —oc;
s6t az utobbi egyenléségek minden y € (ridom f) — = esetén fenndllnak.

Bizonyitds: Az f fiiggvény x pontbeli szubdifferencidlhatésdga esetén f ma-
jordl egy affin fiiggvényt, tehat f valédi. A Of(z) halmaz pontosan akkor
iires, ha tamaszfiiggvénye a konstans —oo fiiggvény. Ez a tamaszfiiggvény
éppen cl f'(z;.) az €l6z6 tétel szerint. Egy konvex fiiggvény lezartja pon-
tosan akkor azonosan —oo, ha a fliggvény maga valahol —oo értéket vesz fel.
fgy ha az f fiiggvény nem szubdifferencialhat6 az x pontban, akkor 1étezik
y, amelyre f'(z;y) = —oo (és akkor — f/(z; —y) = —oo is teljesiil, mivel 10.4
szerint — f'(z; —y) < f'(x;y)). Ekkor az f'(z;.) fliggvény —oo értéket vesz
fel effektiv tartomanya (jelolje C') minden relativ belsé pontjaban (8.22).
De a C halmaz, 10.4-b6l konnyen lathatéan, éppen a AC’ (A > 0) halmazok
tnidja, ahol C’ := (dom f) — x, és mivel 0 € C’, azért ebbdl

C'CcCCaff’

is kovetkezik. Ezért aff C' = aff C, {igy ¢’ C C miatt riC” C riC. Latjuk,
hogy az f'(x;.) fiiggvény —oo értéket vesz fel minden riC’ = (ridom f) —x
halmazbeli ponton. a

10.8. Tétel: Legyen f wvalddi konvex fiigguény. Ha x & dom f, akkor
Of (z) tres. Ha x € ri(dom f), akkor Of(x) nemdires, f'(x;.) zdrt, valddi
konvex kupfiggvény, és

f'(a3y) =sup {a"y : a € f (x) } = suppos(a) (v).

Végil Of (x) pontosan akkor nemiires, korldtos halmaz, ha x € int (dom f),
amikor is f'(x;y) véges minden y esetén, és a fenti szuprémum felvétetik.

Bizonyitds: A z vektort a dom f halmazbdl vélasztva, a szubgradiens egyen-
16tlenségbdl latszik, hogy f(z) = oo esetén Of (x) = 0. Ha z € ri(dom f),
akkor az f’(x;.) fiiggvény effektiv tartomdnya affin halmaz, pardom f.
Mivel f'(z;0) = 0, azért az f'(x;.) fliggvény nem lehet azonosan —oo a
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pardom f halmazon. Ezért f’(z;.) valédi (8.23) és zart (8.25). De akkor
10.6 szerint f'(x;.) maga a df(z) halmaz tdmaszfiiggvénye, ahonnan mar
latszik a tételbeli szuprémumos képlet, és hogy Of(z) nemires. A tétel
hatralévo része a nyilvanvald

rec (0f(z)) = —(cone (dom f — x))*
egyenldség egyszerii kovetkezménye (vo. 4.9). O

Ezzel elégséges feltételt nyertiink arra, hogy a szubgradiensek halmaza
nemiires legyen, vagyis az tires halmaz “szigoru alsé korlatja” legyen a df ()
halmaznak. Most “fels6 korlatot” keresiink ugyanehhez a halmazhoz.

10.9. Tétel: Legyen f wvalodi konver fiigguény, tovdbbd x olyan pont,
ahol f szubdifferencidlhato, de f mem az x pontban veszi fel az infimumdt
(vagyis 0 & Of (x)). Ekkor a C:={z: f(z) < f(x)} halmaz normdlis kipja

az x pontban a Of (x) halmaz dltal generdlt konvex kip lezdrtja.

Bizonyitds: 8.20 szerint a {z : f(z) < f(z)} halmaznak ugyanaz a lezartja,
mint a C' halmaznak, mivel feltettiik, hogy f(z) > inf f. Ezért az a vektor
akkor és csak akkor eleme a C' halmaz x pontbeli normalis kupjanak, ha
a®(z — x) < 0 valahdnyszor f(z) < f(z). A Mz —xz) (A >0, f(2) < f(z))
alaki y vektorok éppen azok, amelyekre f/(x;y) < 0 (10.4). A C halmaz z
pontbeli Ky normalis kiupja tehdt éppen —K™*, ahol

K :={y: f'(z;y) <0} #0.
Ujra 8.20 és 10.6 szerint

dK = {y:clyfi(z;y) <0} ={y:suppysu)(y) <0} =
= {y:a"y<0(a€df(x))} =-K7,

ahol K7 a 0f(z) konvex halmaz &ltal generalt konvex kip (amely éppen a
O0f(x) halmaz elemeinek nemnegativ konstansszorosaibdl éll). Ezek szerint

Ky=—-K"=—(clK)" = K{" =clKj,
amit bizonyitanunk kellett. a

10.10. Kovetkezmény: Legyen f wvalédi konvex fliggvény, és legyen
x € int (dom f) olyan pont, ahol az f figguény nem veszi fel a minimumdt.
Ekkor az a vektor pontosan akkor eleme a C :={z: f(z) < f(x)} halmaz
x pontbeli normalis kipjdanak, ha létezik X > 0 szam gy, hogy a € ANOf(x).
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Bizonyitds: A feltevés miatt, 10.8 szerint 0f(x) nemiires, kompakt, konvex
halmaz, amelynek nem eleme az origé. Ebben az esetben a df(x) halmaz
altal generalt konvex kip lezartja egyszertien a AJf(z) (A > 0) halmazok
tinidja (4.19). 0

A szubgradiensekre vonatkozo felcserélhetoségi tételek kovetkeznek, a
bizonyitasukhoz alapvetd aldbbi segédtétel és kbvetkezményeinek kimonda-
sa utan.

10.11. Tétel: Legyen f wvalodi konvex fiigguény, tovdbbd x tetszdleges
pont. Ekkor az aldbbi négy, valamely a vektorra vonatkozo feltétel ekvivalens
eqymassal:
a)a € 6f (x);
b) azal.— f()
¢c) f(x) + f(a)
4) f(@) + f(a)
Ha (cl f)(x)
fentiekkel:
a) x € af"’( );

b¢) az 2. — f¢(.) fiiggvény az a pontban veszi fel a mazimumdt;

a“)a € 6(clf)( ).

Bizonyitds: Az a) feltételt definidlé szubgradiens egyenlétlenség atirhato,
mint

\

U veny az x© pontban veszi fel a mazimumdt;

7

Il IA
\@ @Q

x), akkor még az aldbbi hdrom feltétel is ekvivalens a

alz — f(x) >a’z — f(2) (z € R").

Ez éppen a b) feltétel. Mivel a b) feltételben szerepld szuprémum definici6
szerint éppen f¢(a), azért b) ugyanaz, mint c), vagy d). Mdsfel6l a®), b°)
és a’“) ekvivalensek az

fe(a) + f(a) = a’a
feltétellel, amely viszont éppen d), ha f(x) = (cl f)(x) = f<(z). O

10.12. Kovetkezmény: Ha f zdrt, valodi konvex fiiggvény, akkor x €
0f¢(a) pontosan akkor, ha a € df(x). O

10.13. Kovetkezmény: Ha f wvalddi konvex fligguény, és x olyan pont,
ahol f szubdifferencidlhato, akkor

(el f)(x) = f(x), és O(cl f)(x) = Of (x).
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Bizonyitds: Altaldban

f@) = (L f)(w) = f<(x) = a’z — f(a).

Ha f szubdifferencialhaté az = pontban, akkor létezik legalabb egy a vek-
tor ugy, hogy teljesiil a 10.11-beli d) feltétel. Ekkor f(x) = (cl f)(z),
kovetkezésképpen 0(cl f)(x) = 0f () az a) és a) feltételek ekvivalencidja
miatt. O

10.14. Kovetkezmény: Legyen C nemdres, zart, konvex halmaz. Ekkor
barmely a vektor esetén Osuppea(a) azokbdl az x € C vektorokbdl dll (ha
ilyen van egydltaldn), amelyekben az a®. linedris fiigguény felveszi a maxi-
mumadt.

Bizonyitds: Legyen f := indc, ekkor f¢ = supps. A 10.11-beli a©) és b)
feltételek ekvivalencidja bizonyitja az allitast. O

10.15. Kovetkezmény: Legyen K zart, konvex kip. Ekkor a € Jindk (x)
pontosan akkor, ha x € Jind_g~(a). Ezek a feltételek még azzal is ekvi-
valensek, hogy

reK,ae —K* a'z=0.

Bizonyitds: Legyen f := indg, ekkor f¢ = ind_g«. A 10.11-beli a), a) és
d) feltételek ekvivalencidja bizonyitja az allitdst. O

A szubgradiens definicidjanak azonnali kovetkezménye, hogy
OAf)(x) = A0f(x) (x € R", A > 0).

Egy meglepdbb felcserélhetdségi tényt fogalmaz meg az alabbi

10.16. Tétel: Legyenek fi,..., fm az R™ téren értelmezett, valodi konvex
fiiggvények, és legyen f:= f1+ ...+ fm. Ekkor

0f(x) 2 0fi(x) + ...+ Ofmla),

egyenldséggel, ha ari(dom f;) (i =1,...,m) halmazok dsszemetszenek. Az
egyenldség eme elégséges feltétele kicsit gyengithetd, ha a szerepld fiiggué-
nyek némelyike, mondjuk f1,..., fr poliédrikus. Ekkor az egyenléséghez
elegendd, hogy a dom f; (i = 1,...,k) és ari(domf;) (i = k+1,...,m)
halmazok osszemetszenek.
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Bizonyitis: Ha a = a1 + ... 4 a;,, ahol a; € Of;(z), akkor minden z esetén

fz) = [HG)+... + fm(z) 2
> filx)+al(z—2)+...+ fu(z) +al(z —x) =

f@)+ (a1 + .. +an)"(z —2) = f(z) +a’ (z - 2),

és igy a € Of(x). Ezzel belattuk az altaldnos tartalmazéast. Tegyiik fel
most, hogy a ri(dom f;) halmazok Gsszemetszenek, ekkor 9.19 szerint

fa) =inf{ff(a1) + ...+ f5(am) :a1 + ... + am = a},

ahol minden a esetén az infimum felvétetik (esetleg oo-ként). Igy 10.11
szerint a € 0f(x) pontosan akkor, ha

’r = fi@) o fule)t

+inf{ff(a1) + ...+ fS(am) s a1+ ... + am = a},

ahol minden a esetén az infimum felvétetik valamely a1, ..., a,, vektorok

mellett. Ezért 0f(z) pontosan az olyan aj +. ..+ a,, alakd vektorokbdl 4ll,
amelyekre

ate+... +alx=fix)+...+ fm(x) + fi(a) + ... + S (am).

Mivel al'x < fi(x) + f¢(a;) mindig teljesiil, egyenléséggel pontosan akkor,
ha a; € 0fi(z), azért Of(x) ugyanaz, mint a df1(z) + ...+ 0fm(x) halmaz.
Az az eset, mikor néhény f; fliggvény poliédrikus, hasonléan intézheto el,
csak 9.19 helyett most 9.22-t hasznalva. a

Megjegyezziik, hogy 10.16 (és 10.19) a kovetkezd fejezet eredményeibol
is levezetheto.

10.17. Kovetkezmény: Legyenek C1,...,C, C R" konvexr halmazok,
amelyeknek relativ belsejei 0sszemetszenek. Ekkor a Ciy N ...N Cy, halmaz
normdlis kupja barmely adott x pontban megegyezik a K1+ ...+ K,, kippal,
ahol K; a C; halmaz normdlis kipja az x pontban. Ha a szerepld konvex hal-
mazok némelyike, mondjuk C1, ..., Cy poliéderek, akkor a konklizid fenndll
akkor is, ha csak a Cq,...,C,1iCxq1,...,11Cp, halmazok metszenek dssze.

Bizonyitds: Alkalmazzuk 10.16-ot az f; := ind¢, indikatorfiiggvényekre. O
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10.18. Tétel: Legyenek fi,..., fm az R™ téren értelmezett, valodi konvex
figgvények, és legyen f := max{fi,..., fm}. Ekkor

df(x) 2 conv (U{0fi(z) : 1 <i<m, fi(x) = f(z)}),
egyenldséggel, ha a dom f; halmazok lezdrtja ugyanaz a C' halmaz.

Bizonyitds: Az altalanos tartalmazédshoz 4.30 szerint annyit kell megmutat-
nunk, hogy tetszéleges \; (1 < i < m, f;(x) = f(z)) nemnegativ, 1-Gsszegii
szamok, tovabbd a; € df;(x) vektorok esetén

f(2) > f(x) + (Z Niai)" (2 —x) (z € R™).
Ez az egyenlétlenség pedig a nyilvanvalo
f(2) = fi(2) = fi(x) + af (z — ) = f(2) + o] (2 — 7)
(zeR™ 1<i<m, fi(x)= f(z))

egyenlotlenségek konvex kombindcidja a \; egyiitthatdkkal.

Ha most minden ¢ esetén cl (dom f;) = C, akkor az f¢(a) érték a 9.24-
beli képlettel szdmolhaté, ahol az infimum minden a vektor esetén felvétetik
(esetleg co-ként). Mivel 10.11 szerint a € df(x) pontosan akkor, ha a’'z =
f(z)+ f(a), azért a € Of (x) esetén léteznek A; (i = 1,...,m) nemnegativ,
1-0sszegli szamok és a; € R™ vektorok ugy, hogy

a=Aai+ ...+ Apam, és f(a) = A fi(ar) + ...+ Anf5(am).
De akkor a Fenchel-egyenlotlenség és a fentiek szerint

SNl filx) + fi(ai) = X Niaf © =
=aTz = f(x) + S Niff(a;) > X Nl filx) + f0(ai)).

Latszik, hogy végig egyenléségnek kell lenni, amibol mar kévetkezik, hogy
A\ =0, ha f(x) > fi(z), tovdbbd al'z = fi(x) + f¢(a;), vagyis a; € Of;i(z),
ha \; > 0. O

10.19. Tétel: Legyen f:=ho A, ahol h az R™ téren értelmezett, valddi
konvex fiigguény, A € R™*". Ekkor

of (x) D ATon(Azx) (z € R™),

egyenléséggel, ha az Im A altér belemetsz a ri(dom h) halmazba, vagy ha h
poliédrikus fiiggvény, és az Im A altér belemetsz a dom h halmazba.
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Bizonyitds: Ha a € ATOh(Ax), akkor a = ATb valamely b € Oh(Ax) esetén.
Ekkor minden z € R™ esetén

f(2) = h(Az) > h(Az) + b1 (Az — Az) = f(z) + o’ (2 — ),

ami az altaldnos tartalmazast bizonyitja. Masfelol tegytik fel, hogy az Im A
altér belemetsz a ri(dom f) halmazba. Ekkor f valédi, és

fe(a) = inf {h°(b) : AT = a}

9.16 szerint, ahol az infimum minden olyan a esetén felvétetik valamely b
mellett, amelyre f¢(a) # co. Adott a € df(x) esetén

f@)+ f(a) =a’
10.11 szerint, gy létezik b vektor, amelyre ATb = a, és
f(x) + he(b) = 2T ATb.
Ez a feltétel ugy fogalmazhatd at, hogy
h(Az) + h¢(b) = (Az)Tb,

vagyis més széval b € Oh(Ax) ismét 10.11 szerint. Ezért a € ATOh(Ax). Az
az eset, mikor h poliédrikus, és Az € dom h valamely = esetén, hasonléan
intézhetd el, vo. a 9.18 utani megjegyzéssel. a

Ratériink a differencialhatd, konvex fliggvények és kiilonféle jellemzéseik
vizsgalatara. Megjegyezziik, hogy ha egy konvex fliggvény differencialhato
valamely x pontban, akkor sziikségképpen valédi, hiszen x valamely nyilt
kornyezetén véges értékeket vesz fel, és ez a kornyezet biztosan belemetsz
a ri(dom f) halmazba (s6t az int dom f halmaz része).

A kovetkezd tétel a differencidlhatdsag a szubdifferencialhatésagon ki-
villi mésik “felérdl” szdl, ahogy a fejezet elején megigértiik.

10.20. Tétel: Legyen f konvex figgvény. Ha az [ figgvény diffe-
rencidlhaté egy x pontban, akkor V f(x) az egyetlen szubgradiense az x pont-
ban, specidlisan

f(2) = f(2) + (V@) (z —x) ( € R").

Megforditva, ha az f fliggvénynek éppen eqy szubgradiense létezik eqy x
pontban, akkor f differencidlhato az x pontban.
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Bizonyitds: Tegyiik fel el6szor, hogy f differencidlhaté az x pontban. Ekkor
f'(x;.) nem més, mint a (Vf(x))?. linedris fiiggvény. 10.6 szerint az x
pontbeli szubgradiensek éppen azok az a vektorok, amelyekre

(V@) y>a"y (yeR™),

ez a feltétel pedig pontosan akkor teljesiil, ha a = Vf(x). Ezért Vf(z)
az egyetlen szubgradiens az x pontban. Madsfeldl tegyiik fel, hogy az f
fliggvénynek egyértelmii x pontbeli szubgradiense az a vektor. Ekkor a

gry— flx+y) - flz)—a'y (yeR)

konvex fliggvénynek a 0 vektor az egyértelmii szubgradiense a 0 pontban.
Azt kell megmutatnunk, hogy ebbdl

9ly) _
y=0 |lyll

kovetkezik. A ¢'(0;.) fiiggvény lezartja éppen a dg(0) halmaz tdmaszfiigg-
vénye, ami most az azonosan 0 fiiggvény (10.6). Ezért ¢’(0;.) maga is az
azonosan 0 fliggvény, mivel ¢'(0;.) nem kiilonbozhet a lezértjatl méshol,
mint effektiv tartoménya relativ hatarpontjaiban. Oda jutottunk, hogy

0=¢'(0;u) = lim (9(hu) —g(0))/A (u € R").

Itt g(0) = 0, és a differenciahdnyados a A\ valtoz6 nemcsokkend fliggvénye.

A
hy:u— gAu)/X (weR™), (A>0)

fiiggvények konvexek (epigréfjuk az epig konstansszorosa), és pontonként
0-hoz csckkennek, ahogy A > 0 a nulldhoz csokken. Legyen O az R™ térbeli
zért egységgomb, és legyen {a1,...,a,;,} R™-beli pontoknak egy véges hal-
maza Ugy, hogy konvex burkuk tartalmazza az O gémbot. Ekkor minden
u € O pont kifejezhetd, mint az a; pontok konvex kombinacidja valamely
\; egyttthatékkal, és akkor

0 < hy(u) < Z)\ih)\(ai) < max{hy(a;) :i=1,...,m}.
1=1

Mivel a hy(a;) értékek 0-hoz tartanak, ahogy A — 0+, azért latjuk, hogy
adott € > 0 esetén létezik § > 0 ugy, hogy

gAu)/A<e (0<A<d,ue0).
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Mivel minden y vektor, amelyre 0 < ||y|| < 6, kifejezhetd, mint Au, A = ||y||
és u € O mellett, azért g(y)/||y|| < e valahdnyszor 0 < ||y|| < 0. Ez mér azt
bizonyitja, hogy g(y)/||y|| limesze a 0-ban valéban 0, amit bizonyitanunk
kellett. O

Bizonyitas nélkiil kimondjuk a konvex fiiggvények majdnem mindeniitt
differencialhatésdagarol szol6 alabbi tételt (lasd [20], Theorem 25.5).

10.21. Tétel: Legyen f az R™ téren értelmezett, valddi konvex fiigguény,
és legyen S azoknak a pontoknak a halmaza, ahol f differencidlhato. Ekkor
S az int (dom f) halmaz sirii részhalmaza, és kivonva az int (dom f) hal-
mazbdl, nullmértéki halmazt kapunk. Tovdibbd a V f : x — V f(x) gradiens-
leképezés folytonos az S halmazon.

Az irdnymenti derivaltak segitségével nyerhetjik a differencidlhaté, kon-
vex fliggvények alabbi fontos jellemzéseit.

10.22. Tétel: Legyen S CR™ f:S5 — R, C C R" nemiires, konvex
halmaz, és tegyik fel, hogy f differencidlhato a C halmazon (specidlisan
C CintS). Ekkor az f figgvény pontosan akkor konvexr a C halmazon, ha
teljestil, hogy

f(2) = f2) > (V)" (z — 2) (2,2 € O).

Bizonyitds: Tegytk fel el6szor, hogy az f fliggvény differencidlhaté és kon-
vex a C halmazon. Ekkor tetszileges x,z € C vektorok, 0 < A < 1 szam
esetén
fl+ Az =) <Af(2) + (1= A)f(),
e fla+ Az =) ~ 1)
T+ Az—x))— f(x
;) < f(z) = f(2)

adodik. Tartsunk A-val 0-hoz, ekkor f differencidlhatdsdga miatt a kivant

f(2) = f2) > (V) (z — ) (2,2 € C)

egyenl6tlenséghez jutunk.
A megforditashoz tegyiik fel, hogy teljesil a tételbeli egyenlétlenség.
Legyen z,y € C, 0 < A <1, és z:= Az + (1 — \)y. Ekkor a feltétel szerint

f@) = f(2) 2 (V) (2 = 2), & fly) = f(z) 2 (Vf(2)" (y — 2).
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Az els6 egyenlétlenséget A-val, a masodik egyenl6tlenséget (1 — \)-val szo-
rozva, majd a kapott egyenlotlenségeket 6sszeadva oda jutunk, hogy

M (@) + 1= Nf(y) = f(2) 2 (V) Oz + (1= Ny —2) =0,
vagyis f konvexitasa latszik. a

10.23. Tétel: Legyen S CR"™, f:S5 — R, C C R" nemiires, konvex
halmaz, és tegyik fel, hogy f differencidlhaté a C halmazon (specidlisan
C CintS). Ekkor az f figgvény pontosan akkor konvexr a C halmazon, ha
teljestil, hogy

(Vi) =Vi@)(z—2)>0 (z,2 € C).

Bizonyitds: Eloszor is, ha az f fliggvény konvex és differencidlhato a C
konvex halmazon, akkor 10.22 szerint tetszOleges x, z € C' esetén

fz) = fl@) > (V@) (z - =),
f@)=f(z) = (V)" (z-2),

és ezeket az egyenlotlenségeket Gsszeadva a kivant
(Vf(2) = V@) (z~2) 20 (x,2€ C)

egyenl6tlenséghez jutunk.

Maésodszor tegytik fel, hogy teljesiil az utébbi egyenl6tlenség, és legyenek
x, z € C tetszOleges pontok. Ekkor a Lagrange-féle kozépértéktétel szerint
létezik y €]z, z[ pont tgy, hogy

f(2) = fla) = (Vi)' (z — ),

legyen ez a pont éppen y = = + k(z — z), ahol 0 < K < 1. A fenti
egyenl6tlenséget az v,z € C pontparra alkalmazva kapjuk, hogy

(Vf(@+r(z = 2)) = V(@) (k(z = 2)) >0,
ahonnan a pozitiv x szammal osztva a

(V)" (z—2) > (Vf(2))" (2 - x)
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egyenlétlenség adddik. A fentiek szerint

f(2) = f(2) > (Vf(2))" (2 = 2) (2,2 € O),

ami 10.22 szerint éppen azt jelenti, hogy az f fliggvény konvex a C halma-
zon. O

Specialisan ha S C R nyilt halmaz, f : § — R a C C S nem elfa-
julé intervallumon differencidlhaté és konvex fiiggvény, akkor az f’ de-
rivaltfiiggvény monoton névekedé a C' halmazon. Ha még az is teljestil,
hogy C bels6 pontjaiban 1étezik az f’ derivaltja, tovdbba f’ folytonos C-n,
akkor, mint azt az egyvéltozds fliggvények analizisébdl tudjuk, f’ mono-
ton novekedése a C' halmazon azzal ekvivalens, hogy C' minden bels§ x
pontjdban f”(x) > 0. (A folytonossdgi feltétel nem sziikséges, ha C nyilt
intervallum.)

8.14 szerint egy az R’ téren értelmezett fiiggvény konvexitasanak sziik-
séges és elégséges feltétele bizonyos egyvaltozos fliggvények konvexitasa.
Ezért a fenti észrevétel segitségével a konvexitas egy ujabb jellemzését nyer-
hetjiik.

Legyen S CR"™, f:S — R, tovabba zy € S. Azt mondjuk, hogy az f
fliggvény kétszer differencialhaté az xy pontban, ha f differencidlhaté
az xo pont egy kornyezetén (specidlisan zy € int S) és létezik N € R™*"
matrix ugy, hogy

lim Vf(zo+z)— Vf(xg) — Nz

= 0.
=0 [I2]]

Ilyen N métrixbdl legfeljebb egy lehet, az f fiiggvény x¢ pontbeli Hesse-
matrixanak nevezziik, jele V2f(zo). (Ha az f fiiggvény kétszer diffe-
rencidlhaté az xo pontban, akkor a V2f(rg) Hesse-matrix szimmetrikus
(Young tétele), és

i @0+ 2) = f(@o) = (Vf(20)"2 = 52 V2f (wo)z _

0
=0 12112

(infinitezimdlis Taylor-formula). Ha f kétszer differencialhaté az xo pont-
ban, akkor V f(zq) helyébe més vektort, vagy V2f(zg) helyébe mas szim-
metrikus métrixot irva a formula nem marad érvényben (lasd [7], [15]).)
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Példaul legyen S C R™ nyilt halmaz, f : S — R a C C S konvex hal-
mazon (vagyis minden pontjdban) kétszer differencidlhaté fiiggvény. Adott
x,z € R™ vektorok esetén jelolje S; . a {A € R : z + Az € S} halmazt, és
definidljuk hasonléan a C, . intervallumot. Jelolje tovdbba g, . azt az S, .
halmazon értelmezett fiiggvényt, amely A € S, . esetén f(z + Az) értéket
vesz fel. A definiciékbdl kénnyen beldthaté, hogy g, . a C; . intervallumon
kétszer differencidalhaté fliggvény lesz, amelynek gradiense és Hesse-matrixa
az aldbbi mddon szdmolhat6 egy A € C, . pontban:

Ve (N = (V(x+22)T 2, és V2g,.(\) = 2T V2 f(z + \2)z.

10.24. Tétel: Legyen S C R™ nyilt halmaz, f : S — R a C C S konvex
halmazon kétszer differencidlhato, konvex figgvény. Tegyik fel még, hogy a
V2f():C — R™ leképezés folytonos a C halmazon (erre a feltételre nincs
sziikség, ha a C halmaz relativ nyilt). Ekkor az f fiigguény pontosan akkor
konvex a C' halmazon, ha teljesil, hogy

V2 f(2)2 >0 (z € C, 2 € par C)

Specidlisan ha int C' # 0, akkor a feltétel a V2 f(x) (z € C) Hesse-mdtrizok
pozitiv szemidefinitdsdt koveteli.

Bizonyitds: A fenti jelolésekkel, 8.14 szerint f pontosan akkor konvex a
C halmazon, ha a g, . fliggvények konvexek a C, . intervallumon, vagyis
9. monoton névekeds a C . intervallumon, vagyis g; , nemnegativ a Cy, .
intervallum belsé pontjaiban. A folytonossdgi feltétel miatt itt a “belsd”
sz6 el is hagyhaté. Osszefoglalva az f fiiggvény pontosan akkor konvex a
C halmazon, ha

V24 A2)2 >0 (A€ Cy)

valahdnyszor C, . C R belseje nemiires. Az utébbi feltétel pedig kénnyen
lathatéan éppen a tételbelivel ekvivalens. O

Legyen S C R", tovabba C C S konvex halmaz. Azt mondjuk, hogy
egy f: S — R fiiggvény szigoritian konvex a C' halmazon, ha

fQz+ (1 =Ny) <Af(z) + (1 =N f(y)

valahdnyszor z,y € C, x #y és 0 < A < 1.

10.22, 10.23 és 10.24 bizonyitasa megfelel6 valtoztatdsokkal elmondhatd
konvex helyett szigoruan konvex fliggvényekre is. fgy jutunk az aldbbi
tételekhez:
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10.25. Tétel: Legyen S CR"™, f:S5 — R, C C R" nemiires, konvex
halmaz, és tegyik fel, hogy f differencidlhaté a C halmazon (specidlisan
C C intS). FEkkor az f figgvény pontosan akkor szigorian konver a C
halmazon, ha teljestl, hogy

f(2) = f(@) > (Vf(2)) (2 —2) (2,2 € C, x # 2).

O

10.26. Tétel: Legyen S CR"™, f:S5 — R, C C R" nemiires, konvex
halmaz, és tegyik fel, hogy f differencidlhaté a C halmazon (specidlisan
C C intS). FEkkor az f figgvény pontosan akkor szigorian konver a C
halmazon, ha teljestl, hogy

(VF(z) = V@) (z—2)>0 (z,2 € C, z # 2).

O

10.27. Tétel: Legyen S C R™ nyilt halmaz, f : S — R a C C S konvex
halmazon kétszer differencidlhato, konvex figgvény. Tegyik fel még, hogy a
V2f():C — R leképezés folytonos a C halmazon (erre a feltételre nincs
sziikség, ha a C halmaz relativ nyilt). Ha teljesiil, hogy

V2 f(x)2 >0 (x€C,0# 2 €parC)

(specidlisan ha a V2 f(z) (z € C) Hesse-mdtrizok pozitiv definitek, vagyis
a fenti egyenldtlenség minden z # 0 esetén teljesil), akkor az f fiiggvény
szigorian konver a C halmazon. a

Az er6sen konvex fiiggvény definicija és a 10.22, 10.23 és 10.24 téte-
leknek megfelel jellemzései megtalalhatdk [13]-ban.

10.24 [10.27] és a kovetkez6 észrevétel segitségével (amelyet a benne
szerepl6 monotonitasi feltétel miatt targyalunk a differencialhatésagi té-
makorben) mér szdmos alapvetd példa adhaté [szigorian] konvex fliggvé-
nyekre. (Az egyik legegyszertibb ezek koziil az f := .7 N. [szigortian] konvex
kvadratikus fiiggvény, ahol N pozitiv szemidefinit [pozitiv definit] métrix.)

10.28. Allitas: Legyen C' C R"™ konvex halmaz, és f : C — R a C
halmazon konver fiiggvény, amelynek értékkészlete eqy S C R intervallum
része. Ha g: S — R az S intervallumon monoton novd, konvex fiigguény,
akkor g o f konvex figguény a C halmazon. a
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A fejezet végén differencidlhaté, konvex fliggvények lokdlis optimumait
jellemezziik.
Tekintsiik az
inf f(x), z€ C

problémat, ahol C' C R™ konvex halmaz, f : C' — R a C halmazon konvex
fliggvény. Azt mondjuk, hogy az xg € C pont a fenti program lokalis
optimuma, ha létezik £ > 0 szam gy, hogy

f(z) > f(zo) (x € CNO(x0,¢))

teljesiil. A fenti probléma lokalis optimumai globélis optimumok is (vagyis
optimadlis megoldésok). Ha ugyanis x¢ € C lokélis optimum (a fenti egyen-
16tlenségek fennallnak), akkor tetszéleges © € C esetén 1étezik elég kis A > 0
szam ugy, hogy

y:=x0+ Nz —xz9) € CNO(x0,¢),
és akkor f(z) < f(xo) esetén az

f(zo) < fly) S Af(x) + (1 = A)f(zo) < f(xo)

ellentmondashoz jutnank. Megjegyezziik még, hogy az optimalis megolda-
sok halmaza nivéhalmaz, igy konvex, tovabba (nyilvanvaléan) legfeljebb
egy eleme lehet, ha f szigorian konvex fliggvény.

Lattuk, hogy ha f : R® — R valédi konvex fiiggvény, akkor zq € R"
pontosan akkor optimdlis megolddsa az inf f(z), z € R™ programnak, ha
0 € 9f(x0). (Ezért ha f még zart is, akkor az optimélis megoldasok halmaza
af¢(0), vo. 10.12.) Vizsgéljuk most az

inf f(z),z€C

programot, ahol C' C R™ nemiires, konvex halmaz, amelynek relativ belseje
belemetsz f effektiv tartomanyanak relativ belsejébe. A fentiek szerint xg
ennek pontosan akkor optimélis megoldédsa, ha 0 € 9(f + ind¢)(zo), vagyis
(v6. 10.16)

0 € 0f(xo) + Oindc (o),

azaz xg € C, és yl(x — 29) > 0 (v € C) valamely y € 9f(zo) esetén.
Mindez, egytitt 10.20-szal sejteti (¢ € int C' esetén bizonyitja) a kovetkezd
igen hasznos eredményt:
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10.29. Tétel: Legyen S C R™, C' C S konvex halmaz, f : S — R a
C halmazon konvex fiigguény, tovdbbd xo € C. Tegyik fel még, hogy az f
figguény differencidlhato az xo pontban. Ekkor xy pontosan akkor optimdlis
megolddsa az inf f(x), x € C programnak, ha teljesil, hogy

(Vf(xo) (- z0) >0 (z € C).

Specidlisan xg € int C' esetén a fenti feltétel V f(xg) eltinését kiveteli meg.

Bizonyitds: El6szor is, ha xo € C optimélis megoldés, akkor tetszéleges
x € C esetén

f(@o + Az — x0)) — f(20)

0<
- A

0< A<,

ahonnan (tartsunk A-val 0-hoz, jobbrdl!) az f fiiggvény x¢ pontbeli diffe-
rencidlhatésaga miatt

0 < f'(wo;x — w0) = (Vf(20))" (x — o)

adédik. (Eddig még a fliggvény konvexitdsat sem hasznéltuk.)

A megforditdshoz tegyiik fel, hogy fenndll a tételbeli egyenldtlenség
tetszOleges © € C esetén. Ekkor az f fiiggvény konvexitasabdl adéddan
(v, 10.4)

0 < (Vf(20))7 (2 — g) < LEorAe=r0))2f(m0) o

< @)~ fleo) (0<A<1,2€C),

tehat xg optimalis megoldas. O
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Dualitasi és optimalitasi
tételek

11. Rockafellar dualitasi tétele

A Rockafellar primél-dual programparra vonatkozé dualitdselmélet a
kiplinearis dualitaselmélet jelentos altaldnositésa, lényegében konvex kip-
indikatorfliggvényekrol tetszdleges konvex fliggvényekre. A fejezet végén
két példat emlitiink, és a kovetkezo fejezetbeli Lagrange-programpar is egy
specialis eset.

Legyen A € R™*" b€ R™, c € R", tovabba f : R" — R valédi konvex
fiiggvény, g : R™ — R valédi konkav fiiggvény. (A szimmetria kedvéért két
konvex fiiggvény helyett egy konvex és egy konkav fiiggvénnyel dolgozunk.
Emiatt a szokasosnal jobban kell tigyelni a definicidkra. Emlékeztetiink
arra, hogy egy konkdv fiiggvény zartsaga feliilrl zartsagat jelenti, effektiv
tartomanya pedig a (—1)-szeresének effektiv tartomanya.) Tekintsiik a

(P): inf f(z) — g(Ax — b) + cl'z, x € R™,
(D):  supge(y) — f(ATy —c) + by, y e R™

Rockafellar primdl-dudl programpart. Szokdsos médon (P) (véges
célfiiggvényértékil) megengedett megoldésait jelolje P, vagyis

P:={zreR": Azx —becdomg, z € dom f};
szigorian megengedett megoldasainak halmazat jelolje Py, vagyis
Ps:={x eR": Az — b €ridomg, x € ridom f};

optimumeértékét jelolje vp, optimalis megoldasainak halmazat pedig P,.
Hasonléan definidlhaté D, Dg, vp és Dy is a dudl program esetében.
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Vegyiik észre, hogy a (P) és a (D) program valéban primal-dudl prog-
rampért alkot abban az értelemben, hogy f, g zértsédga esetén a —(D) prog-
ram duélja a —(P) program (vo. 9.28). Ha f a K5 kup indikatorfiiggvénye,
—g pedig a K kipé (amikor is f¢ = ind_k;, és g. = —indk: ), akkor a (P),
(D) programpér éppen a hatodik fejezetben targyalt kiplinedris program-
par.

11.1. Tétel: (gyenge dualitds) A (P) program optimumértéke legaldbb
akkora, mint a (D) program optimumértéke.

Bizonyitds: A vp > vp egyenl6tlenség trividlisan teljestil, ha (P) vagy (D)
nem megoldhatd. Legyen most = a (P) program megengedett megoldésa,
y pedig a (D) programé. Ekkor f€¢ és g. definici6jdbdl adédik, hogy

ATy — &) > T Az — f(z) - T,
9e(y) < yT Az — g(Ax — b) — yTb,

amibol mar kovetkezik, hogy az x primal megengedett megoldashoz tar-
toz6 primél célfiiggvényérték legaldbb akkora, mint az y dudl megengedett
megoldashoz tartozo dual célfiiggvényérték. O

Az is latszik, hogy ha x primdl, y pedig dudl megengedett megoldas,
akkor a hozzajuk tartozé célfiiggvényértékek pontosan akkor egyeznek meg,
ha a fenti bizonyitasbeli egyenlStlenségek egyenldséggel teljesiilnek (amikor
is x és y a megfelelé programok optimalis megoldésai).

Az erds dualitdsi tételt most is egy megfeleléen altaldnos Farkas-tételbol
vezetjlik le. Megvizsgalva a mar elintézett specialis esetre vonatkoz6 3.33
zartsagi feltételét, természetesen adodik az alabbi

Primal zartsagi feltétel: Tegyiik fel, hogy az
A 0 . .
(CT 1 )eplf—hlpog

halmagz zart.

Megjegyezziik (ez konnyen bizonyithatd), hogy a (b, d) vektor pontosan
akkor eleme a primal zartsagi feltételben szerepl6 kiilonbséghalmaznak, ha
létezik olyan z € P vektor, amelyhez tartozé primal célfiiggvényérték legfel-
jebb 0 (v0. a 3.33 utani megjegyzéssel). A 3.33 utdni megjegyzés analogonja
itt is érvényes, mint az a kovetkezd bizonyitdasbol kiolvashaté.
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11.2. Tétel: (Rockafellar-féle Farkas-tétel) Tegyik fel, hogy a primdl
zdrtsdgi feltétel teljesiil, tovabbda P UD # (). Ekkor tetszéleges 6 € R szdm
esetén az aldbbi dllitasok ekvivalensek:

a) létezik x € R™ vektor, amelyre f(x) — g(Azx —b) + 'z < §;

b) minden y € R™ vektor esetén g.(y) — f¢(ATy —c) +bly < 6.

Bizonyitds: A tétel “a)=Db)” irdnya a gyenge dualitdsi tételhez hasonléan
igazolhatd.

A forditott irdnyhoz tegyiik fel indirekt, hogy b) teljesiil, de a) nem.
Ellentmondéshoz kell jutnunk.

A tétel el6tti megjegyzés szerint, mivel a) nem teljestil, azért a (b, §) vek-
tor nem eleme a primal zartsagi feltételben szerepld kiilonbséghalmaznak.

Az els§ Hahn—Banach-tétel szerint 1étezik a € R™ vektor és a € R szadm

tigy, hogy az a := (a”, )T jeldléssel

&T<§><inde<<£p ?)epif—hipog),

aTb+ ad < inf((a” A+ acl a)epi f) — sup((a’, @)hipo g).

vagyis

Kénnyen belathaté (mivel (0,1) € recepi f), hogy itt a > 0.
Ha o = 0, akkor az

a’b < inf(a® Adom f) — sup(a’ dom g)

egyenltlenséghez jutunk. Vizsgdljuk el8szor azt az esetet, mikor P # 0,
legyen o € P. Ekkor zg € dom f, és Axg — b € dom g miatt az a’b <
a’ Az — a” (Azg — b) ellentmonddshoz jutunk.

Tegyiik fel most, hogy D # 0, legyen yg € D. Jelolje ¢ a fenti kiemelt
egyenl6tlenségben szereplé két szam pozitiv kiilonbségét. Legyen A > 0
olyan nagy szam, hogy § < ge(yo) — fS(ATyo — ¢) + bTyo + Ae teljesiil.
Az utébbi (6-ndl nagyobb) érték feliilrl becsiilhetd az yo — Aa vektorhoz
tartoz6 dudl célfiiggvényértékkel, ami ellentmond b)-nek.

Ha « > 0, akkor felteheto, hogy o = 1. Ekkor a

§ < ge(—a) — fS(AT (=a) — ¢) + b7 (—a)

egyenlétlenséghez jutunk, ami ismét ellentmond b)-nek. O
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Most a primadl zartsagi feltételhez keresiink elégséges feltételeket. Az
errdl széld allitds bizonyitasa elott kimondunk egy egyszeriien igazolhatd
lemmat:

11.3. Lemma: Legyen f: R™ — R valédi konvex fiigguény. Ekkor

bar (epi f) = ( bar (C})omf) ) U cone < —dolmfc ) .

Tovdabbad

ribar (epi f) = {\(a,1) : a € —ri(dom f€), A > 0}.

Bizonyitds: Az elsé egyenlOség egyszerl szamoldssal igazolhatd. A masodik
egyenléséghez vegyiik észre, hogy a bar (dom f) x {0} kdip a bar (epi f)
halmaz valédi expondlt részhalmaza, igy része az utobbi halmaz relativ
hataranak, elhagyva beldle, a maradék konvex halmaznak ugyanaz a relativ
belseje, mint a bar (epi f) halmaznak. A masodik egyenl6ség ezek utén 4.20
kovetkezménye. a

11.4. Allitas: A primdl zdrtsdgi feltétel teljesil, ha az aldbbi dllitdsok
legaldbb egyike i1gaz

a) f,g zdrt figguények, és Dg # ();

b) f zdrt, g poliédrikus figgvény, tovdbbd létezik yy € R™ wvektor, amelyre
yo € dom g., ATyy — ¢ € ridom f¢;

c) f poliédrikus, g zdrt figgvény, tovdbbd létezik yy € R™ wvektor, amelyre
yo € ridom g., ATyy — ¢ € dom f¢;

d) f,g poliédrikus figguények, tovdbbd D # ().

Bizonyitds: Az a) allitdshoz legyen
. . s R A 0
Ci :=epi f, Cy :=hipog, tovabba A := R

Ekkor a zartsdgi feltételek miatt C7, Cy zart, konvex halmazok, és AC’l — (Y
a primal zartsagi feltételben szerepld kiillonbséghalmaz. Az AC; — Cs kon-
vex halmaz 6.26 szerint zart lesz, ha teljesiil, hogy

(—ATribar Cy) N (ribar C1) # 0.
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A lemma segitségével konnyen belathatd, hogy

o c
ribarepi f = ricone ( dolmf ) ,
. . . dom g,
ri bar hipo g = ricone 1 .

Legyen yo € Dy, §o := (y¢, —1)T. Konnyen ellendrizhets, hogy e jelélések-

kel
—Ango € ribarepi f, és gg € ribarhipog.

Ekkor tehat a fentiek szerint teljesil a priméal zartsigi feltétel.

b), ¢) az a)-hoz hasonléan intézhet6 el (csak most 6.27-et hasznalva),
d) nyilvéanvalé abbdl, hogy poliéderek linedris képe, Osszege is poliéder, és
igy zart. O

Mivel a —(D) program duélja a —(P) program, azért 11.2 és 11.4 du-
alizalhatok.

Dual zartsagi feltétel: Tegytk fel, hogy az
T
< fT (1) ) hipo gc — epi f¢

halmaz zart.

11.5. Tétel: Tegyik fel, hogy az f, g fligguények zdrtak, teljesil a dudl
zdrtsdgi feltétel, tovdbbd P UD # (). Ekkor tetszéleges 6 € R szdm esetén
az alabbi allitdsok ekvivalensek:

a) létezik y € R™ vektor, amelyre g.(y) — fS(ATy —c) + b7y > §;

b) minden x € R™ vektor esetén f(z) — g(Azx —b) +clz > 4. O

11.6. Allitas: A dudl zartsdgi feltétel teljesul, ha az aldbbi dllitdsok
legaldbb egyike igaz

a) f,g zdrt figguények, és Py # 0;

b) f zart, g poliédrikus figguény, tovdibbd létezik o € R™ vektor, amelyre
xg € ridom f, Axg — b € dom g;

c) f poliédrikus, g zart figguény, tovdabbd létezik xo € R™ vektor, amelyre
xo € dom f, Axg — b € ridom g;

d) f,g poliédrikus fiiggvények, tovdibbd P # (). a
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Most mér kiplinedris specidlis esetéhez (6.34) hasonléan bizonyithatd
az alabbi

11.7. Tétel: (Rockafellar erds dualitasi tétele)

a) Tegyiik fel, hogy teljesil a primdl zdrtsdgi feltétel. Ekkor P UD # ()
esetén vp = vp, €s a primdl optimumérték felvétetik, ha véges.

b) Tegyiik fel, hogy f, g zdrtak, tovdbbd teljesil a dudl zdrtsdgi feltétel. Ekkor
PUD # 0 esetén vp = vp, €s a dudl optimumérték felvétetik, ha véges.

c) Ha a 11.4-beli a), b), c), d) feltételek legalabb egyike fenndll, akkor vp =
vp, €s a primdl optimumeérték felvétetik, ha véges.

d) Ha a 11.6-beli a), b), c), d) feltételek legalabb egyike fenndll, akkor vp =
vp, €s a dudl optimumérték felvétetik, ha véges. O

11.8. Tétel: (kiegészitd eltérések tétele) Tegyiik fel, hogy 11.7 a), b), c)
vagy d) pontjanak feltétele teljesil. Ekkor x € P, y € D esetén az aldbbi
allitasok ekvivalensek

a) az x és y vektorok a megfeleld programok optimdlis megolddsai;

b) az x ésy vektorokhoz tartozd primdl, illetve dudl célfigguényértékek meg-
egyeznek;

c) teljesiil, hogy

ATy — ) =yT Az — f(z) — 'x,
9e(y) =y Az — g(Az — b) — yTb.

Bizonyitds: Az er6s dualitési tétel szerint a primaél és dudl optimumértékek
megegyeznek. Az x,y megengedett megolddsok ezért pontosan akkor op-
timalisak, ha a hozzajuk tartozé célfiiggvényértékek megegyeznek. Ez mu-
tatja a) és b) ekvivalencidjat, b) és c) ekvivalencidja a gyenge dualitasi tétel
utani megjegyzésbol adddik. a

A kovetkezd két tétel 6.29 és 6.31 Altaldnositdsa. Bizonyitasukhoz
sziikségiink lesz az alabbi lemmara:

11.9. Lemma: Legyen f az R™ téren értelmezett, valodi konvez fiigguény.
Ekkor
bar dom f = —domrec f€.
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Bizonyitds: 9.12 nyilvanval6é kovetkezménye, hogy
bar dom f = —domsuppyq, f = —domrec f€.

O

11.10. Tétel: Tegyiik fel, hogy f,—g zart, valddi konvex figgvények, (P)
megoldhato, tovabbd az

ATdom g, — dom f¢

konvex halmaz zdrt. Ekkor az aldbbi dllitdsok ekvivalensek:
a) a (P) program korldtos, vagyis vp > —00;
b) nem létezik z € R™ vektor, amelyre (rec f)(2)+ (rec (—g))(Az)+cl'z < 0;
¢) a dudl program megoldhatd.
Specidlisan ha a dom f¢, dom g. konvex halmazok zdrtak, tovabbd

(Aridomrec f) Nridomrec (—g) # 0,

akkor a fenti a), b) és ¢) dllitasok ekvivalensek.

Bizonyitas: Az allités “c)=-a)” része a gyenge dualitési tétel kovetkezménye.

Az “a)=Db)” irdny szokdsos médon indirekt igazolhaté. Ha létezne b)-
ben leirt tulajdonsagu z vektor, akkor egy tetszéleges primél megengedett
megoldasbdl induld, z iranyu félegyenes mentén —oo-hez tartana a primal
célfiiggvény.

Most megmutatjuk, hogy a tétel zartsagi feltétele mellett b)=-c). Te-
gyiik fel indirekt, hogy bar b) fennéll, mégsincs megengedett megoldédsa a
(D) programnak, vagyis

(ATdom (g.) — ¢) N dom (f€) = 0.
5.10 szerint ekkor létezik a € R™ vektor ugy, hogy
inf a” (ATdom (g.) — ¢) > supa’ dom (f°).
9.12 és 9.27 segitségével konnyen belathatd, hogy erre az a vektorra
—(rec(—g))(Aa) — c"'a > (rec f)(a),

ami ellentmond b)-nek.
A tétel utolsé allitasa 11.4 mintdjara igazolhatd, 11.9 segitségével. O
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11.10 dualis véltozata, 6.31 megfeleloje az aldbbi

11.11. Tétel: Tegyik fel, hogy f,—g zart, valédi konvex figgvények, (D)
megoldhatd, tovabbd az

Adom f — domyg

konvex halmaz zdrt. Ekkor az aldbbi dllitdsok ekvivalensek:
a) a (D) program korldtos, vagyis vp < oo;
b) nem létezik w € R™ vektor, amelyre (rec (—g.))(w) + (rec (f¢))(ATw) +
bTw > 0;
¢) a primal program megoldhato.
Specidlisan ha a dom f, dom g konvex halmazok zdrtak, tovibbd

(ATridomrec (—g.)) Nridomrec (f€) # 0,

akkor a fenti a), b) és c) dllitdsok ekvivalensek. O

6.33 altalanositasahoz a fenti két tételen kiviil sziikségiink lesz még az
alabbi lemmaéra is:

11.12. Lemma: Legyen f az R™ téren értelmezett, zdrt, valodi konvex
figguény. Tegyiik fel, hogy a dom f¢ konvex halmaz zdrt és egyenesmentes
(vagyis linealitdstere a trividlis {0} altér). Ekkor

x € dom f, z € ridomrec f esetén x + z € ridom f.

Bizonyitds: Elészor is 11.9, 4.7 és 4.11 szerint

z €ridomrec f = —ribardom f¢=
—riclbardom f¢ =
= —ri(recdom f¢)*,

igy Carver tétele szerint
{y e recdom f¢: 2Ty > O} - {y e —recdom f¢: 2Ty < O} .

Most tegyiik fel indirekt, hogy x+ z ¢ ridom f, ekkor a mdsodik Hahn—
Banach-tétel szerint 1étezik a € R™ nemnulla vektor igy, hogy

a’z+a"z <infa’dom f.
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Erre az a vektorra nyilvan teljesiil, hogy a’z < 0 (hiszen x € dom f),
tovabba
a € bardom f = —domrec f¢ C —recdom f*

(itt djra 11.9-et hasznéltuk, és azt a tényt, hogy az effektiv tartomény az
epigréf linedris képe). A fentiek szerint +a € rec dom f¢, ami ellentmond a
dom f€¢ halmaz egyenesmentességének. (A bizonyitdsbdl az is latszik, hogy
még az egyenesmentességi feltételt elhagyva is igaz lesz a gyengébb

ridomrec f C recridom f
konklizié.) O

11.13. Tétel: Tegyiik fel, hogy az f,g figguények zdrtak.
a) Ha az
ATdom g, — dom f¢

konvex halmaz zart, akkor (P) megoldhatésaga és korldtossdga esetén (D)
megoldhatd lesz.
b) Ha az

Adom f —domyg

konvexr halmaz zdrt, akkor (D) megoldhatdsiga és korldtossdga esetén (P)
megoldhatd lesz.
¢) Ha a dom f¢, dom g. konvex halmazok zdrtak, tovabbd

(Aridomrec f) Nridomrec (—g) # 0,

akkor (P) megoldhatésaga és korlatossaga esetén (D) megoldhatd lesz. Ha
még az s teljestl, hogy a dom f¢, dom g. halmazok egyenesmentesek, akkor
(P) szigoruan megoldhatd.

d) Ha a dom f, dom g konvezr halmazok zdrtak, tovdbbd

(ATridomrec (—g.)) Nridomrec (f€) # 0,

akkor (D) megoldhatdsdga és korldtossdga esetén (P) megoldhatd lesz. Ha
még az is teljesil, hogy a dom f, dom g halmazok egyenesmentesek, akkor
(D) szigorian megoldhato. O
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Megjegyezziik, hogy 11.12-ben, és igy 11.13-ban is elhagyhaté az effektiv
tartomanyok egyenesmentességének feltétele, ha f, —g konvex kupfliggvé-
nyek, vagyis f = recf és —g = rec(—g) teljesil. Altaldban azonban a
fenti feltétel nem hagyhatd el, mint azt az aldbbi példa mutatja: Legyen
C C R™ kompakt, konvex halmaz, f := indyg), g := —indc, tovabba A c
tetszbleges, —b € C'\ riC. Ekkor z = 0 mutatja, hogy 11.13 c) feltételei
teljesiilnek (az egyenesmentességi feltételt leszamitva), a 0 vektor primél
megengedett megoldas, a dudl megengedett megolddsok halmaza, dom g,
nemiires, (P) mégsem szigoruan megoldhatd.

A Rockafellar-féle erés dualitasi tétel két tovabbi kovetkezményét em-
litjiik a fejezet végén. Az els6é Eisenberg dualitdsi tétele pozitiv homogén
fliggvények esetén, a masodik Dennis dualitdsi tétele zart, konvex fliggvény
optimalizdlasardl poliéderen.

Legyen el6szor h az R™ téren értelmezett, zart, valodi konvex kupfiigg-
vény, k az R™ téren értelmezett zart, valdodi konkav kipfiiggvény. Legyen
tovabbda A € R"™* " és f := h, g := k.. Ekkor —g a dom (k.) halmaz
indikétorfiiggvénye, f¢ pedig a dom (h¢) halmazé (v6. 9.5 bizonyitdsdval).
A k figgvény zartsdga miatt g. = k. Ezért a Rockafellar-féle (P) és (D)
program ekkor b = 0 és ¢ = 0 esetén a kovetkez6 alakot olti:

inf h(x), inf h(x),

(EP) { Az € dom g = dom k., anaz yTAx > k(y) (y € domk)
sup k(y), sup k(y),

(ED) { ATy € dom f¢ = dom h°, azaz yT" Az < h(z) (z € domh).

11.14. Tétel: (Eisenberg dualitasi tétele) Tegyiik fel, hogy h az R™ téren
értelmezett, zdrt, pozitiv homogén, valodi konvex figgvény, k az R™ téren
értelmezett, zdrt, pozitiv homogén, valddi konkdv fiiggvény, és A € R™*",
Ekkor a kévetkezd dllitdsok teljestilnek:

a) h(z) > k(y), ha = és y az (EP), illetve (ED) programok megengedett
megolddsai;

b) ha létezik x € ridom h vektor, amelyre Az € ridomk,., akkor az (EP)
és (ED) programok optimumeértékei megegyeznek, és az (ED) program op-
timumértéke felvétetik, ha véges;

¢) ha létezik y € ridom k vektor, amelyre ATy € ridom h¢, akkor az (EP)
és (ED) programok optimumértékei megegyeznek, és az (EP) program op-
timumeértéke felvétetik, ha véges. a
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Most Dennis eredményét vezetjiik le a Rockafellar-féle erés dualitasi
tételbdl.

Legyen f : R™ — R zart, valédi konvex fiiggvény, A € R™*", b € R™,
c = 0, tovabbd —g az R'" halmaz indikatorfiiggvénye. Ekkor g. = g, és a
Rockafellar-féle (P) és (D) programok az alabbi alakot oltik:

(DP) inf f(z), Az > b, z € dom f,
(DD) sup by — fC(ATy), y >0, ATy € dom (f°).

Az utébbi program ekivalens médon még gy is felirhatd, mint

(DD) supbly — f¢(2), z = ATy, y > 0, z € dom (f°).

11.15. Tétel: (Dennis dualitési tétele) Legyen f : R™ — R zdrt, valddi
konvex figgvény, A € R™* ™ b€ R™. Vezessik be a P :={x: Ax > b} és
R:=1Imy A7 jelgléseket. Ekkor

a) A (DP) program optimumértéke legalabb akkora, mint a (DD) program
optimumeértéke.

b) Ha P Nridom f # 0, akkor a (DP) és (DD) programok optimumértéke
megegyezik, és a (DD) program optimumértéke felvétetik, ha véges.

¢) Ha RNridom (f€) # (0, akkor a (DP) és (DD) programok optimumértéke
megegyezik, és a (DP) program optimumértéke felvétetik, ha véges.

d) A b) és c) esetben is (dltaldban ha az optimumértékek megegyeznek) az x
primdl megengedett és (y,z) dudl megengedett megolddsok pontosan akkor
optimdlisak, ha teljesitik az alabbi egyenloségeket

yT Az =bTy = 2Tz és f°(2) = 2T — f(2).

12. Lagrange-, Wolfe-dual

Tekintsiik most az
(LP): inf f(x), gi(z) <0 (i =1,...,m), z € C,
(LD) : supinf{f(z) + 31" vigi(z) :x € C}, y € R

Lagrange primal-dudl programpart, ahol C' C R™ nemiires, konvex
halmaz, f : C — R konvex fiiggvény, g, : C — R (i = 1,...,m) kon-
vex fliggvények. Jelolje LP, illetve LD a primél, illetve a dudl program
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megengedett megoldasainak halmazat, vagyis legyen

LP:={zeC:g(x)<0(i=1,...,m)},
LD :={y € R} : inf{f(x) + X1~ yigi(x) : x € C} > —o0}.

Jelolje vy p, illetve vpp a megfeleld programok optimumértékeit, LP,, il-
letve LD, pedig optimélis megoldasaik halmazat. Jelolje tovabba ¢ a
(g1(.)s -+, gm ()T leképezést.

El6szor megmutatjuk, hogy itt a Rockafellar-féle dualitas egy specilis
esetérol van szé.

Legyen ugyanis

C1:={(z,b) e R"" x R™: 2z € C, g(x) + b < 0},
Cy :={(x,b) e R" x R™ : b > 0}

(Cy definicigjaban b = 0 is frhatd), tovabbé

¢ R f(CC), ha (fE,b) S él’
f(x,b) = { 00 egyébként,

0, ha (z,b) € Co,
—oo  egyébként.

g(z,b) :== {

Ha A az (n+m)x (n+m)-es egységmatrix, b=0,¢=0,akkoraz A,b,¢, f,§
inputhoz tartozé Rockafellar primdl-dual programpar

(]5) lnff(va)_g(va)
(D):  supge(a,y) — fa,y).

Megmutatjuk, hogy az (LP) és (P), illetve (LD) és (D) programok ekvi-
valensek. Az (x,b) vektor pontosan akkor lesz a (P) program megengedett
megoldésa, ha x € C, g(x)+b <0, b > 0. Ekkor az = vektor az (LP) prog-
ram azonos célfliggvényértékii megengedett megoldasa. Megforditva ha az
x vektor az (LP) program megengedett megoldasa, akkor az (z,0) vektor
a (P) program azonos célfiiggvényértékii megengedett megolddsa. Ezért az

(LP) és (P) programok ekvivalensek. Az (LD) és (D) programok ekviva-
lenciajanak bizonyitdsa érdekében szamoljuk ki a g. és f€ fliggvényeket:

fc(a,y) = sup aT:c+yTb—f(x,b):xER”,bERm}:
aT:c+yTb—f(:c):xEC,g(m)—f—bgO}
gela,y) = inf{aTz+yTb—glx,b):z eR™ bER™| =

. 0 haa=0,y>0
_ T . >l =) 0 ,y >0,
1nf{a Tty b.b_()} { —00  egyébként.

= sup
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Ezért

gc(avy) _fc(a’y) =
:{ —sup{yTb—f(x):xeC, g(x)+b§0}, haa =0,y >0,

—00 egyébként
B inf{yTg(x)—i-f(x):xEC}, haa=0,y >0,
—00 egyébként,

N

amibdl az (LD) és (D) programok ekvivalencidja is latszik.
Most mar konnyen belathaté Rockafellar erés dualitasi tételének segit-
ségével az alabbi

12.1. Tétel: Tegyiik fel, hogy az f,g1,...,9m : C — R konvex fligguények
alulrol félig folytonosak, tovdbbd hogy valamely Ag > 0 szdm és A e RT
vektor esetén a Ao f + 5\Tg fligguény (alsd) nivéhalmazai kompaktak. Ekkor
LP ULD # 0 esetén vpp = vpp, €s az (LP) program optimumértéke
felvétetik, ha véges.

Bizonyitds: Elég azt megmutatnunk, hogy a (P ) (D ) programokra teljesiil

~

a primal zartsagi feltétel. Kiszdmolva az epi f — hipo g halmazt lathatjuk,
hogy ez a halmaz pontosan akkor zart, ha az

._ g(x) \ . m
S = {( ) ) .xec}+R+“
halmaz zart.

Megmutatjuk, hogy az S halmaz zart. Legyen z (k = 1,2,...) C-beli
elemek egy sorozata, yr € R' nemnegativ vektorok, p; > 0 nemnegativ
szamok (k =1,2,...), és tegyiik fel, hogy

9(xk) +yr — b (k — 00), és flzx) + pr — v (b — 00).
Ekkor természetesen

Ao f () Z i9:(x1) + Xopr + A ye — Aoy + ATb (k — 00),

igy elég nagy k indexek esetén xj eleme a feltétel szerint kompakt

{:c € C: Mof(x) + Ng(z) < Aoy + AT+ 1}
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halmaznak. A Bolzano—Weierstrass-tétel szerint feltehetd, hogy az xj soro-
zat konvergal valamely x € C ponthoz. A szerepl6 fiiggvények alulrdl félig
folytonossiga miatt az

{flzg) : k=1,2,.. .}, {gi(zg) : k=1,2,...} (i=1,...,m)

halmazok korldtosak (feliilrél persze korldtosak; ha alulrél nem lenne kor-
latos az egyikiik, példaul az els6 halmaz, akkor az maga utdn vonnd, hogy
f(z) = —o0, ellentmondésban azzal, hogy = € C). Feltehet6 tehat, hogy
a megfelel6 sorozatok konvergensek, limesziiket jelolje v — p, illetve b; — 9;
(i = 1,...,m). Ekkor pp — p (k — o0), és yp — y (kK — o0), tehat
p=>0,¢é 7€ R A szerepld fliggvények alulrdl félig folytonossdga miatt
v—p > f(x), és b— g > g(x). Mindebbdl az is latszik, hogy (b,y) € S,
amit bizonyitanunk kellett. O

Bizonyitas nélkiill megjegyezziik: C' zartsaga, Ao = 1, A > 0 esetén
létezik y > 0 vektor tigy, hogy 0 € ridom (f 4+ y”g)¢ (ldsd [201, 13.3.4, 8.7),
azaz a (primél zértségi feltételnél erésebb) dom g. Nridom f¢ # () feltétel
teljesiil.

12.1 dudlis megfelelgjét direktebb mdédon igazoljuk (ldsd még 12.18).
12.5-h6z mindent elolrol kezdve 11.5 megfelel6jét, a konvex Farkas-tételt
bizonyitjuk.

Azt mondjuk, hogy az (LP) programra teljesiil az erds Slater-feltétel,
ha létezik z¢ € C pont, amely az (LP) program Osszes feltételét szigord
egyenlStlenséggel teljesiti, vagyis amelyre g(xo) < 0. Ekkor az xy pontot
er6s Slater-pontnak nevezziik. Ha x( erés Slater-pont, akkor 8.19 szerint
feltehet8, hogy xop € riC (ez mutatja azt is, hogy az erés Slater-feltétel
valéban erésebb, mint az aldbbi gyenge Slater-feltétel).

Azt mondjuk, hogy az (LP) programra teljesiil a (gyenge) Slater-
feltétel, ha létezik = € ri C' megengedett megoldasa, amelyre g;(z) < 0, ha
g; nemaffin fiiggvény; és g;(z) < 0, ha g; affin fiiggvény. Az ilyen = pontot
Slater-pontnak nevezziik.

A gi(z) < 0 feltételt reguldrisnak nevezziik, ha az (LP) program-
nak létezik olyan megengedett megoldasa, amely ezt a feltételt szigoruan
teljesiti. Indexhalmazukat jelolje I(reg). A nem reguldris feltételeket szin-
guldris feltételeknek nevezziik. Indexhalmazukat jelolje I(sing). Ha tel-

jesiil a Slater-feltétel, nyilvan minden szinguldris feltételbeli g; fiiggvény
affin.
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12.2. Allitas: Ha teljestil a Slater-feltétel, akkor létezik olyan x Slater-
pont is, amelyre

6:(x) < 0 (i € I(reg)), gi(x) = 0 (i € I(sing)).
Az ilyen Slater-pontot idealis Slater-pontnak nevezzik.

Bizonyitds: Minden i € I(reg) esetén valasszunk x; € LP pontot, amelyre
gi(z;) < 0. Ezeknek a pontoknak és egy Slater-pontnak a pozitiv, konvex
kombinacidja megfelel. a

12.3. Tétel: (konvex Farkas-tétel) Tegyik fel, hogy az (LP) programra
teljestil a Slater-feltétel. Az

flx) <0,

gi(@) <0 (i =1,...,m),

xeC
rendszernek pontosan akkor mincs megolddsa, ha létezik nemnegativ y =
(Y1, ym)" vektor gy, hogy

F@)+ Y paile) 20 (@ € ©)

Utébbi esetben a szinguldris feltételekhez tartozo y; (i € I(sing)) szorzokrdl
az is feltehetd, hogy pozitivak.

Bizonyitds: Nyilvanvald, hogy a két rendszernek nem lehet egyszerre meg-
oldésa, ez a regularitasi feltétel nélkiil is fennéll. Megmutatjuk, hogy ha az
els6 rendszernek nincs megoldésa, akkor a masodiknak van.

Tekintsiik az

S = Uger {b c Rm+1 f(z) < bo, gi(z) <b; (i € I(reg)), }

gi(x) = b; (i € I1(sing))

halmazt. Ez nyilvan az

[BRES

8.13 szerint konvex halmaz vetiilete, igy konvex (a Slater-feltétel miatt a
szinguldris feltételekben szerepld fiiggvények affinok!), és az els6 rendszer

f(x)—by <0, gi(x) —b; <0 (i € I(reg)),
gi(x) —b; =0 (i € I(sing))

229



megoldhatatlansdga miatt nem tartalmazza az origét. A maéasodik Hahn—
Banach-tétel szerint létezik v = (vo, y1,- - ., Ym) vektor ugy, hogy

Zyibi >0 (b S S),
=0

és valamely b € S esetén (valdjaban valamennyi b € 1i S esetén)

A bizonyitas hatralévé része négy részre oszthatd.

1. ElSszor megmutatjuk, hogy yo > 0, és y; > 0 (i € I(reg)). Vegylnk
egy tetszoleges b elemet S-b8l. Ekkor b(\) := (bo + A, b1,...,by) is S-beli
minden A > 0 esetén. Ha yo < 0 lenne, 37 b(A\) > 0 nem teljesiilne elég nagy
A esetén. Hasonléan bizonyithat6, hogy y; > 0 (i € I(reg)).

2. Méasodszor megmutatjuk, hogy
m

yof (x) + > vigi(z) >0 (z € C).
i=1

Ez abbdl az észrevételbdl kovetkezik, hogy minden x € C, A > 0 esetén
(f@) + X gi(z),....g9m(2)) €S, és igy

W(F@) + N+ igila) > 0 (x € ).
=1

Tartsunk A-val nulldhoz.

3. Harmadszor megmutatjuk, hogy yo > 0. Indirekt bizonyitunk. Mar
tudjuk, hogy yo > 0. Tegylik fel, hogy yg = 0. Legyen z* idedlis Slater-
pont. A bizonyitds méasodik részébdl adddik, hogy ;¢ 1(reg) yigi(x*) > 0.
Masfeldl (lasd az els6 részt) y; > 0,g;(z*) < 0 (i € I(reg)), igy y; = 0
(i € I(reg)). Az b ponthoz létezik T € C gy, hogy b; = g;(T) (i € I(sing)).
A I(sing) y;gi(x) Osszeg az x valtozd affin fiiggvénye, a C-beli T-ban
pozitiv, a ri C-beli x*-ban nulla, igy az T € C pontot az x* € riC' ponton
tulhtzva a C halmazban, olyan 2’ € C' ponthoz jutunk, amelyben az osszeg
negativ, ami ellentmond a bizonyitds masodik részének.

Ezzel belattuk, hogy yo > 0. Feltehets, hogy yo = 1. (Ha nem igy
lenne, leoszthatjuk vele az y vektort.)
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4. Végiil I(sing) elemszama szerinti teljes indukciéval megmutatjuk, hogy
az y; (i € I(sing)) szorzok pozitivva teheték. Ha I(sing) = (), akkor készen
vagyunk. Az &ltaldnos lépéshez tegyiik fel, hogy |I(sing)| =k +1 > 1, és
|I(sing)| < k esetén mar bizonyitottuk a 4.-beli 4llitdst. Tekintsiik minden
ys < 0, s € I(sing) esetén az alabbi rendszert:

gs(x) <0,
gi(x) <0 (i # s),
xeC.

Az s-edik feltétel szingularitdsa miatt ennek a rendszernek nincs megoldasa,
szingularis feltételeinek szama legfeljebb k, tovabba teljesiil ra a Slater-
feltétel, fgy az indukcidfeltétel szerint léteznek 9\*) > 0 (i # s) szorzék tgy,
hogy

g5(@) + Y97 gi(@) > 0 (w € C),

i#s
Legyen @ﬁs) = 1, ekkor az §® vektorok alkalmas pozitiv szdmud t5bb-
szOrosét (példaul (1 — ys)-szeresét) hozzdadva az y vektorhoz, megfelel§
szorzokhoz jutunk. a

12.4. Megjegyzés: Az az eset, mikor egyetlen f(z) < 0 feltétel helyett
tobb fj(x) < 0 feltétel van a rendszerben, konnyen visszavezethet6 a fenti
tételre. Vizsgaljuk ugyanis a

T <0,
fi(z) =7 <0,
gi(z) <0,
reC, TER

rendszert. Ez pontosan akkor megoldhato, ha az

f](.’E) <0,
gi(xz) <0,
rzeC

rendszer megoldhatd, és ha az utébbi rendszerre teljesiil a Slater-feltétel,
akkor az elébbire is teljestil. Ha az utobbi rendszer nem megoldhatd, akkor
az elébbire alkalmazva a konvex Farkas-tételt, az f; fiiggvények szorzdinak
Osszege 1 lesz.

Most mar belathatjuk 12.1 dualis megfelelGjét.
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12.5. Tétel: Tegyiik fel, hogy az (LP) programra teljesil a Slater-feltétel.
Ekkor vpp = vrp, €s a dudl optimumérték felvétetik, ha véges.

Bizonyitds: Ha v p = —o0, akkor a gyenge dualitasi tétel miatt vp,p = —o0
is teljesiil, tehét ekkor vpp = vpp.

Mivel a Slater-pont egyben primél megengedett megoldas is, azért mar
csak azt az esetet kell megvizsgdlnunk, mikor vy p € R. Ekkor persze nem
létezik primal megengedett megoldds, amelyre f(x) — vrp < 0 lenne, igy a
konvex Farkas-tétel szerint létezik y € R’ vektor, amelyre

f(z) + iyigz'(l“) >wvrp (z € C).
=1

Mivel ugyanakkor ennek az egyenlotlenségnek a bal oldalan infimumot véve
z-ben egy legfeljebb vy, p nagysagu szam all, azért az is latszik, hogy vpp =
vLD, és y dudl optimalis megoldas. a

A konvex Farkas-tétel (vagy 12.5) segitségével nevezetes optimalitési
tételeket bizonyithatunk. Az

L(z,y) := f(z) + f:ylgz(x) (x e C,yeRY)
=1

fiiggvényt az (LP) feladathoz tartozé Lagrange-fiiggvénynek nevezziik.
Azt mondjuk, hogy az (#,7) € C x R vektorpar az L Lagrange-
fliggvény nyeregpontja, ha teljesiil rd az aldbbi nyeregpont egyenl6t-
lenség
L(#,y) < L(#,9) < L(z,§) (z € C,y € RT).

Konnyen belathaté, hogy a nyeregpont egyenlotlenség ekvivalens az alab-
bival
L(#,y) < L(z,9) (x € C,y € RT).

12.6. Allitas: Az (#,9) € C x R vektorpdr pontosan akkor lesz az L
Lagrange-fiigguény nyeregpontja, ha teljesil rd, hogy

sup L(Z,y) = minsup L(z,y) = max inf L(x,y) = inf L(x,9).
Sup (2,y) iy sup (@,y) = max inf L(z,y) = inf L(z,§)

Ekkor a fenti kézos érték L(z,q).
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Bizonyitds: Konnyen belathatd, hogy az allitasban szerepld egyenldségekbol
kovetkezik a nyeregpont egyenlGtlenség.
Megforditva barmely (z,7) € C' x R vektorpar esetén

1nf L(x 9) < L(z,y) <sup L(z,y),
y>0

ezért a bal oldalon szuprémumot véve, a jobb oldalon pedig infimumot, oda
jutunk, hogy

sup inf L(z,y) < 1nf sup L(z,y).

y>0 zeC zeC y>0

Tovéabbé a nyeregpont egyenlotlenséget hasznalva kapjuk, hogy

inf sup L(z,y) < sup L(Z,y) < L(Z,9) < inf L(z,y) < sup inf L(x ).
z€C 4>0 y>0 zeC y>0 z€C

A fentiekbdl mar kovetkezik az allitds még nem bizonyitott irdnya is. O

12.7. Tétel: (Karush—-Kuhn—Tucker) Tegyiik fel, hogy az (LP) programra
teljestil a Slater-feltétel. Ekkor az & € C vektor pontosan akkor lesz az (LP)
program optimdlis megolddsa, ha létezik § € R vektor 1igy, hogy az (Z,7)
vektorpdr az L Lagrange-fiiggvény nyeregpontja.

Bizonyitds: A tétel konnyti része annak bizonyitasa, hogy ha (Z, ) a Lag-
range-fiiggvény nyeregpontja, akkor & az (LP) program optimélis megol-
désa. A bizonyitds ezen részéhez még a regularitdsi feltételre sincs sziikség.
A nyeregpont egyenlétlenséghdl kapjuk, hogy

f( )+Zz 1yzgz( )<f( )+Zz 1yzgz( )S
_f( )+Zz:1yzgz( )(.%'EC,yERm).

Az elsé egyenlStlenségbdl konnyen belathatd, hogy ¢;(z) <0 (i =1,...,m)
(ha valamelyik 7 index esetén g¢;(Z) > 0 lenne, akkor y; szorzéjat eléggé
megnovelve ellentmondédshoz jutnank), tehat & € LP. A fenti egyenlStlen-
séglanc két szélét tekintve y = 0 helyettesitéssel az

f(@) < fl@)+> digi(z) < f(z) (x € LP)
i=1

egyenlGtlenséghez jutunk, vagyis & € LP,, is teljestl.
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A forditott irdnyhoz maér sziikség lesz a regularitasi feltételre. Legyen
z € LP,, ekkor persze az

egyenlGtlenség-rendszer nem megoldhatd. Ezért a konvex Farkas-tétel sze-
rint 1étezik 7 € R’ vektor, amelyre

)+ Z?Qz‘gz‘(w) >0 (z € C).

Ebbol az egyenlétlenséghdl x = & helyettesitéssel lathatd, hogy

m
> 9igi(#) =0,
i=1

és ezutan a nyeregpont egyenlétlenség,

+Zyzgz <fj <f +Zyzgz xGC’,yERT)

is konnyen adodik. a

A Karush—Kuhn—Tucker-tétel alabbi két egyszerii kvetkezménye elve-
zet minket a tétel leggyakrabban alkalmazott specialis esetéhez.

12.8. Kovetkezmény: A 12.7 Tétel feltételeinek fenndllisa esetén az
& € C wvektor pontosan akkor lesz az (LP) program optimdlis megolddsa, ha
létezik §j € R vektor gy, hogy

a) (@) + 22020 9i9i(2) = mingec f(2) + 202, 9igi(x), és
b) 2ie1 9igi(2) = maxy>0 2% ¥igi(%).
Bizonyitds: A tétel atfogalmazdsa. O

12.9. Kovetkezmény: A 12.7 Tétel feltételeinek fenndllisa esetén az
Z € LP wvektor pontosan akkor lesz az (LP) program optimdlis megolddsa,
ha létezik §j € R vektor gy, hogy

a) f(2) = mingec f(z) + 20 9igi(x), és
b) >ty 9igi(2) = 0.
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Bizonyitds: A 12.8 atfogalmazésa (vagy 12.5 egyszerii kovetkezménye). O

12.10. Tétel: Legyen S C R™ nemiires, nyilt halmaz, C C S, tovdbbd
figi S —= R (i =1,...,m) a C halmazon differencidlhato figgvények.
Ekkor a 12.7 Tétel feltételeinek fenndlldsa esetén az & € LP wvektor pon-
tosan akkor lesz az (LP) program optimdlis megolddsa, ha létezik 3j € R}
vektor ugy, hogy

a) (Vf(@)+ X 3:Vi(2) (x —2) >0 (z € C), és
b) ity 9igi(2) = 0.

Ekkor az (&,y) vektort a (LP) feladat Karush—Kuhn—Tucker-pontjdinak
nevezzik.

Bizonyitds: 12.9 és 10.29 kovetkezménye, mivel az L(.,7) fliggvény konvex
a C halmazon. O

Mi a kapcsolat az LP, x LD, halmaz és a nyeregpontok (illetve a
differencidlhaté esetben a Karush-Kuhn—Tucker-pontok) kozott?

12.11. Allités: Ha a Lagrange primdl-dudl programpdrra teljesil, hogy
vrpp = vrp, akkor LPo x LD, éppen a Lagrange-fligguény nyeregpontjainak
halmaza. A differencialhato specidlis esetben LPo x LDg éppen a Karush—
Kuhn—Tucker-pontok halmaza.

Bizonyitds: Az optimumértékek egyenlOsége miatt, a kiegészits eltérések
tétele szerint & € LP,, y € LD, pontosan akkor, ha z € LP, § > 0, és a
megfelel6 célfliggvényértékek megegyeznek, vagyis

gre%f(x) + ;@z‘gi(x) = f(2).

Koénnyen beldthaté, hogy ekkor (és csak ekkor) & € LP, § > 0, tovabba
a 12.9-beli a) és b) feltételek is teljesiilnek; ami viszont azzal ekvivalens,
hogy & € C, § > 0, tovabbé a 12.8-beli a) és b) feltételek teljesiilnek; vagyis
(Z,9) nyeregpont.

A tétel Karush—Kuhn—Tucker-pontokra vonatkozé része hasonléan iga-
zolhaté. O
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Tegyiik fel most, hogy C' C R™ nemiires, nyilt, konvex halmaz, tovabba
fygi: C =R (i=1,...,m) differencidlhat6, konvex fiiggvények. Ekkor az
(LP) program Wolfe-dudlja a

(WD) : sup f(z) +ylg(x), V(z) + 3y Vg(z) =0,z € C, y € R

program. A Lagrange-duédl nem mindig ekvivalens a Wolfe-duallal. (Te-
kintsiik példdul az

(LFy) : infe*, <0,z eR
programot. Ennek Lagrange-, illetve Wolfe-dudlja

(LDy) : supinf{e”* +yzr:z € R}, y € Ry,
(WDy) : supe’ +yx, e +y=0, 2 €R, y € R4.

A Lagrange-dudl egyetlen megengedett megoldasa az y = 0, mig a Wolfe-
dudlnak nincs megengedett megoldésa.) Altaldban csak vp > vrp > vwp.

12.12. Allitds: Ha az (LP) és (LD) programok optimumértékei meg-
egyeznek és felvétetnek, akkor a Lagrange-dudl és a Wolfe-dudl ekvivalensek
egymassal.

Bizonyitds: Nyilvdnvald, hogy ha (z,y) € WD, akkor y € LD, és az
y-hoz tartozd, (LD) programbeli célfiiggvényérték legalabb akkora, mint
az (x,y)-hoz tartozd, (WD) programbeli célfiiggvényérték. A nemtrividlis
iranyhoz legyen § € LD,, és valasszunk tetszoleges & € LP, elemet. Ekkor
12.11 szerint (#,7y) Karush—-Kuhn—Tucker-pont, specidlisan megengedett
megoldasa a (W D) programnak, és célfiiggvényértéke legalabb akkora, mint
az g € LD vektorhoz tartozé célfiiggvényérték. 0

12.13. Kovetkezmény: Ha az (LP) programra teljesil a Slater-feltétel,
tovabbd optimumértéke felvétetik, akkor vpp = vwp, és a (WD) program
optimumértéke is felvétetik. a

Példaképpen megvizsgaljuk a konvex kvadratikus programokra vonat-
koz6 dualitési tételeket.

Legyen A € R™*" b e R™, ¢ € R", tovabba N € R"™*™ szimmetrikus,
pozitiv szemidefinit matrix. A

1
(KP): inf EscTN:c +clx, Az <b
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konvex kvadratikus program Wolfe-dudlja a
1
(KD): sup—§zTNz—bTy, Ne+ ATy4+¢=0,y>0

program. Itt a szokasos médon jelolje KP, KD a megfelel§ programok
megengedett megoldasainak halmazat, vk p, v p optimumértékeiket, KP,,
KD, optimélis megoldasaik halmazat.

12.14. Tétel: (kvadratikus gyenge dualitasi tétel) Ha = a (K P) program
megengedett megolddsa, (y,z) pedig a (KD) programé, akkor a megfeleld
célfiigguényértékek kozott fenndll az

1 1
ExTNx +cle > —§zTNz —bly

egyenldtlenség, egyenldséggel éppen akkor, ha

r—2z€KerN, ésyl (Az —b) = 0.

Bizonyitds: Legyen x € KP, (y,z) € KD. Ekkor

0< %(:cl— 2)TN(x —2) +y7(b— Az) =

= ixTNx +clx + %ZTNZ + b7y,
amibél mér kovetkezik a tétel. (A szimmetrikus, pozitiv szemidefinit mat-
rixok éppen a Gram-métrixok, vagyis a BT B alakban el6allé métrixok,
ezért (vagy 10.29 miatt) Ker N = {z : 27 Nz = 0}. Forditva is, vo. [27],
Cholesky-faktorizacio.) O

Lényegében a Farkas-lemmé&bdl, a szokasos médon kévetkezik, hogy

12.15. Tétel: Megoldhats (K P) program esetén az alabbi dllitdsok ekvi-
valensek:

a) a (KP) program korldtos;

b) nem létezik w, amelyre Aw < 0, Nw = 0,c’w < 0;

c) KD # (. O

12.16. Tétel: (kvadratikus erds dualitasi tétel) Ha vgp € R, akkor

vgp = kD, és KDg # 0. Hasonldan ha vkp € R, akkor vigp = vgp, €s
KP, # 0.
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Bizonyitds: A konvex Farkas-tételt hasznaljuk. Ha vgp € R, akkor nem
létezik = vektor, amelyre
1
ExTNm +clr —vgp < 0, Ax < b,
igy létezik y > 0 vektor gy, hogy
1
§xTNx +clx—vgp+yl (Az —b) >0 (z € RM).
Az eléz6 tételt a 0x < 0 feltétellel alkalmazva latjuk, hogy az itt szerepld
konvex kvadratikus fliggvény csak gy lehet alulrdl korlatos, ha létezik z
vektor, amelyre Nz + ATy + ¢ = 0. Ekkor —%ZTNZ — by > vgp, igy
(y,2) € KDo, és vxp = vkp.
Hasonléan igazolhaté a tétel masodik fele is. O
Latjuk, hogy a konvex kvadratikus programokra ugyanolyan dualitdsi
tételek allnak fenn, mint linedris programokra (vagyis a {0}, R, R
kipok direkt szorzataival leirt kiplinearis programok esetén).
A lineéris programokra vonatkozo erds dualitdsi tétel erdsitése az alabbi
Goldman—Tucker-tétel, amelyet szintén a konvex Farkas-tétel segitségével
bizonyithatunk. Alapokhoz kézelibb bizonyitdsa megtaldlhat6 [18]-ban.

12.17. Tétel: (Goldman-Tucker) Tekintsik példdul a
(LIP): infc'z, Az =10,2>0,
(LID): supbly, ATy <c,ycR™

linearis primdl-dudl programpdrt, ahol A € R™*" b€ R™, c € R". Ha a
dudl programnak létezik optimadlis megolddsa, akkor léteznek olyan & primdl,
illetve § dudl optimdlis megolddsok, amelyekre &+ ¢ — AT{ > 0.
Bizonyitds: Nyilvan nem létezik y vektor, amelyre

—b"y +wvpip <0, =0Ty +wvpp <0, ATy — <0,
ezért létezik = > 0, £ > 0, amelyre

Ty +wvprp + 2T (ATy — ) + &(—bTy +vpip) >0

minden y vektor esetén. EbbSl Az = (€ +1)b és vprp(€+1) > o adédik.
Ekkor tehat & := éfr—l primal optimélis megoldas. Lattuk, hogy feltehetd,
hogy &; > 0, ha a feltétel szingularis. FEzért ha &; = 0, akkor létezik
y; € LID, vektor, amelyre (ATyZ- —¢); < 0. Ezeknek az y; vektoroknak
pozitiv konvex kombindacidja legyen y. Konnyen beldthatd, hogy & és ¢
megfelel. a
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A fejezet végén a konvex fliggvényekkel leirt (L P) programra vonatkozé
12.5 dualitdsi tételt altaldnositjuk a kipkonvex leképezésekkel leirt (GP)
programra. Foglalkozunk a (GP) program regularizicidjaval is: megmu-
tatjuk, hogy egy a (GP) programmal ekvivalens programra teljesiil az erés
Slater-feltétel.

Legyen C' C R™ konvex halmaz, tovabba legyen P C R"™ poliéder.
Legyen K C R™ konvex kip, és legyen R C R! poliéder kip. Legyen
g : C — R™ K-konvex leképezés, és legyen h : P — R! R-poliédrikus
leképezés. (A g: C — R™ leképezés K-konvex, ha K-epigrafja, az

{(z,n) 12 € C, g(x) <k p}
halmaz konvex. Mas szavakkal a g : C' — R"™ leképezés K-konvex, ha
tetszoleges 1,19 € C', 0 < e < 1 esetén teljesiil, hogy
glerr + (1 — €)z2) <k eg(z1) + (1 — €)g(z2).
A h leképezés R-poliédrikus, ha R-epigrafja poliéder. Példaul minden
affin leképezés R-poliédrikus.)
Tekintsiik az aldabbi programpart:
(GP) : inf f(z), g(z) <k 0, h(z) <p 0,z € CNP
(GD) : supinf{f(z) +y"g(z) +2"h(z) :x € CNP},ye K*, z € R".
Hasonléan a fejezet elején az (LP) programra beldtottakhoz, a (GP)

program is megfogalmazhaté primal Rockafellar-programként: (GP) ekvi-
valens az alabbi (P) programmal:

(P)  inf f(2) — §(2), & = (z, b1, b2, b3, ba),

ahol
foan (z), hazeCy,
f@) = { 00 kiilonben,
v ] 0, hazeC(Cy,
§(&) = { —oo kiilonben,
ahol
C1 = {2:2€C, g(x)+b <g0,by=by, bs € K},
Cy = {&:2€P h(x)+by<gr0, by =bs, by € R}.

(Itt f konvex fiiggvény, ¢ konkav poliédrikus fliggvény, C4 konvex halmaz,
Cy poliéder. A bizonyités bs = 0, by = 0 mellett is miikodik.)
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Mi a kapcsolat a (GD) program és a (P) program dudlja, a
(D) Supf]c(@) _fC(g))’ @ = (a’ayl)y2)y3)y4)
program kozott? Szamitsuk ki a (15) program célfiiggvényét. Definicié
szerint
Go(§) = inf{gTs —0: 2 e Cy}.
Konnyen belathato, hogy

inf{a”x +yIby : 2 € P, h(x) + by < 0},

Ge(9) = ha y1 = —y3, ya € R*,
—00 kilonben.

Hasonléan

sup{a’z — f(z) + yfby : x € C, g(x) + by <k 0},
f9) = ha yo = —ys, y3 € —K*,
00 kilonben.

Ezért
9e(9) — f(9) =
inf{aTx +ylby: 2 € P, h(x) + by <r 0}+
+inf{—aTx + f(z) +yiby : 2 € O, g(z) + by < 0},
ha —y3=y1 € K*, —y2 = y4 € R,
—00 kiilonben
inf{a”z +ylh(z): 2 € P}+
+inf{—a’x + f(z) + ylg(z) : v € O},
ha —ys =11 € K*, —y2 = ys € R,
—00 kiilénben.

Innen latszik, hogy a (GD) program a (ﬁ) program relaxéciéja: ha ¢ a
(15) program megengedett megoldasa, akkor y := w1, z = y4 a (GD)
programnak megengedett megoldasa legaldbb akkora célfiiggvényértékkel.

Koénnyen belathaté a (GP), (GD) programpar optimumértékei kozotti
vap > vap relacié (a gyenge dualitds). Ezt figyelembe véve a fentiekb6l
mar kovetkeznek az aldbbi észrevételek:

— a fenti programok optimumértékeire fenndll: v = vap > vap > vp;
—ha vp = vp, akkor vgp = vgp;

—ha vy = vy véges, és a (D) program optimumértéke felvétetik, akkor
a (GD) program optimumértéke is felvétetik.
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Ahhoz, hogy a 11.7 b) er8s dualitési tételt alkalmazhassuk a (P), (D)
programparra, biztositanunk kellene az f , g fliggvények zartsdgat, ami f
esetében nem garantalhatd. Kovetkezd észrevételiink az, hogy ha a (P)
programnak létezik 11.6 a), b), ¢) vagy d) pontjaban leirt tulajdonsigokkal
rendelkez6 megengedett megoldasa, akkor a nempoliédrikus f vagy g fligg-
vény(ek) zartsaganak feltétele nélkiil is fenndll, hogy vp = vp, és a dudl
optimumérték felvétetik, ha véges (tehat 11.7 d) kicsit erdsithetd).

Lassuk be a fenti allitast példdul abban az esetben, mikor (P) szigortan
megoldhatd, a tobbi eset is hasonléan intézhetd el 8.26 és 8.27 segitségével.
Jelolje (P) azt a Rockafellar primal programot, amelyet tigy kapunk a (P)
programbol, hogy az f, g fliggvényeket lezartjaikkal helyettesitjiik. Nyilvan
(D) = (D), és Ps = Py, igy ha (P) szigoriian megoldhaté, akkor vp = vp,
és (D) optimumértéke felvétetik, ha véges. Altaldban persze vp < vp, de
ha (P) szigorian megoldhatd, akkor a két optimumérték megegyezik. Ez
az allitas 8.26 egyszerii kiovetkezménye: legyen xg € Py, 21 € P, ekkor

o+ Mxp —29) € Ps (0 <A< 1),

és a fenti szigorian megengedett megoldasokhoz tartozé (P) programbeli
célfiiggvényérték az x; € P ponthoz tartozé (P) programbeli célfiiggvény-
értékhez tart, ahogy A — 1. Mindebbé&l mar latszik, hogy (P) szigortan
megoldhatdsdga esetén vp = vp, és a dudl program optimumértéke felvé-
tetik, ha véges.

Most a (GP) programra vonatkozé elégséges feltételét adjuk annak,
hogy a (]5) programnak legyen olyan Z, megengedett megolddsa, amelyre
#o € (ridom f) N (dom §), vagyis &y € (riCy) N Cy (v6. 11.6 b)).

Azt mondjuk, hogy a (GP) programra teljesiil a gyenge Slater-felté-
tel, ha létezik xp € R™ pont (in. gyenge Slater-pont) gy, hogy

xg € PNriC, g(xg) <i 0, h(zg) <gr 0.
Megmutatjuk, hogy e feltétel fenndllasa esetén
20 = (20, —g(20)/2, —h(z0), —g(20) /2, —h(z0)) € (ri C1) N Co.
Elég azt igazolnunk, hogy
riC) ={&:xeriC, g(x)+ by <x 0, by =by, by €riK}.
Elegendd annyit belatnunk, hogy

ri {(z,0) 2z €C, glx)+b<g0}={(x,b) :xz€riC, g(x)+b<g 0}.
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Jelolje C az {(z,b) : x € C, g(x) +b < 0} halmazt. Egyrészt C/ vetiilete
az R™ x {0} altérre C' x {0}, ezért 4.21 szerint ri C vetiilete az R™ x {0}
altérre ri C' x {0}. Mésrészt x € riC esetén jelolje M, az {(x,b) : b € R™}
affin halmazt. Ekkor 4.16 szerint

0# M, NriC] =r1i(M,NC}) = {(x,b) : g(z) + b < 0}.

Mindebb8l mér adédik a C; halmaz relativ belsejére vonatkozd képlet
helyessége, és igy az is, hogy a gyenge Slater-feltétel fennalldsa esetén

(xiC1) NGy # 0.
Osszefoglalva, az aldbbi tételhez jutottunk:

12.18. Tétel: Tegyiik fel, hogy létezik gyenge Slater-pont. Ekkor vap =
vep, €s a (GD) program optimumértéke felvétetik, ha véges. 0
A kovetkezdkben elfeledkeziink a poliédrikus feltételekrdl, és csak az

alabbi programpart vizsgaljuk:

(GP) : inf f(z), g(z) <g 0,z € C
(GD) : supinf{f(x)—l—yTg(x):xeC},yeK*.

Azt mondjuk, hogy a (GP) program teljesiti az erés Slater-feltételt,
ha létezik z¢ € C pont, amelyre g(z¢) € —int K (in. er8s Slater-pont).

12.19. Tétel: A (GP) programra vonatkozé erds Slater-feltételbdl kivet-
kezik a gyenge Slater-feltétel.

Bizonyitds: Legyen z¢ € C, amelyre g(zp) € —int K, tovabba legyen x1 €
riC. Az Elérhet6ségi lemma szerint 0 < ¢ < 1 esetén xg+e(x1 —xg) € 1iC.
Mivel g(zg) € —int K, azért £ megvalaszthat6 gy, hogy

0 <e <1, g(xo) +e(g(z1) — g(x0)) € —int K
teljesiiljon. Mivel a g leképezés K-konvex, azért
g(zo +e(z1 — 20)) <k g(x0) +(g(x1) — g(0))-

Itt a jobb oldalon &all6 pont —int K-beli, igy a bal oldalon &ll6 pont a
(—int k) — K = —int K halmaz eleme. Ezért az zo + e(x; — x¢) pont
teljesiti a gyenge Slater-feltétel kbvetelményeit. O

12.18 és 12.19 azonnali kévetkezménye az alabbi
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12.20. Tétel: Teqgyiik fel, hogy létezik erds Slater-pont. Ekkor vgp = vap,
és a (GD) program optimumértéke felvétetik, ha véges.

12.20 az alabbi kipkonvex Farkas-tétel segitségével is belathatd 12.5
mintdjara (ldsd még [9]: Karush—-Kuhn—Tucker-tétel; [11]: dudl zdrtsigi
feltétel).

12.21. Tétel: Legyen C C R™ nemiires, konvexr halmaz, K, C RF,
Ky C R™ konvex kipok, f : C — RF Ki-konvex leképezés, g : C — R™
Ko-konvex leképezés. Tegyiik fel, hogy int K1 # 0, tovdbbd létezik erds
Slater-pont. Ekkor az

f(.%') <K 0, g(x) <K, 0,z ¢ C

rendszernek pontosan akkor nem létezik megolddsa, ha létezik z € K\ {0},
y € K5 vektor ugy, hogy

T f(x)+yTglx) >0 (xz€C).

Bizonyitds: Egyrészt ha egyszerre 1éteznének a tételben leirt tulajdonsigu
x és (y, z) vektorok, akkor abbdl

(@) =0=y"g(x)

kovetkezne, és akkor a szokdsos médon (az f(z) vektorhoz hizva a —K;
kiipba, és rajta tilhiizva a —K; kipban egy tetszéleges R¥-beli vektort)
z = 0 adédna, ami ellentmondas.

A nemtrivislis irdnyhoz tegyiik fel, hogy az els6 rendszer nem megold-
hato, és legyen

S = Uxec{{a} x {b} CRE X R™:a >k, f(x), b>k, g(x)}

Konnyen beldthaté, hogy az S halmaz konvex (konvex halmaz vetiilete,
lasd még 12.3 bizonyitdsat), nemiires, tovabba az els6é rendszer megold-
hatatlansdga miatt az origd nem eleme. A maéasodik Hahn-Banach-tétel
szerint léteznek z € RF, y € R™ vektorok gy, hogy nem mind a kettd
nullvektor, és

2La+yTb >0 ({a} x {b} C 9).

A bizonyitas ezutan harom lépésre bonthatd.
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1. El6szor megmutatjuk, hogy z € K7, és y € K;. E célbdl legyen
{a} x {b} C S, ekkor tetszbleges wy; € Ki, wy € Ky vektorok, A\, > 0
szamok esetén {a + w1} x {b+ pwse} C S, amibél

2T(a + Awi) + yT(b + pwsy) >0

adédik. Ez az egyenlGtlenség csak gy &llhat fenn tetszOleges A, u > 0
szamok esetén, ha zTw; > 0, és yTwy > 0, vagyis z € K§, y € K3 adédott.

2. Méasodszor megmutatjuk, hogy
Zf@)+y g(x) >0 (x€0).
Legyen x € C tetszbleges elem, és valasszunk a >k, 0 elemet, ekkor

{f(2) +a} x{g(x)} € 5,

amibgl
A (f(@) +a)+yTglz) 20

adédik. Tartsunk a-val 0-hoz, méaris megkapjuk a kivant egyenlétlenséget.

3. Végiil belatjuk, hogy z # 0. Tegyiik fel indirekt, hogy z = 0, ekkor
az éppen bizonyitott egyenlétlenséghdl, abba az xg € C pontot helyette-
sitve adédik, hogy 37 g(xzo) > 0. Mivel y € K3, g(xo) € —int Ky, azért
yTg(zo) = 0, és akkor (ismét a behizéas-tiilhiizéas fogdssal igazolhaté) az
y vektor meroleges az egész R™ térre, vagyis y = 0, ami z = 0 mellett
ellentmond annak, hogy y és z legalabb egyike nem nullvektor. O

Megszabadulhatunk a regularitasi feltételtol, ha az alabbi mddositott
(regularizélt) duédl feladatot tekintjiik
(GD") : sup inf{f(a:) +ylgx):ze C”} ,y € (K,
ahol
K':=®g(—g(GP)), és ' :=CNg (K - K).

(Ha a gyenge Slater-feltétel teljesiil, tovabbé x( gyenge Slater-pont, akkor
—g(zg) € —g(GP) C K', tovabba —g(zg) € riK. Tehat K egy lapja
belemetsz K relativ belsejébe, amibél 7.2 ¢) miatt K’ = K adédik.)
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12.22. Lemma: Tegyiik fel, hogy GP # (), ekkor az aldbbi dllitdsok
teljestlnek

a) g(GP) + K' nemiires, konvex halmaz;

b) g(GP)N —ri K" # 0);

c) C' =g YK - K')NC;

d) a g leképezés K'-konvex a C' konvex halmazon.

Bizonyitds: Az a) allitdshoz elég annyit beldtnunk, hogy a g leképezés K'-
konvex a (konvex) GP halmazon. Legyen x1,z9 € GP, éslegyen 0 < A < 1.
Ekkor

g1 + (1= \)az) € g(GP), Aglan) + (1 — Ng(as) € —K',
mivel — K’ konvex és tartalmazza a g(GP) halmazt. Igy
Ag(z1) + (1= N)g(w2) — g(Az1 + (1 = Nza) € K' — K.
Tovabba, mivel a g leképezés K-konvex,
Ag(z1) + (1= Ng(x2) — g(Az1 + (1 — N)22) € K.
Mivel 7.2 d) szerint (K’ — K')N K = K', azért
Ag(@1) + (1 = N)g(w2) — g(Aa1 + (1 — Nwo) € K7,

amit igazolni kellett.

b) Tegyiik fel indirekt, hogy b) nem teljesiil, ekkor a g(GP) + K’ és
—ri K’ konvex halmazok sem metszenek Ossze, mivel K/ +ri K’ =i K'. A
masodik Hahn—-Banach-tétel szerint 1étezik a € R" vektor ugy, hogy

a’(g(GP) + K') <0< —a"K', a"1i (9(GP) 4+ K') < —a'ri K.

Mivel 0 € K', azért a’ g(GP) < 0, tovabba (mivel g(GP) a —K' kiip
része) al g(GP) > 0 is teljesiil. 5.1 segitségével kénnyen beldthaté, hogy
a’riK’ < 0. De akkor {z : a’x = 0} N K’ a K’ kip a —g(GP) halmazt
tartalmazé valédi lapja, ami lehetetlen.

A c) allitds a kévetkezéképpen igazolhaté. Legyen x a CNg~ (K’ — K)
halmaz eleme, és vélasszunk & elemet a C' N g~!(—ri K') halmazbdl (a mar
igazolt b) rész szerint ez megtehetd). Ekkor léteznek 2} € K', 1 € K
pontok dgy, hogy g(x) = x} — 1 legyen. Tetszlleges 0 < A < 1 esetén
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jelolje xy a Ax+ (1 —\)& € C pontot, ekkor a g leképezés K-konvexitasabol
adédodan

g(z) € Ag(z) + (1 = N)g(@) — K € Azy + (1 = N)g(@) — (K + Az1).

Elég kis A > 0 szdmok esetén \a) + (1 — A\)g(z) a —ri K, és igy —K eleme.
Ezért x) primél megengedett megoldds, és igy g(x)) a —K’ halmaz eleme.
Ismét g K-konvexitdsa miatt kis A > 0 szamok esetén

glx) e Xlg(zy) = A1 = Ng(#) + K C K — K.

Oda jutottunk, hogy léteznek xo € K és zf, € K’ vektorok tdgy, hogy
g(z) = 2y — 21 = 9 — 2}, Ekkor z1 + 29 = 2} + 24, € K’, és mivel K’
a K kup lapja, azért 2, € K’ (felhasznalva 7.1 b)-t). Igy g(z) = 2} — x;
az K' — K’ halmaz eleme, amit bizonyitani akartunk. A mdésik irdnyu
tartalmazas nyilvanvalé.

d) Legyenek az x1,x5 vektorok a C’ halmaz elemei. Legyen tovabba
0 < X < 1. Ekkor az x) := Azx1 + (1 — X\)zy vektor is a C’ halmaz eleme (g
K-konvexitdsa miatt), igy a ¢) pont szerint g(x1), g(z2),9(x)) € K' — K.
Ebbol adéddan

Ag(z1) + (1= N)g(xa) — g(zy\) € K/ — K’
is teljestil. Mivel g K-konvex a C' halmazon, azért
Ag(x1) + (1= N)g(x2) — g(zy) € (K' = K')NK = K’
(v6. 7.2 d)), amint azt igazolni kellett. O

12.23. Tétel: Ha a (GP) program optimumértéke véges, akkor a (GP)
és (GD') programok optimumértékei megegyeznek, és a (GD') program op-
timumértéke felvétetik.

Bizonyitds: A (GP) programot ekvivalens médon tgy is felirhatjuk, mint
inf f(z), g(z) € =K', z € (',

ugyanis a
GPCg '(-K)nC' Cg'(-K)nC =GP

tartalmazaslanc miatt megengedett megolddsaik halmaza megegyezik. Ha
most a g fiiggvényt mint a C’ halmazon értelmezett leképezést tekintjiik,
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akkor a lemma szerint K’'-konvex, és a C’ halmazt a K’ — K’ halmazba
képezi. A g(x) € —K' feltételt alkalmasan dtkoordindtdzva, és elhagyva
beldle a 0 € 0 feltételeket oda jutunk, hogy a lemma szerint 1étezd & vek-
tor, amelyre & € GP, és g(&) € —ri K', val6jdban erds Slater-pontja az
atkoordinatazott feladatnak. Erre alkalmazva 12.20-at, az dtkoordinatazott
program dudljdnak optimélis megoldasat “visszakoordinatizva”, a kivant
tulajdonsagu dudl optimalis megoldast nyeriink. O

13. Kuhn—Tucker-tipusu tételek
Ebben a fejezetben az

inf f(2),

gi(x) <0 (i=1,...,m),
hj(x) =0 (j=1,...,1),
zeC

(LP) :

problémat vizsgéaljuk, ahol C C R"™ nemdiires, konvex halmaz; S C R"
egy a C konvex halmazt tartalmazé, nyilt halmaz; f,g;,h; : S — R
(i =1,...,m,j = 1,...,1) differencidlhaté fiiggvények, melyeknek gra-
diensleképezései folytonosak egy xo € C pontban. Sziikséges feltételét ke-
ressiik annak, hogy az xg pont az (LP) program lokilis optimuma legyen.

E célbdl vizsgaljuk eloszor a belso irdnyok, a csokkenési iranyok és az
érint6 iranyok halmazat.

Legyen S C R™ nemiires halmaz, tovabba zg € R". Ekkor az S-beli,

conv (Jzg, zo + Az[U((aff S) N O(zg + Az, Ae))) =
={zo+ Nz :||z=7|| <e, 0< XN <\, 2 €parS}

alaku (aff S-sel megegyez6 affin burk, relativ nyilt) halmazokat, ahol € > 0,
A >0, z € (parS) \ {0}, az S halmaz (g csicsd, z iranyt) cseppjének ne-
vezzilk. A z irdnyt ekkor az S halmaz xg pontbeli bels6 iranyanak nevez-
zik, (lires, vagy par S-sel megegyez6 affin burk, relativ nyilt) halmazukat
jelolje ID(xg,S). Nyilvan 0 < M < X esetén zp + Nz € ri S, speciélisan

ID(z0,S) C (cone ((riS) — x0)) \ {0}.
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Ha x¢ € ri S, akkor
ID(zg,S) = (par S) \ {0},

az elobbi tartalmazas ekkor nem szigori. Egy masik specidlis esetben is
garantalhaté az egyenldség.

Azt mondjuk, hogy a z € R"™ vektor az S halmaz megengedett irdnya
az vo9 € R"™ pontban, ha létezik A > 0 szdm tgy, hogy 0 < X < X esetén
zg + Nz € S legyen. Az S halmaz xy pontbeli megengedett irdnyainak
kapjét jelolje F'D(xq,S). Nyilvan ID(zg,S) C FD(xg, S).

13.1. Allitas: Legyen C C R" konvez halmaz, tovdbbd zo € C \riC.
Ekkor

FD(zp,C) = cone (C — xp),
ID(z0,C) = (cone ((riC) — z9)) \ {0} =i FD(z0,C),

specidlisan
ID(SC(),C)* = FD(SC(),C)* = (C - fbo)*.

O

13.2. Tétel: Legyen S C R"™ nyilt halmaz, g : S — R differencidlhato
figguény, melynek gradiensleképezése folytonos az xg € S pontban. Legyen

S i={zeS:g(x) <0},

tovdbbd teqyiik fel, hogy xo € S’.
Ha g(z0) < 0, akkor xg € int S’, igy ekkor

ID(z0,S") = R"\ {0}, és ID(x0,5")* = {0}.
Tegyiik fel most, hogy g(xg) =0, és Vg(xg) # 0. Ekkor

ID(x0,8') = int {~Vg(w0)}", és ID(x0,S')" = ~Vg(z0)R+.

Bizonyitds: A tétel nemtrividlis részéhez tegyiik fel, hogy o € S’ olyan
pont, amelyre g(zg) = 0, Vg(zg) # 0. Ekkor 10.29-b&l adéddan létezik
x € S pont, amelyre g(x) < 0. Ez az x pont int S’-beli; latjuk, hogy
aff S’ = R"™. Ezért az [ D(x¢,S’) halmaz affin burka is az egész tér (ha nem
tires), a belsd irdnyok halmaza nyilt lesz.
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Vaélasszunk elészor tetszéleges z € ID(xq,S’) irdnyt. Ekkor specidlisan
z az S’ halmaz megengedett irdnya is, igy létezik A > 0, hogy 0 < X < A
esetén z9+ Nz € S’ vagyis g(xo+MN z) < 0. A Lagrange-féle kozépértéktétel
szerint 1étezik 0 < xk < 1 Ugy, hogy

0> g(zo + Az) = g(xo + Az) — g(0) = (Vg(xo + £A2))" (A2)

legyen. Ezt az egyenloséglancot a A > 0 szdmmal leosztva, majd A-val
nulldhoz tartva kapjuk, hogy z € {—Vg(z¢)}*. Ebbél

ID(z0,5") C {~Vg(zo)}",
és igy (ID(xo,S’) nyilt)
ID(x0,8') C int {~Vg(xo)}*

kovetkezik.

A mésik irdnyu tartalmazdshoz legyen z € mt{ Vg(zg)}* tetszbleges
elem. Ekkor —a := 27Vg(zg) < 0. Rogzitsiink egy & > 0 szdmot tgy, hogy
O(mo,é) C S legyen. Valasszunk 0 < 81,8, < § szdmokat tgy, hogy

V()| < [[Vg(zo)ll + 1 (z € O(x0,01)),
[|[Vg(x) — Vg(zo)|| < | | (x € O(x0,92))

teljestiljon (a folytonosségi feltétel miatt ez megtehetd). Legyen most

o )
0 :=min{dy,d2}, € := A= ——,
e T[T S k=

Ekkor |2/ — z|| <&, 0 < X < Xesetén ||N2'|| < 4, hiszen
121l = 1l2" = 2 + 2[] < |2 = 2]l + |l2]] <&+ [|z]].

Ezért a
conv (|zg, o + Az[UO(xo + Az, Ae))

csepp az S halmaz része. A Lagrange-féle kozépértéktétel szerint |2/ — z|| <
g, 0 <X < Xesetén létezik 0 < k < 1 szdm gy, hogy

g(zo + N2 — g(x0) = (Vg(zo + K)\/Z/))T()\/Z/)
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legyen. Ezért ekkor a g(xg+A'2") érték az aldbbi médon becsiilhetd feliilrl:
g(wo +N2') = g(xo + N2') — g(x0) = (Vg(zo + kN 2))T (V') =
= N[(Vg(z0))" 2 + (Vg(zo + kX'2") — Vg(x0))" 2+
+(Vg(zo + rN2))T (2 = 2)] <
N+ gllzl] + (IVg(ao)ll + 1e] <

<
< - <,

Tehat egy xq cstcsu, z irdnyd csepp az S’ halmaz része. Ebbdl latszik az
int {=Vg(zo)}* C ID(x0,S") tartalmazss is. O

Specialis belso irdnyok a csokkenési iranyok.

Legyen S C R™ nemiires halmaz, x¢y € S, tovabba f : § — R. Azt
mondjuk, hogy a z irany az f fliggvény cs6kkenési iranya az xy pontban,
ha létezik az

S(f)={zeS: f(z) < f(xo)}
halmaznak zg cstcsu, z irdnyu cseppje. A csokkenési irdnyok halmazat
jelolje DD(xg, S, f). Mas szdval

DD((L‘Q,S, f) = ID(.%'(),S(f))
13.3. Tétel: Legyen S C R™ nyilt halmaz; f : S — R differencidlhato

fiiggvény, melynek gradiensleképezése folytonos egy xo € S pontban. Ha az
xg € S pontban V f(xg) # 0, akkor

DD(xo, S, ) = int {=V f(z0)}*, és DD(z0, S, f)" = =V f(z0)R+.

Bizonyitds: Legyen

S(f)={zeS: f(x) = f(w) <0},
ekkor nyilvan S(f) C S(f). Az z pontbél —V f(zg) irdnyba indulva
talalunk S(f) halmazbeli pontot (kiilonben

0 < f'(wo; =V f(20)) = ~[IV f(z0)|[* <0

lenne). Az f fliggvény folytonossdga miatt az S(f) halmaz belseje nemiires,
igy az S(f) halmaz belseje sem iires. De akkor felhasznalva még az el6z8
tételt is

~

DD(xo, S, f) = ID(x0,5(f)) € ID (w0, S(f)) = int {=V f(20)}".
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A forditott irdnyu tartalmazds abbdl az észrevételbdl kovetkezik, hogy
13.2 bizonyitdsa sordn nem csak azt lattuk be, hogy int {—V f(x¢)}* C
ID(x9,S(f)), hanem azt is, hogy int {—V f(z¢)}* € ID(xo, S(f)). O

Legyen S C R™ nemiires halmaz, tovabbd zg € S. Azt mondjuk, hogy
a z € R" irdny az S halmaz érint6 iranya az xg pontban, ha léteznek
xp € S (k=1,2,...) pontok és A\, > 0 (k = 1,2,...) szdmok tugy, hogy

A — 0 (k — 00), és
T — X0

A
(Specidlisan = — zp (kK — 00).) Az érinté irdnyok halmazit (nyilvan
kupjat) ekkor jeldlje T'D(xq, S).

— z (k — 00).

13.4. Allitas: Az érinté iranyok kupja zdrt kip.

Bizonyitds: Nyilvanvald, hogy tetszoleges S C R™ nemiires halmaz, g € S
esetén T'D(zg,S) kiap. Zéartsadganak igazoldsdhoz legyen z; € TD(x,S)
(I = 1,2,...), és tegyiik fel, hogy z; — 2z (I — o0). Az érint6 irdnyok
kipjanak definicigjabdl adéddéan minden I = 1,2,... esetén léteznek Ay > 0
(k=1,2,...) szdmok és xp; € S (k= 1,2,...) elemek ugy, hogy

Tkl — X0

Ak

At — 0 (B — 00), és — 21 (k — o0).

Tetsz6leges | = 1,2,... esetén valaszthaté k(l) index tdgy, hogy k(1) <
k(2) < ... legyen, tovdbba

I, ||Zkay — To 1
0< A - —_— — -
< Ap@n < I es )\k(l)l 21| < ]
teljesiiljon. Ekkor
Moyt — 0 (I — 00), és T — %0 _, z (I — 00),
Ak
vagyis z € T'D(zg, S). O

Konvex halmazok esetén az érinté irdanyok kipja egy egyszerli formuld-
val {rhaté le.
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13.5. Allitds: Legyen C C R" nemiires, konvez halmaz, tovdbbd xo € C.
Ekkor TD(zg,C) = cl ((C — z9)R+).

Bizonyitdas: TetszOleges x € C esetén
1
Tk ¢=$0+E($—$0) eC (k=12,...),

ami A\, := 1/k (k = 1,2,...) vilasztdssal mutatja, hogy z—xg € TD(z0,C),
tehat C'—xz9 C T'D(xo,C). Az eléz6 4llitas szerint ebbdl cl ((C'—z9)R4) C
TD(z,C) is kovetkezik.

A forditott irdnyu tartalmazashoz legyen z € T'D(zg,C). Ekkor létez-
nek \y >0 (k=1,2,...) szdmok és x, € C (k = 1,2,...) pontok ugy, hogy
A — 0 (k — 00), és

k=% _,, (k — o00).
Ak
Mivel zy, € C, azért (1/\;)(zr —x0) € (C —29)Ry (k=1,2,...), és akkor
e sorozat limeszpontja, z € cl ((C — xo)R4). 0

Az érint6 irdnyok kipjardl szolo alapvetd tétel elott elevenitsiik fel az
implicitfiggvény-tételt és két egyszeri kovetkezményét.

13.6. Tétel: (implicitfiiggvény-tétel, [7]) Legyen S C R™ nyilt halmaz,
hj : S = R (j =1,...,1 < n) differencidlhaté figgvények, melyeknek
gradiensleképezései folytonosak egy so € S pontban. Legyen tovdbba so =
(w0, y0), ahol g € R', yo € R, és tegyiik fel, hogy h(sg) = 0, és a
W (s0) € R*™ matriz elsé | oszlopdbdl dllé részmdtriza (ennek jele termé-
szetesen legyen hly(sg)) nemszinguldris.

Ekkor létezik €1,e9 > 0 dgy, hogy O(xg,e1) X O(yo,e2) C S, tovdbbd
létezik egyértelmilen ¢ leképezés, amelyre
a) a ¢ leképezés az O(yo,e2) gombon van értelmezve, és értékeit az O(xp, 1)
gombbdl veszi fel, és
b) y € O(yo,e2) esetén h(p(y),y) = 0.

Erre a ¢ leképezésre teljesiil, hogy p(yo) = o, tovdbbd, hogy ¢ diffe-
rencidlhatd egy O(yo,e3) nyilt gombon, és

¢ (yo) = —(hly(s0)) ™" - Rl (s0)-

252



13.7. Tétel: Legyen S C R"™ nyit halmaz, hy : S - R (j =1,...,n)
differencidlhato fiigguények, melyeknek gradiensleképezései folytonosak egy
xg € S pontban. Tegyiik fel, hogy h(xg) = 0, és h'(xg) € R™™ nemszin-
guldris.

Ekkor léteznek 1,69 > 0 szdmok gy, hogy O(xg,e1) C S, tovdbbd
létezik egyértelmilen ¢ leképezés, amelyre
a) a ¢ leképezés az O(0,e2) gombon van értelmezve, és értékeit az O(xp, 1)
gombbdl veszi fel, és
b) y € O(0,e2) esetén h(e(y)) =y.

Erre a ¢ leképezésre teljesil, hogy v(0) = xg, tovdbbd, hogy ¢ diffe-
rencidlhato egy O(0,e3) nyilt gémbon, és

¢'(0) = (h'(w0)) ™"

Bizonyitds: Alkalmazzuk az implicitfliiggvény-tételt a

h(.’L’,y) = h(fI,') -y (II,' € Sv Yy € Rn)
fiiggvényre, az S := S x R™ nyilt halmazra és az § := (o, 0) pontra. O

13.8. Lemma: Legyen S C R" nyilt halmaz, h; : S — R (j =1,...,n)
differencidlhato fligguények, melyeknek gradiensleképezései folytonosak egy
xog € S pontban. Tegyiik fel, hogy h(xo) = 0, és h'(xg) € R™ ™ nemszin-
guldris.
FEkkor xg az
S":={zx€S:h(z)=0}

halmaz izoldlt pontja.

Bizonyitds: Legyen e1,¢e9,¢ az elézd tételben leirt tulajdonsidgi szamok,
illetve leképezés. Ha xp nem izoldlt pontja az S halmaznak, akkor 1étezik
az xo ponttdl kiillonbozo zg € O(zp,e1) pont gy, hogy h(Zy) = 0. Viltoz-
tassuk meg ¢ értékét a 0 pontban, legyen Zo. Ekkor egy a ¢ leképezéstdl
kiilonboz6 ¢ leképezést kapunk, amelyre teljesiilnek az el6z6 tételben leirt
a) és b) tulajdonsagok. Ez pedig ellentmond ¢ egyértelmiiségének. O
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13.9. Tétel: Legyen S C R" nyilt halmaz, h; : S — R (j = 1,...,1)
differencidlhato fiigguények, melyeknek gradiensleképezései folytonosak egy
xg € S pontban. Legyen

S":={z € S:h(z)=0},

és tegyiik fel, hogy az xo € S’ pontban a h'(xg) € R™™ mdtriz rangja
(specidlisan csak | < n lehet). Ekkor

TD(xo,5") = Ker b (x¢), és TD(z0,S")* = Im (k' (z0)7).

Bizonyitds: Tekintsiik el6szor azt az esetet, mikor | = n. Ekkor 13.8 szerint
xg izolalt pontja az S’ halmaznak, tehat

TD(xo,5') = {0}.
Mivel h'(xp) nemszingularitdsa miatt
Ker h,(iﬂo) = {0}’

azért a kivant egyenlGség ebben az esetben fennall.

Felteheto tehat, hogy I < n, és az altaldnossidg megszoritasa nélkiil az is,
hogy a h/(xg) méatrixnak éppen az elsd | oszlopa dltal alkotott részmdtrixa
nemszingularis.

Léssuk be elészor a T'D(xg,S") C Kerh/(zg) tartalmazdst. E célbdl
legyen z € TD(xg,S5") tetszéleges nemnulla vektor. Ekkor 1éteznek pozi-
tiv Ay (k= 1,2,...) szdmok és z; € S’ (k = 1,2,...) elemek tgy, hogy

A — 0 (B — 00), és
T — X0

— z (k — 00).
k

A 1 (zg) derivaltleképezés definicijabdl adéddan ugyanakkor

h(zg) — h(zo) — b (z)(z — o)
||z — ol

— 0 (k — 00).

Mivel h(zy) = 0 = h(zg), azért a szamlaldt és a nevezot is leosztva a A, > 0
szammal, majd k-val a végtelenhez tartva a —h/(z9)z = 0 egyenldséghez
jutunk, vagyis z € Ker h/(xq) teljesiil.
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A maésik irdnyd tartalmazéshoz legyen z € Ker h/(z¢) nemnulla elem,
z = (a,b), ahol a € R!, b € R"~!. Hasonléan tagolva legyen xq = (ug, o),
ahol ug € R!, vg € R"'. Ekkor természetes jeltlésekkel

hl,(zo)a + hl (xo)b = 0,

és h! (zg) € R™! nemszinguldris matrix. Az implicitfiiggvény-tétel szerint
létezik £ > 0 szam és az O(vg, ) gdmbon differenciglhaté ¢ : O(vg, ) — R
leképezés gy, hogy

Up = QO(UO)’ és h(@(v)’v) =0, (SO(U)’U) S (U € 0(00’6))’

tovabba
hiy(0)¢ (vo) + hey(20) = 0.

Ezt az egyenletet jobbrdl megszorozva a b vektorral, oda jutunk, hogy
he(%0) (¢’ (v0)b — a) = 0,
amibdl hl (zo) nemszingularitdsa miatt ¢’'(vg)b — a = 0 kovetkezik. Specid-

lisan b # 0, kiilonben z = (a,b) = 0 lenne. Legyen

1 1
ug = (v + Eb), v = v + Eb’ z = (ug, vg) (1/k <e/|[b]]).

Ekkor vg € O(vg, €) miatt h(p(vg),vr) = 0, vagyis h(xy) = 0, tehédt zy € S'.
Ugyanakkor ¢ differencidlhatésaga miatt

p(vo + (1/k)b) — p(vo) — ¢'(vo) ((1/K)D)

— 0 (k — o0),
(1/E)|1ol|
vagyis
Uklzkuo —a (k— o0).
Mivel ugyanakkor trividlisan
vkl;kvo = b (k= o),
azért
T —T
és lathatéan z € TD(zo,S"). O
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13.10. Kovetkezmény: Legyen S C R" nyilt halmaz, a;j € R", 3; € R
(j=1,...,1). Tegyiik fel, hogy az

S = {xeS:aij:ﬁj (jzl,...,l)}

halmaz nemiires, legyen xo € S'. Az aj vektorokbdl, mint oszlopvektorokbdl
alkotott mdtrizot jeldlje A. Ekkor

TD(z0,5") = Ker (A7), és TD(z0,5")* = Im A.

Bizonyitds: Azt az esetet, mikor az a; vektorok linedrisan fiiggetlenek,
elintézi 13.9. Tovabbéd S’ nemiires volta miatt az a; vektorok koziil csak
Im A egy béazisdt meghagyva sem S’, sem Ker (AT) nem valtozik, igy a
linearis fiiggetlenség felteheto. a

13.11. Tétel: (mdasodik Dubovickij-Miljutyin-tétel) Tegyik fel, hogy xo
az (LP) program lokdlis optimuma, tovabbd teljesiilnek az alabbi a), b), c)
és d) feltételek
a) ha legaldbb egy nemaffin h; figgvény szerepel a programban, akkor a C
halmaz belseje nem tires;
b) a Ky :==TD(xo,{x € S:hj(zx) =0 =1,...,0)}) halmaz konvex kip;
c) a Ko := DD(xg,S, f) halmaz konvex kip nemiires belseje;
d) a K;:=1D(zg,{z € S:gi(x) <0}) (i =1,...,m) halmazok mindegyike
konvex kiup nemiires belseje.

Ekkor léteznek ¢; € K (i = —1,...,m) nem mind nulla vektorok gy,

hogy
(—221—101)T($—$0) >0 (xeC), hazxogriC
STy ¢ € (par O)*, ha xg € riC.

Bizonyitds: Tegytlik fel el6szor, hogy zo € riC.

Tekintsiik azt az esetet, mikor a programban szerepld h; fliggvények
legaldbb egyike nemaffin, ekkor az a) feltétel szerint int C' # (), és akkor
ID(z0,C) a konvex FD(xp,C) kip nemiires belseje.

Elég megmutatnunk, hogy

m
K_1NID(zy,C)N K; =10,
1=0
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akkor ugyanis az els¢ Dubovickij—Miljutyin-tétel (6.9) szerint léteznek
¢ €K (i=-1,...,m), ¢ € ID(xy,C)*
nem mind nulla vektorok igy, hogy
m
¢+ Z c; =0,
i=—1

és akkor ¢; € K (i = —1,...,m) megfelel (vo. 13.1).
Tegylik fel indirekt, hogy létezik

m
z€ K_1NID(xo,C)N () K;
=0

vektor. Ekkor létezik a C' halmaznak olyan xg csicsi, z irdnyd cseppje,
amely az

{zeC: f(z) < flzo), gi(x) <0 (i=1,....,m)}
halmaz része. Legyen ez a csepp éppen a
conv (|zg, o + Az[UO(xo + Az, Ae))

halmaz, ahol e, A > 0. Léteznek tovabba A\ > 0 (k = 1,2,...) szdmok és
xp €S (k=1,2,...) elemek tgy, hogy

A =0 (k—o00), hj(xp) =0(G=1,...,k=1,2,...)
L — 2 (k= 00).
Nyilvan
TE = 20 + Mz + (T — To — A\2),
tovabba elég nagy k esetén
T — Ty — ARZ

€ 0(0,2), és My < A,
Ak

igy elég nagy k esetén
T € 20 + Mz + AO(0,6) = 20 + M O(2,€),

vagyis xp a csepp eleme. Tehdt az xj vektorok elég nagy k esetén az
(LP) program f(zq)-nal kisebb célfiiggvényértékii megengedett megoldasai,
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ugyanakkor z; — xg (k — 00), ami ellentmond annak, hogy z( lokalis
optimum.

Vizsgéljuk most azt az esetet, mikor az (LP) program minden egyen-
16ség-feltétele linedris, vagyis hj;(z) = a?w — B valamely a; € R", B, € R
esetén (j = 1,...,1). Az a; vektorokbdl, mint oszlopvektorokbdl, alkotott
métrixot jelélje A, ekkor 13.10 szerint K_; = Ker (A7) altér, és tovabbra
is ID(xp,C) =ri FD(xo,C).

Megmutatjuk, hogy

m
K_lﬂID(xo,C)ﬂ K, = 0.
1=0
Tegyiik fel indirekt, hogy létezik
m
ze K4 ﬂID(.%'(),C) N ﬂ K;.
=0

Most is 1étezik a C' halmaznak x( csicsi, z irdnyd cseppje, amely az

{xeC: f(x) < f(xo), gi(z) <0 (i=1,...,m)}

halmaz része. Mivel z € Ker (A7), azért 0 < X < X esetén xg+ Nz az (LP)
program f(x)-nal kisebb célfiiggvényértékii megengedett megoldasa, ami
ellentmond annak, hogy zg lokalis optimum. Ezért

S

(ri K_1) N (ricone (C —xzp)) N () K; =0,

0

7

és akkor a tobbkipos Stiemke-tétel szerint 1éteznek
C; GK: (’iz —1,...,m), ¢ e (C—xo)*

elemek igy, hogy

m

e+ Y =0,

i=—

de vagy valamelyik ¢; ¢ —K}, vagy ¢ ¢ —(C — x0)*. Most sem lehet
minden ¢; = 0 (i = —1,...,m), kiilénben ¢ is nullvektor lenne, ezért c¢;
(i =—1,...,m) megfelel.

258



Végiil az xg € riC eset az xg & riC esethez hasonldéan intézhetd el,
mivel itt 1D (zg,C) = (par C) \ {0}, és igy

K in (paI"C) N ﬂ K; = 0.
=0

O

13.12. Tétel: Tegyiik fel, hogy xo az (LP) program lokdlis optimuma,
tovabba teljesil a 13.11-beli a) feltétel.

(Fritz John) Ekkor léteznek Ao, A1,..., Am > 0 €s p1,...,u € R nem
mind nulla szorzok ugy, hogy a

m l
= )\QVf(xo) + Z )\ivgi(xo) + Z ,uthj(xo)

i=1 j=1
jeloléssel
el —20) >0 (xe€C), hawggriC
¢ € (parC)*, ha xg € riC,
tovdbba

(Karush—-Kuhn—Tucker) Ha xo € int C, akkor még A\g = 1 is feltehetd,
ha az aldbbi feltételek egyike fenndll:
a) (Arrow-Hurwicz—Uzawa-feltétel) o Vh;(zo) (j = 1,...,1) vektorok li-
nedrisan figgetlenek, tovdbbd létezik z € R™ vektor gy, hogy

(Vgi(z0))T2 <0 (1 <i<m, gi(xg) =0), és
(Vhj(z0))T2=0 (1 <j <)

vagy az erdsebb

b) (linedris figgetlenségi feltétel) a Vgi(zo) (1 < i < m, gi(zg) = 0),
Vhj(xo) (7 =1,...,1) vektorok linedrisan figgetlenek;

vagy

¢)

(Vgi(z0)) Ty <0 (1 <i <m, gi(xg) = 0),

(Vhj(z0)) Ty =0 (1<37<1) } =y € FD(xo,LP).

(I1tt LP az (LP) program megengedett megolddsainak halmazadt jeldli.)
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Bizonyitds: Vegyiik észre, hogy az alabbi esetekben konnyen taldlunk A; > 0
(t=0,...,m), uj € R (j =1,...,1) nem mind nulla szorzdékat gy, hogy

é:O, )\Zgl(zl?()):o (izl,...,m)

legyen:
— Vf(xzo) =0 (ekkor legyen Ao := 1, a tobbi szorzé nulla);
— Vygi(zo) = 0 valamely 1 < i < m, g;(xg) = 0 esetén (ekkor legyen \; := 1,
a t6bbi szorzé nulla);
—aVhj(zg) (j =1,...,1) vektorok linedrisan Gsszefiiggnek (ekkor a 0 vektor
eléall linearis kombindciéjukként nem mind nulla p; € R (j = 1,...,1)
sulyokkal, a tobbi szorzé legyen nulla).

Felteheto tehat, hogy a fenti esetek egyike sem all fenn, vagyis
= Vf(zo) #0;
—1<i<m, gi(zo) = 0 esetén Vg;(xo) # 0;
—a Vhj(zg) (j =1,...,1) vektorok linearisan fiiggetlenek.

Ekkor 13.9, 13.3 és 13.2 szerint, az el6z6 tételbeli jelclésekkel
— K_; konvex kiip, és K*; = Im (A (z0))7;
— Ky konvex kup nemiires belseje, és Kj = —V f(x0)Ry;
- K; =R"\{0}, hal <i<m,g(xg) <0, tovdbbd K; konvex kip nemiires
belseje, és K = —Vgi(zo)R+, ha 1 <i <m,g;i(zo) = 0.

Tekintsiik el0szor az xg & riC' esetet. Az el6z6 tétel bizonyitdsa sordn
lattuk, hogy ekkor

K_1NID(xz0,C)N () Ki =0,

amibdl
K 4 OID(SC(),C) NKyN D{KZ 1< < m,gi(xo) = O} =

addédik. Mint az el6z6 tétel bizonyitasaban, az els6 Dubovickij—Miljutyin-,
illetve a tobbkipos Stiemke-tételbél adédik, hogy léteznek c_; € K*,
co € K, ¢i € K (1 <i<m,gi(ro) =0) nem mind nulla vektorok ugy,
hogy ¢; :=0 (1 < i <m, gi(zy) < 0) mellett

i=—1

(— i@) (x —xo) >0 (xe€C).
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A fentiek szerint vélaszthaték Ao > 0, A; > 0 (1 < i < m, g;(xg) = 0) és
U1, ..,y € R nem mind nulla szorzék ugy, hogy

= LT, 0 = M)
c; = —AiVgi(wo) (1 <i < m,gi(wo) = 0).

Legyenek még X\; := 0 (1 < i < m, gj(xg) < 0), ekkor ezek a szorzdk
megfelelnek.
Az xy € riC eset hasonlbéan intézhet6 el, mivel ekkor ID(zp,C) =

(par C) \ {0}, és igy
K_1N(parC)N Ko N[ {EK;: 1 <i<m,gi(zo) =0} =0.

Most megmutatjuk, hogy ha xy € int C, tovabba teljesiil az Arrow—
Hurwicz—Uzawa-feltétel, akkor feltehetd, hogy Ao # 0 (és akkor persze az
is, hogy \p = 1).

Tegylik fel indirekt, hogy Ag = 0. Mivel zg € int C, azért

l

Z{)\Ngi(xo) 1 <7 <m, gi(xo) = 0} + ZMthj(xo) = 0.
j=1

Legyen z € R™ olyan vektor, amelynek 1étezését az Arrow—Hurwicz—Uzawa-
feltétel garantdalja, és szorozzuk meg az el6bbi egyenloséget skalarisan a z
vektorral. Ekkor persze egyrészt nullat kapunk, méasrészt a

Z {)\izTVgi(xo) 11 <i<m, gi(xg) = 0}

szamot, ami kisebb lenne, mint nulla, ha valamelyik benne szereplé \;
szorzd pozitiv lenne. Ezért minden itt szereplé \; = 0. Ebbdl

l
> 1 Vhj(wo) =0

j=1

adédik, igy a Vhj(xzg) (j = 1,...,1) vektorok linearis fiiggetlensége miatt
p;j =0 (j =1,...,1), ami ellentmond annak, hogy a A;, j1; szorzék nem
mind nulldk.

Most megmutatjuk, hogy a linearis fiiggetlenségi feltételbdl kovetkezik
az Arrow—Hurwicz—Uzawa-feltétel.

Ehhez elég azt az allitast belatnunk, hogy ha a1, ..., am,b1,...,b; € R"
linedrisan fiiggetlen vektorok, akkor létezik z € R™ vektor ugy, hogy

a{z<0,...,a§lz<0, bsz:O,...,bsz:O.
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Legyen
Li = lin ({al, ce ,am,bl, .. .,bl} \ {ai}),

és jelolje V; az LZ-l altérre val6 vetitésnek megfeleld vetité matrixot. Lattuk,
hogy ez szimmetrikus, és a négyzete 6nmaga. Ezért z;, = Via; (i =
1,...,m) mellett, a; ¢ L; miatt

a; 2 = aj Via; = a] V" Via; = ||Viai||* = [|z1]]* > 0,

és természetesen a]Tzi =0 (i # j). EbboSl mar 1atszik, hogy a
m
zZ = — Z Z
i=1

vektor megfelel az Arrow—Hurwicz—Uzawa-feltételben.

Végiil beldtjuk, hogy a c) feltétel fennallasa esetén is felteheté Ao = 1.
Elészor is vegytik észre, hogy ha x( lokalis optimuma az (L P) feladatnak, és
y € FD(xo,LP), akkor V f(xg)Ty > 0. (Valéban, elég kis A > 0 szamokra
xo + Ay € LP teljesiil, igy f(xo + A\y) > f(xo), és akkor

0< lm J(xo+ Ny) — f(x0)
A—0+ A

=V f(z0)"y.)

Osszevetve ezt a c) feltétellel, latjuk, hogy
ATy >0, ATy = 0 esetén bTy > 0,

ahol
Ay = (=Vgi(wo) : 1 <i <m, gi(zo) = 0),
Ay = (=Vhj(xg) : 1 < j <), b:=Vf(xg).

A Farkas-lemma (3.1) szerint léteznek x;, xo vektorok gy, hogy
Ay + Agzg = b, 21 >0,

amivel a megfelel6 \;, p; szorzok létezését igazoltuk. O

A c) feltétel teljesiil példaul, ha az ott szerepl6 g;, h; fiiggvények affinok.
Bizonyitds nélkiil megjegyezziik, hogy c)-nél gyengébb elégséges feltételt
kapunk, ott F'D(xg, LP) helyett a bévebb T'D(xo, LP) halmazt {rva. Az
igy nyert feltétel gyengébb a)-ndl, b)-nél és a Kuhn—Tucker-feltételnél is
(amelyben a megengedett és az érinté irdnyok halmaza kozé esé in. elérhet6
irdnyok halmaza szerepel), lasd [14], [1].
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A Karush-Kuhn—-Tucker-tétel 13.12-vel analég bizonyitdsa (differencial
helyett szubdifferenciéllal) megtaldlhat6 [13]-ban.

A kovetkez6 allitds mutatja, hogy az erds Slater-feltételen kiviil az
Arrow—Hurwicz—Uzawa-feltétel és a linedris fliggetlenségi feltétel is elégsé-
ges 12.10-hez és 12.13-hoz. Hasonlé allitds mondhaté ki erés helyett gyenge
Slater-pontra.

13.13. Allitéas: Tegyiik fel, hogy az (LP) programban nincsenek egyen-
l0ség-feltételek, tovabbd az egyenldtlenség-feltételeket leird fiigguények kon-
vexek is, és LP Nint C # (. Ekkor az aldbbi dllitdsok ekvivalensek

a) az & € LP Nint C' pontban teljesil az Arrow—Hurwicz—Uzawa-feltétel;
b) létezik erds Slater-pont, vagyis & € C pont gy, hogy g(z) < 0;

c) minden & € C pontban teljesil az Arrow—-Hurwicz—Uzawa-feltétel.

Bizonyitds: Megmutatjuk, hogy a)-bdl kovetkezik b). Legyen & € int C' az
Arrow—Hurwicz—Uzawa-feltételt teljesité pont, ekkor 1étezik z € R™ vektor

ugy, hogy
(Vgi(@) T2 <0 (1 <i<m,gz)=0).

Elég kis £ > 0 esetén minden Z € O(Z,¢) pontra teljesiil, hogy

(Vgi(@)T2 <0 (1 <i<m,g(&)=0).

Legyen A > 0 olyan kicsi szam, hogy Z := & + \z € O(Z,¢). Megmutatjuk,
hogy  erés Slater-pont. Vildgos, hogy € C, és hogy 1 < i <m, g;(z) <0
esetén g;(Z) < 0. Tovdbba a g; fliggvények konvexitasibdl adéddan

0=gi(2) > gi(Z) + (Vi (%) (= X2) > (%) (1 < i <m, gi(2) =0),

vagyis & valoban erds Slater-pont.

Azt kell még igazolnunk, hogy b)-bél kovetkezik c¢) (“c)=-a)” nyilvan-
valé). Legyen Z erls Slater-pont, & € C tetszéleges. Ekkor ismét a g;
fliggvények konvexitdsabol adéddan

0>gi(Z) > gi(2) + (Vg (@)1 (T —2) =
= (Vgi@)" (@ — ) (1 <i

vagyis z := & — & mutatja, hogy az & pontban teljesiil az Arrow—Hurwicz—
Uzawa-feltétel. O
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14. Absztrakt dualitas: a perturbalt dual

Az értékfliggvény és a perturbalt dudl fogalmét elészor az elméletileg
konnyebben kezelhetd linearis programok esetében vezetjiik be. Tekintsiik
az aldbbi standard alakiu linedris programot:

(LIP) infc’'z, Az = b, 2 > 0,

ahol A € R"™ "™ b € R™, ¢ € R". Tegyik fel, hogy a (LIP) program
vrrp optimumértéke véges (és igy felvétetik). Olyan (LID) programot sze-
retnénk taldlni, amelynek ugyanaz az optimumértéke, mint a (LIP) prog-
ramnak, vagyis vprp = vprp teljesiil. A (LID) program konstrukcidjahoz
vezetd elso 1épésként legyen p € R™, és tekintsiik az aldbbi linearis prog-
ramot, a (LIP) program perturbaltjat:

(LIP,) infcla, Ax =b+p, 2 >0.
Jelolje a (LIP,) program optimumértékét v(p), ekkor a v fiiggvény a (LIP)
programhoz tartozé értékfiiggvény.

14.1. Allités: Ha a (LIP) program optimumértéke felvétetik, akkor a
hozzd tartozé v : R™ — R értékfiggvény valddi, poliédrikus (és igy zdrt)
konvex fiiggvény. Tovdbbd a Ov(0) szubgradiens halmaz nemires.

Bizonyitds: A v értékfliggvény epigrafja nyilvan éppen a
{(p, a) @ létezik x € R}, amelyre Az =b+p, 3> e (3> a)}
halmaz. Legyen V := (0, E) € Rm+Dx(ntmt1) tovibba
P .= {(:C,p,ﬂ) x>0, Az =b+p, lz< ﬁ},

ekkor nyilvan
epiv = {(p,a) : (p,8) € VP (B > a)}.

Mivel a P poliéder lineéris képe, azért V P is poliéder, specialisan zart,
ezért epiv = V P. Ebb6l mar latszik, hogy v poliédrikus (és igy alulrdl félig
folytonos) konvex fliggvény. A v konvex fiiggvény valddi is, kiilonben nem
lehetne véges a v(0) = vrrp érték (a (0,—1) vektor recepiv eleme lenne,
igy a (0,v(0)) epigrafbeli pontbdl ebbe az irdnyba indulva az epigrafban
maradnank). Végil 10.5 szerint dv(0) nemiires. O
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A (LID) program kovetkez6 valasztdsa természetesnek tiinik:
(LID) sup f(0), f affin figgvény és f < w.
Ezek szerint (LID) optimumértéke

VLID =Sup{yT0—aiy€Rm7 aeR, y'p—a<u(p) (pGRm)} =
=sup{—a:yeR™ ac R, v(y) <a}=
=sup{—v(y) : y € R™} = v°(0).

Latszik, hogy vrrp = vrrp pontosan akkor, ha v(0) = v¢(0). Mivel 14.1
szerint a v értékfiiggvény zart, azért v(0) € R esetén v(0) = v°(0), a
primal és a dudl optimumértékek megegyeznek. Tovabba az is kénnyen
ellenérizhetd, hogy y pontosan akkor optimdlis megolddsa a (LID) prog-
ramnak, ha y € 0v(0). Mivel 14.1 szerint 9v(0) # () is teljestil, azért ezzel
belattuk a linedris programokra vonatkozé erds dualitasi tételt.

Az van hétra, hogy a (LID) programot a (LIP) programot leiré A, b, c
fliggvényében irjuk fel. Ehhez szamoljuk ki az értékfiiggvény konjugdaltjat:

v(y) = sup{y’p—ov(p):peR"} =
= suppsup{yTp—ch:xZO, Ax:b—i—p}:
= sup yTp—cT:c::czO,A:C:b—i—p,pERm}:
= sup yT(A:c—b)—cT:c:xz()}:
= sups(ATy—o)Tz: 2> 0} —bly =
_ { —bTy, ha ATy —c<0,
00 kiilonben.
Eszerint a dual program

(LID) sup —v°(y), y € R™ =supbly, ATy < ¢,y e R™,

a standard alaku linedris program szokasos dualja.

Altalaban tekintsiik az
(AP) inf f(z), z € R"

absztrakt primal programot, ahol f : R" — R tetszéleges fiiggvény.
Tegyiik fel, hogy adott még egy f : R™ x R™ — R fiiggvény tgy, hogy
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f(x,0) = f(z) (x € R™) teljesiil. Az ennck a “bedgyazdsnak” megfeleld
értékfiiggvény legyen v, ahol

~

v(p) := inf{f(:c,p) 1T € R”} (peR™).

A definicié nyilvanvalé koévetkezménye, hogy vap = v(0). Az absztrakt
priméal programnak és a bedgyazasnak megfelel6 absztrakt dual prog-
ram

(AD) sup —v°(y), y € R™.

A gyenge dualitési tétel a fenti definiciék nyilvanvalé kévetkezménye.
14.2. Allitas: (absztrakt gyenge dualitds) Minden (AP) absztrakt prog-
ram esetén v°(0) = vap < vap.

Bizonyitds: Nyilvan minden y € R"" esetén
v°(y) = sup {yTp —v(p):pe€ Rm} > —v(0) = —vap,
igy a bikonjugélt fliggvény definicigjabdl
v(0) = sup{—v(y) : y € R™} < v(0)

kovetkezik. O

Az (AP) absztrakt primal programot, adott bedgyazdsa mellett, nor-
malisnak hivunk, ha vap = vap. A vap —vap érték a dualitasi rés.

14.3. Tétel: Tegyiik fel, hogy vap véges, és a v értékfigguény konver.
Ekkor az (AP) program pontosan akkor normdlis, ha a v figgvény alulrdl
félig folytonos a 0 pontban.

Bizonyitds: Elészor is ha (AP) normalis program, akkor
v(0) = v*(0) = (clv)(0) < u(0) < v(0),

és 1gy v(0) = v(0), vagyis v alulrdl félig folytonos a 0 pontban.

Mésrészt ha v konvex fiiggvény, v(0) véges, és v alulrdl félig folytonos a
0 pontban, akkor v valédi konvex fiiggvény (kiilonben v(p) = —oo lenne
minden p € ridomw esetén, és a 0 pontot ridomwv-beli pontsorozattal
kozelitve, az alulrdl félig folytonossdg miatt, v(0) = —oo adédna). Ezért
v = clv = v, és igy v°°(0) = v(0). O

266



Most a v értékfliiggvény konvexitdsanak egy elégséges feltételét adjuk.
14.4. Allitas: Ha az f R x R™ — R fiigguény konvex, akkor a
v:R™ — R értékfiigguény is konvex.

Bizonyitds: A v fliggvény definicidjanak nyilvanvalé kévetkezménye, hogy
epiv={(p,a) :a >v(p), a € R} =
= {(p, a): B> f(zp,p) valamely x5 esetén (3 > a)} =
{.0): (0, 8) € V(epi f) (3> )},

ahol V := (0, E) € RUmHDx(ntm+1) Mivel az epi f halmaz konvex, azért

V(epi f) is konvex halmaz, és igy

v =epi~! (V(epi f))
konvex fliggvény (vo. 8.16). O

Hav: R™ — R konvex fiiggvény, amely a 0 pontban szubdifferencidlha-
t6, akkor y € 9v(0) mellett teljesiil, hogy v(p) > v(0)+y p (p € R™). Ezért
ekkor v(0) > v(0), amibdl nyilvanvaléan v(0) = v(0) adédik, vagyis v alulrél
félig folytonos a 0 pontban, és 14.3 szerint az (AP) program normélis.
Valéjaban erésebb eredmény is igazolhat6, ha dv(0) nemtires.

14.5. Tétel: Havap véges, akkor pontosan akkor teljestl, hogy az § vektor
optimdlis megolddsa a dudl programnak és vap = vap, ha g € 0v(0).

Bizonyitds: Legyen § € 0v(0), ekkor a tétel el6tti megjegyzés szerint vap =
vap. Ezért ekkor

v(p) = v(0) +§"p=v(0) +§"p=vap +§'p (p € R™),
és igy
—v°(9) = inf {U(p) —9'pipe Rm} > vAD,
ami az gy vektor dudl optimalitasat is mutatja.
Megforditva ha

—v°() = vap = vap = v(0),
akkor a Fenchel-egyenl6tlenség szerint
v(p) > —v(g) + 5 p=v(0) +9"p (p € R™),

és igy g € 0v(0). O
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14.4-ben kapcsolatot taldltunk az epif és epiv epigrafok kozott. E
kapcsolatot irjuk le most pontosabban.

14.6. Allitas: Legyen V := (0, E) € RUnHDx(ntm+1) = opop
Vepi f Cepiv C ¢l Vepi f.

Tovabba ha f : R x R™ — R konvex fiigguény, akkor

A~ A~

riepiv =riVepi f = Vriepi f.

Bizonyitds: Ha (p,«) a Vepi f halmaz eleme, akkor létezik & € R™ vektor
ugy, hogy (&,p, ) az epi f halmaz eleme, vagyis a > f(&,p). Ezért

a>v(p) = inf{f(xap) S Rn}’

és igy (p,a) € epiv. Tovédbba ha (p,a) € epiv, akkor, mint azt 14.4
bizonyitésa soran lattuk, (p, 3) a Vepi f halmaz eleme minden 8 > « esetén,
és igy (p,a) € clVepi f is teljesiil. Végiil 14.4 szerint f konvexitdsa esetén
v is konvex, igy epiv nemiires, konvex halmaz. A mér bizonyitottakbdl

~ A

ri (Vepi f) Cepiv C cl(Vepi f)

~

adddik, és igy 4.8 szerint ri(epiv) = ri(Vepif). Az utolsé igazolandd
egyenlOség 4.21 kovetkezménye. a

3.25 szerint ha epi f poliéder, akkor Vepi f is poliéder, specidlisan zart,
és igy epiv = Vepi f poliéder. Ebbdl mar kovetkezik, hogy ha vap véges,
akkor vap = vap, és a dudl optimalis megolddsok nemiires halmaza éppen
ov(0) (v6. 10.5, 14.5). Ha azonban f nem poliédrikus fiiggvény, akkor a
szubdifferencidlhatdsiag mas elégséges feltételét kell keresniink.

Tegyiik fel, hogy az (AP) programhoz tartozé f : R" X R™ — R
fiiggvény valédi konvex fiiggvény. Azt mondjuk, hogy az (AP) program
teljesiti a Slater-feltételt, ha létezik x € R"™ vektor dgy, hogy

(2,0) € ridom f.

14.7. Allitas: Az (AP) program pontosan akkor teljesiti a Slater-feltételt,
ha 0 € ridomwv.
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Bizonyitds: 8.18 szerint
riepiv = {(p,a) : @« € R, @ > v(p), p € ridom v}
és X X R
riepi f = {(:c,p,a) ca€R, a> f(x,p), (z,p) € ridomf}.
Tovéabbé 14.6 szerint riepiv = Vriepi f , ahol szokds szerint V := (0, E) €
R+ x(ntmt1)  Ehhgl pedig

(,0) € ri(dom f) <= (2,0,a) € ri(epif) (a > f(z)) <=
<= (0,) € ri(epiv) <= 0 € ri (domv)

kovetkezik, amit igazolni kellett. a
Most méar konnyen ellendérizhetd a kovetkezo eredmény.

14.8. Tétel: (absztrakt erés dualitds) Ha vap véges, és az (AP) prog-
ram teljesiti a Slater-feltételt, akkor vap = vap, és a dudl program op-
timumértéke felvétetik. Tovdbbd a dudl program optimdlis megolddsainak
halmaza éppen a Ov(0) halmaz.

Bizonyitds: Mivel az (AP) program teljesiti a Slater-feltételt, azért 14.7
szerint 0 € ri(domwv), igy v(0) = (clv)(0) = v°¢(0), és a v valédi konvex
fiiggvény szubdifferencidlhat6 a 0 pontban (10.8). O

A fejezet hatralévd részében két példat elemziink, és valamivel gyengébb
formaban igazoljuk 12.5-6t és 11.7 d)-t.
Tekintsiik el6szor a Lagrange-féle primél feladatot, az

inf fo(e), fi(x) <0 (1<i < k) filx) =0 (k+1<i<m)zeC
programot, ahol f; : C' — R (0 < i < k) konvex fiiggvények, f; : R" — R
(k41 <i<m) affin fiiggvények, és C C R" nemiires, konvex halmaz. A
bedgyazé fliggvény, f legyen

s xz), ha (x,p) megengedett,
F(@.p) ::{ fo( (z,p) megeng

~—

o0 kiilénben,

ahol az (z,p) megengedettsége alatt azt értjiik, hogy

filz) <pi A <i<k), fi(z)=pi (k+1<i<m), zeC.
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Az értékfiiggvény, v tehat

v(p) = inf{fo(x) : (x,p) megengedett} (p € R™).

Ekkor R
dom f = {(z,p) : (z,p) megengedett} = C' N M,

ahol
C":={(z,p): filz) <pi 1 <i<k),zeC},
M = {(z,p) : filz) =p; (k+1<i<m), zeR"}.

Itt M C R™™ affin halmaz, igy ri M = M. Tovdbba C’' C R™™™ konvex
halmaz, és nem nehéz belatni, hogy

riC" ={(z,p): fi(z) <p; (1 <i<k),zeriC}.

(A C tartalmazas 8.18 megfelels részének mintajara igazolhatd. A forditott
tartalmazédshoz azt kell beldtnunk, hogy C’ minden eleme tiilhizhaté a jobb
oldali halmaz barmely elemén a C’ halmazban. Ez pedig 10.1 egyszerii
kovetkezménye.)

Mivel M NriC’ nemiires (x € ri C' esetén

pi=(file) + 1, fol@) + 1, fera (@), frn(2)T

mellett (z,p) a metszet eleme), azért ri(dom f) = M NriC’. Ezért ha
létezik & € R™ vektor, amelyre

Fid) <0 (1<i<k), fi(3) =0 (k+1<i<m),&eriC

teljesiil, akkor (#,0) € ri (dom f), vagyis a primél program teljesiti a Slater-
feltételt.

14.9. Allitas: A fenti program értékfiigguényének konjugdltjat az aldbbi
képlet hatdrozza meg

v(y) = sup{>X", vifi(x) — folx):x € C}, hay; <0 (1<i<Ek),
Y71 kiilonben.

Bizonyitds: Legyen

0" :={(@.p) € Ox R*: filw) <pi (1 <P < B},
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tovabba y € R™ tetszOleges vektor. Ekkor a konjugalt fliggvény definicio-
jabol kapjuk, hogy
c _ T . m{
ve(y) = sup {y"p — v(p) :p € R™} =
= SUppecRrm SUP {yTp — fo(x) : (z,p) megengedett} =
=sup{y’p — folx) : (x,p) megengedett} =
= sup { S5 yipi + X vifi(2) — folw) : (x,p) € C"'} =
= sup { X7 yifilw) — folw) + Sh wi(pi — fi() : (2,p) € C"} .

Ha létezik 1 <14 < k index ugy, hogy y; > 0, akkor, mivel

(@, (fr(2), .., filw) + A, fr(@)T) e C”

minden \ > 0 esetén, az utolsé szumma tetszoéleges nagy lehet, és igy ebben
az esetben v(y) = co. Hapedigy; <0 (1 <i < k), akkor az utolsé szumma
legfeljebb 0 minden (z,p) € C” esetén, tehdt ebben az esetben

v°(y) = sup {iylfz(x) — fo(z):x € C} .

i=1

Ezek szerint a fenti primal program absztrakt dudlisa
sup{—v°(y) : y € R™} =
=sup{ —sup {37, yifi(x) — fo(z) 12 € C}:y € RE x Rm*k} =
= sup {inf {fo(z) + X7 vifi(z) 12 € C} 1y € RE x Rm_k},
a szokésos Lagrange-dudl. Most mar kimondhaté 12.5 alabbi speciélis esete:

14.10. Tétel: Ha az f; : C — R (0 < i < k) figgvények konvexek,
az fi : R" = R (k+1<1i<m) figguények affinok, és C C R"™ konvex
halmaz, tovdbbd létezik T € riC' vektor dgy, hogy

Fi(@) <0 (1<i<k), és fi(@) =0 (k+1<i<m)

teljestil rd, akkor a fenti Lagrange-féle primdl és dudl programok optimum-
értékei megegyeznek, és a dudl program optimumértéke felvétetik, ha véges.
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Bizonyitds: A bedgyazd fliggvény epigréfja a Lagrange primél program
esetében

epi f = {(&.p.0) : fol) —a <0, (2,p) € dom f

konnyen lathatéan konvex halmaz, mivel konvex fliggvények nivohalmazai-
nak metszete. Ezért 14.4 szerint a v értékfiiggvény is konvex. Tovabba
tudjuk, hogy a tételben leirt tulajdonsiagi & pont létezése ekvivalens azzal,
hogy (#,0) € ri(dom f), vagyis azzal, hogy a primdl program teljesiti a
Slater-feltételt. A vap € R esetben ezek utdn a tétel 14.8 kovetkezménye,
a vap = —oo esetben pedig a gyenge dualitasi tétel miatt egyezik meg az
(AP) és (AD) programok optimumértéke. O

Vizsgaljuk most az
inf fo(e) + f1(z), @ € R

Fenchel primal programot, ahol fy, fi : R™ — R legyenek valédi konvex
fliggvények. A bedgyazé f fiiggvény most legyen az aldbbi

f@.p) = fole = p) + fi(z) (x € R", p € R").
Ekkor f nyilvan szintén valédi konvex fiiggvény. Tovabba
14.11. Allitas: Pontosan akkor teljesil, hogy (x,0) € ri (dom f) valamely

x € R™ esetén, ha ari(dom fy) és ari(dom f1) halmazok dsszemetszenek.

Bizonyitds: Vegylik észre, hogy

dOmf = {(:C,p):f(x,p)<oo}:
= {(z,p) : x —p € dom fy, és x € dom f1}.

Ebbél mar kénnyen adddik, hogy a V := (0, E) € R™*?" jeloléssel
Vdom f = dom f; — dom fp,

és igy
Vri(dom f) = ri(Vdom f) =
= ri(dom f; —dom fp) =
= ri(dom f1) — ri(dom fp).

Latjuk, hogy (ridom f1) N (ridom fo) # @ pontosan akkor, ha a 0 pont
Vri(dom f)-beli, pontosan akkor, ha az (x,0) € ri(dom f) valamely z € R"
esetén. 0
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Most kiszamoljuk a Fenchel primal program absztrakt dudljat. Ehhez
vegyiik észre, hogy

ve(y) = sup {yTp—v(p) :p € R"} =
= sup,ern {sup {yTp — folx —p) — fi(2) :w e R} } =
= sup {y"p— folw —p) = filw) : (w,p) € R™"} =
= sup {y7(p— 2) = folw —p) + yTx ~ fi(x) : (x,p) € R*"} =
=sups—ylz— fo(z) +yTz — fi(z): (z,2) € RQ”} =
=sup{—ylz— foz):z € R”} + sup {yTx — fi(z):x € R”} =
= f6(=y) + fi(y).

Ebbol mar latszik, hogy a Fenchel primal program absztrakt dudlja

sup —v°(y), y € R" = sup —f§(—y) — fi(y), y € R",

a szokasos Rockafellar dudl program ebben a specidlis esetben. A megfelel$
er6s dualitasi tétel 14.10 mintdjara igazolhaté (vo. 11.7 d)).

14.12. Tétel: Legyenek fo, fi : R" — R walddi konvex fiiggvények, és
tegyiik fel, hogy (ridom fo) N (ridom f1) nemiires. FEkkor a fenti Fenchel
primdl és dudl programok optimumértéker megegyeznek, és a dudl program
optimumeértéke felvétetik, ha véges. a
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Fluggelékek

A. Eltolas politéppal: zartsag

A 6.27 Osszefoglald zartsagi tételig vezeté utunk soran érdekes meg-
figyelni, hogy mely tételek bizonyitdsa haszndlja a Bolzano—Weierstrass-
tételt. A masodik Hahn-Banach-tételt példaul az els6 Hahn—Banach-tétel
segitségével igazoljuk, amelynek bizonyitdsa Weierstrass tételére, és igy
végs soron a Bolzano—Weierstrass-tételre alapszik ([7]). Ismeretes azonban
a masodik Hahn-Banach-tételnek egy a Bolzano—Weierstrass-tételt nem
haszndlé bizonyitésa is (a harmadikként leirt bizonyitds ilyen, ldsd az 5.
fejezetet). A méasodik Hahn-Banach-tételbdl pedig mar azonnal kovetkezik
az els6 Hahn-Banach-tétel azon speciélis esete, mikor C; egy pont (sze-
paraljuk a Cy korili, a C5 halmaztdl diszjunkt, nyilt gombdt és Csy re-
lativ belsejét!), tehat 3.28 is. Ezen észrevételek segitségével igazolhaté az
els6 Hahn-Banach-tételnek az a speciélis esete, mikor Cy politép (A.1),
tovabba hogy egy politép és egy zart, konvex halmaz Gsszege zart, konvex
halmaz (A.2) — mindez a Bolzano—Weierstrass-tétel felhasznaldsa nélkiil!
Ezek utan az is konnyen belathatd, hogy a 6.27-ben a)=-d)-re adott két
bizonyitds koziil a)=-b’)<=-d) “algebraibb”, mint az a)<=-c)=-d), hiszen
az elébbi végigviheté a Bolzano—Weierstrass-tétel nélkiil is, mig az utébbi,
Ugy tilinik, nem.

A most kovetkez6 két éllitdst mar belattuk (altaldanosabban is, ldsd
3.26 és 4.12), itt leirt bizonyitdsuk azonban nem hasznélja a Bolzano—
Weierstrass-tételt.

A.1. Lemma: Ha a Q C RY politdp diszjunkt a C C R? zdrt, konvex
halmaztol, akkor Q és C erdsen szeparalhatok.

Bizonyitas: Feltehetd, hogy C' = K kup. (Ha nem igy lenne, akkor szepa-
raljuk erésen a {1} x @ politépot és a cl K(C') zért, konvex kipot!)
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Mivel Q politép, azért léteznek x1, . ..,z € R? pontok gy, hogy Q ezek
konvex burka. Jeldlje X azt a maétrixot, amelynek oszlopvektorai rendre
zi,...,%,. Legyen

S = {aERd:aTxl<0,...,aTxk<O}.

Azt kell megmutatnunk, hogy S és K* 0sszemetsz, akkor ugyanis a € SNK*
esetén
maxa’ Q = max{a’z,...,a’2;} < 0=mind’ K,

vagyis ) és K erésen szeparalhatok.
Elészor is S nem iires, kiilonben nem létezne olyan a € R% vektor sem,
amelyre
XTq < -1

teljesiil, és akkor 3.32 szerint létezne y € R* vektor tgy, hogy
Xy=0,y>0,1"y >0,

amikor is X (y/(17y)) = 0 € QNK lenne, holott Q és K diszjunkt halmazok.
Kovetkez6 észrevételiink, hogy

clS = —Kery XT.

A nemtrividlis irdnyhoz legyen a € —Ker, XT. Ha most ay € S, akkor
[ap,a] \ {a} C S, igy a € cl S is teljesiil.

A masodik Hahn—Banach-tételbdl adédik, hogy diszjunkt konvex hal-
mazok szepardlhatéak. Ezért ha S és K* diszjunkt lenne, akkor létezne
r € R4\ {0} vektor tigy, hogy

'S <0< aTK*
teljesiil. Ekkor
reK* =K ze€ -5 =—(c18)" = (Kery XT)* =Im, X

lenne; x = Xz, 2> 0, z # 0 mellett 2/(172) € K N Q teljesiilne, ami K és
@ diszjunktsaga miatt ellentmondas. a

A.2. Tétel: Ha Q C RY politép, C C R pedig zdrt, konvexr halmaz,
akkor Q 4 C 1is zart, konver halmaz.
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Bizonyitds: Mivel Q politép, azért léteznek z1,...,z; € R pontok gy,
hogy @ ezek konvex burka. Egy pont és egy 6t nem tartalmazd zart, kon-
vex halmaz erésen szeparalhatd, ezért minden zart, konvex halmaz az 6t
tartalmazo zart félterek metszete. Tegyiik fel, hogy C-nek ez az el6éllitasa

C:miEI{CITERdZCLZfESﬂi}.

Megmutatjuk, hogy ekkor
Q+C =Njer {x e R%: aiTsc < G; +j2axk{aiT:cj}} )

A jobb oldali (zdrt, konvex) halmazt jelolje S. A nemtrividlis S C @ + C
tartalmazashoz legyen = & Q+C, ekkor az x — Q) politép és a C zart, konvex
halmaz diszjunktak, és igy erésen szeparalhatok. Létezik tehdt ¢ € I index
gy, hogy
B; =supal C < mina! (z — Q) = ,nllinka;-r(x —xj),
J=L.
amikor is
Bi + max aiij <alz
j=1,...k

mutatja, hogy * € S. Ezért S C Q + C, és igy Q + C = S zért, konvex
halmaz. O

Most A.2 megforditasat, A.4-et igazoljuk, ismét csak a Bolzano—Weier-
strass-tétel felhasznélasa nélkiil. Sziikséglink lesz az alabbi geometriailag
szemléletes, konnyen vizualizadlhaté lemmara.

A.3. Lemma: Legyen Q C RY politdp, a qi,...,q pontok konvex burka.
Legyenek tovabbd pi, . .., p; olyan pontok, amelyekre p; € Q —q; (1 <1i <t).
Ekkor léteznek nemnegativ, nem mind nulla A1, ..., s szorzok ugy, hogy

t

1 \p; = 0.

=1 "1

Bizonyitds: A p; pontok
t
pi=> ciiqi—aq (1<i<t)
j=1

alakiak, ahol €;; > 0 (1 < 4,5 <), és 25-:1 gij =1 (1 <i<t). Jelolje N
az &;; szorzokbdl alkotott matrixot. Ekkor N € R nemnegativ mdtrix,
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amelynek minden sordsszege 1, igy nem létezhet z € R! vektor, amelyre
Nz > z. (Ugyanis kiilénben az x =: (£1,...,&)7 jeloléssel

x < Nzx < (1max &)N1 = (1rr<1?<xt§})

lenne, ami ellentmondds.) Ezért nem létezik olyan z € R vektor sem,

amelyre
(N - FE)x >1,

amikor is 3.32 szerint létezik y € R! vektor tigy, hogy
NTy=y,y>01"y>0.

Az y vektor i-edik elemét \;-vel jelolve a \; (1 < i < t) szorzdk megfelelnek
a kivanalmaknak: teljesiilnek a

t
Z Aipi = 5z] q; — Z Aigi
=1

£ ()

0-¢g;=0

I
M“ i M“ H,M“

<.
I
—

egyenloségek; a lemmat bebizonyitottuk. a

A.4. Tétel: Legyen Q C R politdp, a qi,...,q pontok konvex burka, és
legyen C C R? konvex halmaz. Ha a Q + C halmaz zdrt, akkor C is zdrt.

Bizonyitds: Legyen ¢ € C (k = 1,2,...), és tegyiik fel, hogy ¢y — ¢
(k — o0). Megmutatjuk, hogy ¢, € C. Minden 1 < i <t esetén a q; + ¢
(k=1,2,...) sorozat a g; + ¢ ponthoz konvergal. Mivel a @ + C halmaz
zért, azért q; + coo € Q + C. Léteznek tehdt ¢} € Q és ¢, € C pontok tgy,
hogy ¢ + coo = ¢, + ¢, (1 < i <t). A.3 szerint léteznek nemnegativ, nem
mind nulla Aq, ..., \; szorzdék, amelyekkel Z§:1 Xi(¢; — gi) = 0. De akkor

t t t
Z )\icoo = Z )\icg + Z )\Z(q; — qi) = Z )\ic;
i=1 i=1 i=1 i

is fennall; latjuk, hogy a co pont a C-beli ¢, pontok konvex kombinéciéja-
ként maga is C-beli. Ezzel belattuk a C' halmaz zartsagat. O
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Az alabbi lemmaban leirt egyszerli észrevétel segitségével az A.4 tétel
jelentGsen altaldnosithaté.

A.5. Lemma: Legyen S C R? tetszéleges halmaz. Ekkor

S+d-convS = (d+1)-convS.

Bizonyitds: 3.21 szerint a conv S-beli elemek legfeljebb d+1 S-beli elem kon-
vex kombindcidjaként is el6allnak. Egy ilyen eloallitasban legalabb az egyik
suly legalabb 1/(d+ 1). A megfelel§ S-beli elemet kivonva a (d+ 1)conv S-
beli elembdl, dconv S-beli elemet kapunk. Ezzel beldttuk a nemtrividlis
tartalmazast. O

A.6. Tétel: Legyen S C R véges sok politdp unidja, és legyen C C R4
konvexr halmaz. Ha az S + C halmaz zdrt, akkor C is zart.

Bizonyitds: Adjuk a zart S + C halmazhoz a dconv S politépot. Ekkor a
politép kompaktsidga és az A.5 lemma miatt a zart C'+(d+1)conv S halmazt
kapjuk. Mivel az utébbi 6sszegben C' konvex halmaz, (d+ 1)conv S politép,
azért a mar elintézett specidlis eset, A.4 alkalmazhat6. A C' konvex halmaz
zartsaga adddik; a bizonyitast befejeztiik. O

Megjegyezziik, hogy C' konvexitasénak feltétele nem hagyhaté el a té-
telben:
Co:={0}U{x € R:x > 1} nem zart halmaz,

bar
So = {0,1} C R véges halmaz,
So+Cy = {0}U{zx e R:x>1} zart halmaz.

B. Eltolas politoppal: egyéb tulajdonsagok

Az el6z6 fejezet tételei kis modositdssal érvényben maradnak akkor is,
ha benntik a “zartsag” tulajdonsagot formélisan a “relativ nyilt”, “véges
exponalt lapi”, illetve “poliéder” tulajdonsdgokra cseréljiik.
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Elbszor relativ nyilt halmazokra bizonyitjuk A.2, A.4 és A.6 megfelels-
jét.

Egy nyilt halmazhoz tetszdleges halmazt hozzdadva nyilt halmazt ka-
punk. Ezért nyilvanvald, hogy

B.1. Tétel: Ha Q C R? politdp, C C R? relativ nyilt, konvex halmaz,
tovdbbd par Q C parC (vagyis Q egy eltoltja aff C-beli), akkor a @Q + C
halmaz relativ nyilt. a

Az (A.4-nek megfelel) megforditdshoz sziikségiink lesz az aldbbi lem-
mara.

B.2. Lemma: Legyen S C€ R kompakt halmaz, és legyen C C R konvex
halmaz. Ha az S + C halmaz relativ nyilt, konvex, akkor

par S C par C' = par (S + C).

Bizonyitds: Lassuk be el0szor, hogy par.S C parC. Tegyiik fel indirekt,
hogy 1étezik ¢ € (parS) \ (par C). Ekkor létezik a € R¢ vektor tigy, hogy
a’parC = 0 < a’t, és létezik egy f € R konstans is tigy, hogy a C
konvex halmaz a H := {z : a’z = (3} hipersik része. Legyen s* € S,
amelyre a’ s* = max{a’s : s € S}, az S halmaz kompaktsdga miatt ilyen s*
vélaszthaté. Mivel £ € par (S+C) is teljesiil, azért az S+ C halmaz relativ
nyiltsadga miatt tetszdleges ¢ € C, és elég kis € > 0 esetén s*+c+el € S+C.
Miérpedig
al(s* +c+el) >als* + 8 =maxa’ (S + C),
ami ellentmondés. FEzzel belattuk, hogy parS C parC.
Ezek utan a par C' = par (S + C) egyenldséget a nyilvanval6

par(S+C) = aff (S+C)—sp—co Caff S+aff C — sy —cy =
= parS+parC =parC C par (S +C)

tartalmazéslanc bizonyitja. (Itt so € S, cg € C tetszdleges.) 0

B.3. Tétel: Legyen Q C R politdp, a qu,...,q pontok konvex burka.
Legyen tovdbbd C C R® konvex halmaz. Ha a Q 4+ C halmaz relativ nyilt,
akkor a C' halmaz is relativ nyilt, és par QQ C par C.

Bizonyitds: A Q + C halmaz relativ nyiltsdga azt jelenti, hogy
Q+C=(iQ)+ (riC).
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Legyen ¢ € C, ekkor minden 1 < i < ¢ esetén léteznek ¢} € riQ és ¢, € riC
pontok gy, hogy ¢; + ¢ = ¢, + ¢,. A.3 szerint vélaszthaték nemnegativ,
nem mind nulla Aq,..., \; szorzdék, amelyekkel Zle Xi(¢; — ¢;) = 0. Mint
A 4 bizonyitasdban, most is

¢ ¢ ¢ ¢
Z )\iC = Z )\icg + Z)\Z(q; — qi) = Z )\ic;,
i=1 i=1 i=1 i=1
a ¢ pont a ¢; € riC pontok konvex kombinéciéja, igy ¢ € riC. Ezzel
belattuk, hogy C' C riC, azaz a C halmaz relativ nyiltsagat, a par@Q C
par C tartalmazas pedig B.2 azonnali kévetkezménye. O

Most mar A.6 mintajara konnyen belathaté B.3 alabbi dltalanositasa.

B.4. Tétel: Legyen S C R? véges sok politép inidja, és legyen C C R4
konvex halmaz. Ha az S+ C halmaz relativ nyilt, konvez [nyilt], akkor a C
halmaz is relativ nyilt [nyilt], és par S C par C. O

A “véges exponalt lapu” tulajdonsig esetében A.2 analogonjat az alabbi
tétel irja le.

B.5. Tétel: Legyen Q C R politdp, a qi,...,q pontok konvex burka.
Legyen tovdbbd C C R® konvex halmaz, amelynek csak véges sok expondlt
lapja van. Ekkor a Q4+ C' halmaznak is csak véges sok expondlt lapja van.

Bizonyitds: Mivel
Q +C =conv Ul_; (¢; +CO),

azért tetszbleges a € R? vektor esetén

infa?(Q 4+ C) = infUl_,aT(q; + C) =
= minj<;<;inf a’ (¢; + C) = mina®{q1,..., ¢} +infal C.

Innen mar latszik, hogy ha Fa Q + C halmaz egy a € R? vektor altal
expondlt lapja, akkor az a vektor a C' [@] halmaz egy F' [G] lapjat expondlja,
amelyre F =F + G. Utébbi tipusu Gsszegbdl csak véges sok féle lehet (Q
és C exponalt lapjai is véges sokan vannak), ezért az F exponalt lap is csak
véges sok féle lehet. a

Megjegyezziik, hogy politép + véges exponalt lapi, konvex halmaz lap-
jainak szdma lehet végtelen. Legyen példaul a politép a csak az origdt
tartalmazé halmaz, a véges expondlt lapt, konvex halmaz pedig R3-ben
egy nyilt féltér inié a hatardnak egy zart korlap része. Zart példa nincs,
mert zart, véges lapi = poliéder = zart, véges exponadlt lapti 7.12 szerint.
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B.5 megforditdsa, A.4 analogonja a

B.6. Tétel: Legyen Q C R? politdp, és legyen C C R konvex halmaz. Ha
a Q + C konvexr halmaznak csak véges sok expondlt lapja van, akkor a C
konvex halmaznak is csak véges sok expondlt lapja van.

Bizonyitds: Jelolje S azoknak az (F,G) paroknak a halmazat, amelyekben
az F € EF(0), G € EF(Q) lapokat ugyanaz az a € R vektor exponilja.
Konnyen belathaté, hogy ha (F,G) € S, akkor F+G € EF(Q+C), tovabba

F=CNF+G-Q),G=Qn(F+G-C0C).

Ezért az (F,G) — F + G leképezés injektiv az S halmazon, és S-et a véges
EF(Q+ C) halmazba képezi. Kovetkezésképpen az S halmaz elemszama is
véges. A C halmaz minden F' expondlt lapjdhoz létezik a @ halmaz egy G
exponalt lapja gy, hogy (F,G) € S. Innen litszik, hogy EF(C') elemszdma
sem lehet végtelen, amit igazolnunk kellett. O

Itt is megfogalmazhaté B.6 altalanositdsa, amely azonban Gsszetettebb,
mint az eddigi esetekben (ldsd A.6, B.4). Sziikségiink lesz az alabbi lem-
mara.

B.7. Lemma: Legyenck Cy,...,C; € RY véges expondlt lapi, konvex
halmazok. Ha az uniojuk konvex, akkor véges szdmu expondlt lapja van.

Bizonyitds: Legyen F' az UC; konvex halmaz expondlt lapja, és jelolje F; az
FNCj halmazt (1 < j <1). Kénnyen beldthaté, hogy az F — (F1,..., )
leképezés injekcié az EF(UC;) halmazrdl a véges EF(C) x ... x EF(Cy)
halmazba. Sziikségképpen az £F(UC;) halmaz véges. 0

B.8. Tétel: Legyenek Q1, ..., Qi C R? politépok, és jeldlje S az inidjukat.
Legyen tovabbd C C R% konvex halmaz. Ha az S+C halmaz o C1,...,C; C
R véges expondlt lapi, konvex halmazok inidja, akkor C-nek csak véges
sok expondlt lapja van.

Bizonyitds: Adjuk az S + C' = UC; halmazhoz a dconv S politépot, ekkor
A.5 szerint a konvex

C+(d+1)-convS =U(C;+d-convS)

halmazt kapjuk. B.5 szerint a Cj+dconv S halmazoknak véges sok exponéalt
lapja van. Ezért B.7 miatt konvex diniéjuk, a C' + (d + 1)conv S halmaz
maga is véges expondlt lapi. A mar igazolt specialis eset, B.6 alkalmazhato;
adédik a C' halmaz véges expondlt laptsaga is. a
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7.12 szerint egy konvex halmaz pontosan akkor poliéder, ha zart és véges
sok expondlt lapja van. Ezért (figyelembe véve az A.2, A.4 és A.6 tételeket)
lathato, hogy a B.5, B.6, B.7 és B.8 tételek érvényben maradnak akkor is,
ha benniik a “véges exponalt lapt” tulajdonsig helyét a “poliéder” tulaj-
donsag veszi at. Itt egyszeriisége miatt csak a B.7-nek megfelel6 allitast
mondjuk ki.

B.9. Allitds: Ha véges sok poliéder unioja konvex, akkor poliéder. O

B.9 annak a nyilvanvalé ténynek a nemtrividlis parja, hogy véges sok
poliéder metszete is poliéder.

C. Zartsagi feltételek, eros szeparacio

Ebben a fejezetben Abrams tételének valtozatait, valamint erdés szepa-
raciés tételeket bizonyitunk.

Abrams tétele (4.29) szerint az AS; + Sy halmaz zértsiga esetén Sy +
A~Y(Sy) zért, tovabbd megforditva So C Im A esetén az S; + A~'(Ss)
halmaz zértsdgabdl kovetkezik AS) + S zartsaga. (Itt A € R™*™ métrix,
S1 CR™ Sy CR™ tetszbleges halmazok.)

Nincs sziikség az Sy C Im A feltételre, ha Sy = L altér:

C.1. Tétel: Legyen A € R™*™ tovdbbd legyen S C R™ tetszbleges halmaz,
és legyen L C R™ altér. Ekkor az AS + L halmaz pontosan akkor zdrt, ha
az S+ A~ (L) halmaz zdrt.

Bizonyitds: Vélasszunk egy B maétrixot, amelyre L = B~'(0). Abrams
tétele szerint az AS + L halmaz pontosan akkor zart, ha a BAS halmaz
zart. Mésfelsl A=1(L) = (BA)~1(0) , gy ismét csak Abrams tétele miatt
az S + A71(L) halmaz is pontosan akkor zért, ha a BAS halmaz zart. O

A C.1 tétel érvényét veszti, ha Ss-r6l csak annyit tesziink fel, hogy
politép, mint azt az aldbbi példa mutatja: Legyen Sy C R? egyenld oldali
haromszog, S; C R? az alapja, megfosztva felez6pontjitél, az origétdl,
A € R?**? pedig a vetités erre az alapra. Ekkor S; nem konvex halmaz, So
politép, és kénnyen ellendrizhetd, hogy bar St + A~1(Ss) zért, az AS; + 5o
halmaz nem az. (A homogenizalt véltozat olyan ellenpélda, amelyben Sy
poliéder kip.)
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Az el6z6 példdban S7 nem konvex halmaz: konvex S; = C halmaz esetén
ugyanis a C.1 tétel az Sy = L altér helyett tetszbleges So = P poliéderrel
is fennall.

C.2. Tétel: Legyen A € R"™*", tovdbbd legyen C C R"™ konvexr halmaz, és
legyen P C R™ poliéder. E feltételek mellett az AC + P halmaz pontosan
akkor zdrt, ha a C + A~Y(P) halmaz zdrt.

Bizonyitds: Elég azt megmutatnunk, hogy a C+A~1(P) halmaz zartsagdbdl
kovetkezik az AC + P halmaz zértsdga. (A masik irdnyt mar igazoltuk
Abrams tételének bizonyitdsakor.)

El6szor tegytik fel, hogy P = R poliéder kip. Mivel

AYR) =AY (RN AR"),

azért Abrams tétele szerint a C' + A~1(R) halmaz zartsiagabdl kovetkezik
az AC + (RN AR"™) halmaz zértsdga. Nyilvanvaléan

(=R)Nrec(AC+ RNAR") C —(RNAR") C —rec(AC + RN AR").

Ezért 4.23 szerint az AC' + (RN AR") és R halmazok Osszege, az AC + R
halmaz zart. Ezzel a tétel P = R specidlis esetét belattuk.

Az 4ltaldnos esetben tegyiik fel, hogy a C' + A~!(P) halmaz zart. Az
A~1(P) halmaz poliéder (3.25), melynek recessziés kiipja A~!(rec P) (4.28).
Motzkin tétele és 4.13 szerint az A~!(P) poliéder valamely politép és az
A~(rec P) poliéder kip &sszege. Ezért az A.4 tételbdl adédéan a C +
A7L(P) halmaz zértsagabdl kovetkezik a C' + A~ (rec P) halmaz zartsiga.
A tétel elsé felében belatottak szerint a C' + A~!(rec P) halmaz csak dgy
lehet zart, ha az AC + (rec P) halmaz zart. Ismét Motzkin tétele és 4.13
miatt a P poliéder egy politop és a rec P poliéder kip Osszege. Tehdt A.2
(vagy 4.12) szerint az AC'+(rec P) halmaz zartsagabol kovetkezik az AC+ P
halmaz zartsidga. Ily mdédon a tételt az altalanos esetben is igazoltuk. O

Ahogyan azt 4.23 bizonyitasakor lattuk, az AC + P halmaz zartsaganak
igazoldsa utdn tovabbi (az 5. és 6.) lépésekre volt sziikség a recesszids
kupokrol szélo részallitas igazolasahoz. A C.2 tétel esetében is lehetséges
hasonlé kiterjesztés, C.4.

A C.4 tétel bizonyitasa, akarcsak a fent emlitett bizonyitas, két 1épésben
torténik. A P = R poliéder kup specidlis esetet targyalja az alabbi C.3
lemma. (Emlékeztetiink ré, hogy 4.20 szerint barmely C C R? konvex
halmaz esetén a cl K(C) konvex kip és az {1} x R? hipersik metszete
{1} x (cIC), mig a cl K(C) konvex kip és a {0} x R hipersik metszete
{0} x rec(clC).)

283



C.3. Lemma: Legyen A € R™ "™ tovabbd legyen C C R™ zart, konvex
halmaz, és legyen R C R™ poliéder kup. Jelolje K1 és Ko a kovetkezo
R beli, illetve R™ ! -beli konvex kipokat:

K, = (clK(C))—l—((l) 2) (%);

Ky = (é 31>CIK(C)+<%>.

Ezekkel a jelolésekkel a kévetkezd dllitdsok ekvivalensek:
a) Ky zdrt;
b) Ky = cl K(AC + R);
¢) AC + R zart, és rec (AC + R) = (ArecC) + R;
d) K\ zirt;
e) K1 = K(C + A™'(R));
f) C+ A7Y(R) zdrt, ésrec (C + A7 (R)) = (rec C) + A~Y(R).

Bizonyitds: a)<b): A 4.23 tétel bizonyitasanak 5. lépésében beldttuk, hogy
a Ky lezértja cl K(AC + R).
b)ec): A Ky és cl K(AC+ R) konvex kiipok pontosan akkor egyenléek,
ha metszeteik az {1} x R™ és {0} x R™ hipersikokkal megegyeznek.
d)<e) és e)<f) hasonléan bizonyithatd.
Végiil a)<d) a C.2 tétel kovetkezménye. O
Most mar a szokdsos médon (4.23 bizonyitasa 4. és 6. 1épésének minta-
jara) C.2, C.3, A.2 és megforditdsa, A.4 segitségével, konnyen belathatd
a

C.4. Tétel: Legyen A € R™*™, tovabba legyen C C R™ zart, konvex hal-
maz, €s legyen P C R™ poliéder. Ekkor a kévetkezd dllitdsok ekvivalensek:

a) AC + P zirt, és rec (AC + P) = (Arec C) + rec P;

b) C + AY(P) zdrt, és rec(C + A~Y(P)) = (recC) + A~ (rec P). O
Megjegyezziik, hogy C.2 [C.4] érvényét veszti a zéart, konvex halmazok

korében: léteznek C1, Co zart, konvex halmazok [kupok], amelyekre Cy +

A~Y(Cy) halmaz zért, 4m az ACy +C5 halmaz nem zart valamely A linedris
leképezéssel.
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Legyen PSDy a 3.31-beli K zart, konvex kip képe az

T
I 902/\/5 3 2x2
2 '_><562/\/§ 3 )’R_)R

€T3

linedaris leképezésnél, vagyis legyen

PSDQZ:{<Z 5):(1,720,&7—ﬁ220}.

Ekkor PSDs (a 2 X 2-es, szimmetrikus, pozitiv szemidefinit métrixok hal-
maza) zart, konvex kip. (Bar PSD; 2 x 2-es métrixokbdl &ll, tekinthetiink
ra ugy is, mintha elemei 4 x 1-es vektorok lennének, és csak a tomorség
kedvéért hasznaljuk a matrixos format.)

Legyen most

11

A:)\r—>)\-<1 1

) ()\ € R), Ci:=R, (Cy:= PSD;.

Ekkor egyrészt
1+k+1/k 1/2+k 11 1 1/2
( 1/2 +k k >_k'<1 1>_’<1/2 o | (k—o0)
mutatja, hogy
1 1/2
<1/2 0 >€C1(A01+CQ).
a B\ 1—X 1/2—-2A
(ﬁ 7>_<1/2—)\ Y )’AGR

esetén ary — 32 = —1/4 # 0, ezért

< 1}2 162 ) ¢ ACT + Cs.

Maésfel51

Latjuk, hogy az AC] + C halmaz nem zart, bar a C; + A1 (C3) halmaz
zart.

285



4.23, 6.24 és C.4 osszeolvasasaval azonnal adédik
C.5. Tétel: Legyen A € R™*™ tovabbd legyen C C R™ zart, konvex
halmaz, és legyen P C R™ poliéder. Ekkor az
a) (ATbar P) Nri (bar C) # 0,
b) C + A~Y(P) zdrt, és rec(C + A7L(P)) = (recC) + A~ (rec P),
¢) A=Y (—rec P) NrecC C —recC,
d) AC + P zirt, és rec (AC + P) = (ArecC) + rec P
dallitasok a kovetkezd logikai reldcidban vannak egymdssal: a)=0b), ¢)=d),

a)&c) és b)ed). O

Az 5. fejezetben lattuk, hogy zartsagi tételek alkalmazdsaként hogyan
nyerhet6k erds szepardcids tételek (5.10-13). Hasonléképpen az aldbbi erds
szeparacios tétel 6.27 és C.2 azonnali kovetkezménye.

C.6. Tétel: Legyen A € R™*", tovdbbd legyen C C R™ konvex halmaz, €és
legyen P C R™ poliéder. Ekkor az

a) 0 ¢ AC' + P (vagyis AC és —P diszjunktak),

b) 0 C+ A~YP) (vagyis —C és A~1(P) diszjunktak),

c) 0 € cl(AC + P) (vagyis AC és —P erdsen szepardlhatdk),

d) 0 ¢ cl(C+ A~YP)) (vagyis —C és A~L(P) erésen szepardlhatok)
dllitasok a kovetkezd logikai relacicban vannak egymdssal: a)&b); a)=c),
ha az AC + P halmaz zdrt; b)<d), ha a C + A~Y(P) halmaz zdrt.

Specialisan mind a négy dllitds ekvivalens, ha a 6.27 zdrtsdgi tételbeli
a), b), c) vagy d) dllitds fenndll. O

A C.6-beli ¢) és d) allitdsok dltaldban is ekvivalensek:
C.7. Tétel: Legyen A € R™*™  és legyenek C1 C R™, Cy C R™ konvex
halmazok. Ekkor

a) 0 & cl(ACT + Cy) esetén 0 &€ cl (O + A~1(Cy)). (Mds szavakkal ha AC,
és —Cy erdsen szepardlhatoak, akkor —Cy és A=1(Cs) is erdsen szepardl-
hatéak.)

b) Az a) pontban megfogalmazott dllitds megfordithato, ha a Co halmaz része
az A mdtriz képterének.

c) Az a) pontban megfogalmazott dllitas megfordithaté, ha a Cy halmaz
poliéder.
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Bizonyitds: a) A bizonyitds indirekt: megmutatjuk, hogy 0 € cl(Cy +
A7Y((0y)) esetén 0 € cl(AC; + Cy). Legyen zp € Cy, v € A7H(Cy)
(k=1,2,...) olyan pontsorozat, amelyre zj + vy — 0 (k — o0). Ekkor az
A leképezés folytonossaga miatt A(zy + vg) — 0 (k — 00) szintén fenndll.
Mivel az Avy vektorok definicié szerint a Cy halmaz elemei, latjuk, hogy
0€ecd (ACl + CQ)

b) Tegyiik fel most, hogy a Cs halmaz része az A métrix képterének.
Megmutatjuk, hogy ha 0 & cl (Cy + A~Y(Cy)), akkor 0 & cl (ACT + Cs). Az
origé és a C1+ A~1(Cy) konvex halmaz erdsen szeparalhatéak, 1étezik tehat
egy a € R? vektor gy, hogy

0 < inf {aTx rx e Cr+ Ail(Cg)} .

Az A7Y(C3) halmaz recessziés kiipja tartalmazza az A métrix nullterét,
igy az eléz6 egyenlbtlenséghdl az is adddik, hogy az a vektor eleme az AT
matrix képterének: létezik z € R™ vektor tgy, hogy a = AT z.

Tegyiik fel indirekt, hogy 0 € cl (AC; + C3). Ekkor léteznek x € C,
yr € Cy (k=1,2,...) pontsorozatok tgy, hogy

Awk+yk—>0(k—>oo).

Mivel a Cs halmaz A képterének része feltevésiink szerint, azért valamely
v, € R™ vektorokkal (valdjaban v, € A71(Cs)) yp = Avg (b = 1,2,...)
fennall. De akkor

aT(xk +ug) = zT(Axk +yr) — 0 (k — 00),

ami z +vp € C1 + A71(Cy) miatt ellentmondés.

c) Tegyiik fel, hogy Cs poliéder. Megmutatjuk, hogy ekkor —C} és
A7L(Cy) erés szepardlhatésiga esetén az AC; és —Co halmazok is er6sen
szeparalhatok. Vegylik észre, hogy

ATHCy) = ATHCy N AR™).

Itt a CoNAR™ halmaz mar az A matrix képterének része, igy a b) részallitas
miatt —Cy és A™(Cy) erds szeparalhatésagabdl az AC| és a —Co N AR™
halmazok er6s szeparalhatosaga adédik. Az AC; halmaz tehat belefoglal-
haté egy zart féltérbe tgy, hogy annak az A matrix képterével valé met-
szete (poliéder!) diszjunkt a —Cs poliédertdl. E diszjunkt poliéderek erésen
szeparalhatok, amibél mar a kivant allitds, AC; és —Cy erOs szeparalhato-
saga, is addodik. a
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Végiil megjegyezziik, hogy a C.7 tételbeli a) allitds altalaban nem meg-
fordithatd, még akkor sem, ha a C7, Cy halmazokrdl feltessziik, hogy zartak,
konvexek: léteznek C7, Cy zart, konvex halmazok, amelyekkel

0€cl(AC) + Cy), 0 & cl (Cy + A™HCy))

valamely A linedris leképezés esetén.
Valéban, legyen

A:(A,mHA(i })w(é _°1> (A u € R):

Cl ::RX{O}QRz; CQ ::PSDQ— ( 1}2 162 )

Ekkor, mint azt a C.4 utdn leirt példaban mar igazoltuk,

Ezért 0 € cl (ACY + Cy).
Masfeldl konnyen belathatd, hogy

ATNC) = () s A > —1/2, = —1/2},

igy valéban 0 ¢ cl(Cy; + A~Y(Cy)), a Cy, Cy halmazok megfelelnek a
kivanalmaknak.
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irany

bels6 247

csokkenési 250

érint6 251

megengedett 248
irdnymenti derivalt 197

féloldali 197

Jensen-egyenlotlenség 160

Karush—-Kuhn—Tucker-tétel
233, 259
képtér 26
kiegészito eltérések tétele
kiplinearis 119
Rockafellar- 220
Klee tétele 128, 132
kombinacio
affin 36
konvex 52
konvex kup 44
linearis 14

nemnegativ 44
konjugalt 179

konkav 194

konvex 147

konvex kip 146
konvergens sorozat 152
konvoltcié 174
Krein-tétel 98

altalanos 108

altalanos vegyes 108

tobbkipos 102

tobbkipos vegyes 103

vegyes 99
Kronecker—Capelli-tétel 19
kup 43

adjungalt konvex 44

cstcsos 59

dudlis 45

konvex 43

korlat 71

normalis 198

poliéder 44

recesszios 69

végesen generalt 44

lap 121
exponalt 122
valédi 121
leképezés
affin 39
K-konvex 239
linearis 33
R-poliédrikus 239
lezart 158
linealitas tér 69
linearisan fliggetlen 15, 28
linearisan Osszefiiggd 15, 28
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linearis egyenlétlenségek
alaptétele 50

linedris fiiggetlenségi feltétel 259

Lipschitz-alland6 196

lokalis optimum 213

maximalizalasi feladat 112
kiplinearis 113
leirdsai 113
megegyezd programok 113
megengedett megoldas 112
szigordan 113
merdleges vektorok 27
minimalizalasi feladat 112
kiplinearis 113
leirasai 113
Minkowski tétele 51, 126
Moore—Penrose-féle
altalanositott inverz 21
Motzkin tétele 55

nemnegativkép-tér 43
nemnegativ ortans 43
nemnegativtér 43

nulltér 26

nyeregpont egyenltlenség 232
nyilt féltér 50

operacié 6

operator 7

optimalizdlé sorozat 112

optimalis megoldas 112

optimumeérték 112
felvétetik 112

ortogondlis vektorok 27

oszloprang 17

parhuzamos 35
permutacié matrix 21
polaris 104
poliéder 52
politop 52
dualis 149
pont 39
exponalt 121
extremalis 120
Karush—-Kuhn—Tucker- 235
nyereg- 232
relativ belso 63
relativ hatéar- 63
sima 98
Slater-
erGs 228, 242
gyenge 228, 241
idedlis 229
pozitiv szemidefinit matrix 33
primél elem 24
program 112
absztrakt 265
dudlja 266
Fenchel- 272
konvex kvadratikus 237
korldtlan 112
korlatos 112
kiplinearis 113
dudlja 115
primél 115
regularizaltja 149
Lagrange- 225
linearis 238
megoldhaté 112
szigortan 113
normalis 266
Rockafellar- 215
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rang 16, 18
reguldris feltétel 228
relativ bels6 63
relativ hatar 63
részhalmaz
affin general6 37
exponalt 122
extremalis 121
lineéris generalé 28

sik 39
Slater-feltétel
absztrakt 268
erGs 228, 242
gyenge 228, 241
sorrang 17
Stiemke-tétel 98
altalanos 107
altalanos vegyes 107
konvex 184
tobbkipos 101
tobbkipos vegyes 102
vegyes 99
Straszewicz tétele 130, 131
SuUgar
exponalt 132
extremalis 128
szakasz 51
szeparalhaté 57
erésen 57
szigorian 86
valédi médon 85
szinguléris feltétel 228
szog 44
szubdifferencidl 198
szubgradiens 198

szubgradiens egyenlétlenség 198

transzformacié
affin 39
invertalhaté 39
elemi sor- 11
linearis 33
invertalhaté 33
valtozo- 113
tulhizhaté 64

vetités 33
vetité matrix 33
vetulet 33

Weierstrass tétele 176
Weyl tétele 50
Wolfe-dual 236

zéart féltér 50
als6 178
fels6 178
fliggoleges 178



Mellékelem a 2002/03 tanév II. félévében tartott el6addsom tematikdjat,
ami segithet a jegyzet feldolgozdsaban.

1. AC + P zartsagdnak elégséges feltétele; Abrams-tétel.

2. Hahn-Banach-tételek (elsé, masodik, vegyes); sima pontok.

3. Stiemke és Krein tétele, tobbkipositdsuk; Carver tétele,

Dubovickij—Miljutyin-tétel.

4. Kuplinearis Farkas-lemma; 6sszefoglalé zartsagi tétel;

kuplinearis programok korlatossaga.

5. Kiuplinedris Farkas-tétel; kuplinearis gyenge/er6s dualitds;

szigord megoldhatésag; regularizacio.

6. Minkowski—Klee-tétel; Straszewicz—Klee-tétel;

poliéderek 1j jellemzése.

7. Epigraf/nivéhalmazok lezartja/relativ belseje;

konvex fliggvények folytonosséga.

8. Fenchel-konjugilt;

kupfiiggvények tamaszfiiggvényként (rec f, cl f'(z;.)).

9. Differencidlhaté fiiggvények konvexitdsa

(els6- és masodrendii jellemzések); lokélis optimum.

10. Rockafellar-dualités (gyenge/erés dualitési tétel,

korlatossag, szigori megoldhatdség).

11. Lagrange-dualitds; Karush-Kuhn-Tucker-tétel.

12. Konvex Farkas-tétel; Wolfe-dualitds; kvadratikus dualitas;
Goldman—Tucker-tétel.
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