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Bevezetés

A dualitás az a jelenség, mikor egy halmazon (S) értelmezve van egy
önmagába történő leképezése (D) úgy, hogy a halmaz bármely elemére
kétszer alkalmazva a leképezést, visszakapjuk az eredeti elemet: bizonýıt-
ható a

D : S → S, D ◦D = identitás

ún. dualitástétel. Ekkor a halmazon értelmezett duálisképzésről beszélünk.
Egy elem képét az elem duálisának nevezzük, az elemet magát pedig, a
duálisától való megkülönböztetése érdekében, primál elemnek.

Ennek a jelenségnek a felismerése azért hasznos, mert seǵıtségével az
elemeket másik oldalukról is látjuk: mint duálisuk duálisát. Gondoljunk
például az n × n-es, valós elemű, invertálható mátrixok halmazán értel-
mezett invertálás leképezésre, ez duálisképzés. Tudjuk, hogy nýılt hal-
maz lineáris inverzképe is nýılt halmaz; és mivel a fentiek szerint egy in-
vertálható mátrix az inverzének az inverze, azért az is látszik, hogy nýılt
halmaz lineáris képe is nýılt halmaz lesz, ha a transzformáció mátrixa in-
vertálható. E két tétel duális párt alkot, mivel a “nehéz” tétel “könnyű”
párjából egy dualitástétel seǵıtségével következik.

Másik például, ha a D1, D2 leképezésekről tudjuk, hogy duálisképzések,
vagyis érvényesek a

D1 ◦D1 = identitás, D2 ◦D2 = identitás

dualitástételek, akkor “könnyű”

D1 ◦ A = B ◦D2

felcserélési tételekből (A, B leképezések) könnyen következik “nehéz” duális
párjuk, az

A ◦D2 = D1 ◦B
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felcserélési tétel — szorozzuk meg az első egyenlőséget balról D1-gyel, jobb-
ról D2-vel!

A konvex anaĺızis (és a konvex geometriával közös része is) igen gazdag
mind duális tételpárokban, mind dualitástételekben. A legh́ıresebb könnyű-
nehéz duális tételpár a Rockafellar-féle primál-duál programpárokra vonat-
kozó gyenge, illetve erős dualitási tétel. Itt a Rockafellar-féle Farkas-tétel az
a dualitástétel, amelynek seǵıtségével a könnyű (gyenge dualitási) tételből
következik a nehéz (erős dualitási) tétel.

A jegyzet elsődleges célja ezeknek a mély felismeréseknek az ismertetése.

A jegyzet feléṕıtése

Az első hét fejezetben egyelőre a kúplineáris programok általánosságáig
jutunk.

1. A Gauss–Jordan-elimináció léırása; az output vizsgálata; következ-
mények (Fredholm alternat́ıvatétele, Hermite-féle normálalak, Moore–Pen-
rose-féle általánośıtott inverz).

2. A homogén, illetve általános lineáris egyenletrendszerek megoldáshal-
mazainak vizsgálata: jellemzések, dimenzió, az e tulajdonságokat megtartó
transzformációk. Olyan fontos ötletek tűnnek fel, mint a dualitás, a ho-
mogenizáció vagy a diagonális altér.

3. Analóg vizsgálatok lineáris egyenlőtlenség-rendszerek megoldáshal-
mazaival kapcsolatban. Egyik fő célunk a Motzkin-tétel bizonýıtása, mely
szerint a poliéderek éppen a végesen generált halmazok. Először a tétel ho-
mogén változatát, a Weyl–Minkowski-tételt igazoljuk, a Farkas-lemma és a
Caratheodory-tétel azonnali következményének, a lineáris egyenlőtlenségek
alaptételének seǵıtségével. A fejezet végén az első szeparációs tételtől (első
Hahn–Banach-tétel) a Farkas-lemma számtalan variánsát egységeśıtő kúpli-
neáris Farkas-lemmán át eljutunk a (zártsági feltételes) kúplineáris Farkas-
tételig, amelyet a hatodik fejezetben használunk majd, kúplineáris erős
dualitási tételek bizonýıtására.

4. Konvex halmazok relat́ıv belsejével és lezártjával kapcsolatos alapvető
kérdések (mikor üres/ relat́ıv nýılt/ zárt/ affin?) megválaszolása után a ri ,
cl (és rec ) operációkra vonatkozó felcserélhetőségi tételeket bizonýıtunk.
(Operáción itt egyszerűen Rn-beli halmazokkal végzett műveletet értünk.)
Ezek közül kiemelkedő fontosságúak a zártsági tételek, melyek elégséges
feltételt adnak arra, hogy egy zárt, konvex halmaz lineáris képe is zárt
legyen.
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5. Szeparálhatóságok hierarchiáját definiáljuk, azután megvizsgáljuk,
hogy két nemüres, diszjunkt, külön-külön relat́ıv nýılt/ zárt/ poliédrikus,
konvex halmaz “mennyire” szeparálható. Alkalmazásként zárt, konvex
halmazok új jellemzéseit nyerjük bizonyos támaszféltereik metszeteként.
További alkalmazásokat látunk majd a következő fejezetben.

6. A kúplineáris Farkas-lemma szigorú egyenlőtlenséges (Stiemke-tétel),
illetve Slater-feltételes (Krein-tétel) változatait tárgyaljuk, különféle álta-
lánosságban. E tételek (és a 4. fejezetbeli zártsági tételek) seǵıtségével
elégséges (Slater-)feltételét adjuk a kúplineáris Farkas-lemma, a kúplineáris
Farkas-tétel, és ezáltal a kúplineáris programokra vonatkozó dualitási téte-
lek zártsági feltételeinek.

7. Példák elemzése után konvex és lezárt konvex generálási tételek (a
Minkowski–Klee-tétel, illetve a Straszewicz–Klee-tétel) seǵıtségével belát-
juk, hogy a poliéderek éppen azok a zárt, konvex halmazok, amelyeknek
véges sok exponált lapja van. Szó esik még a poliéderek minimális és
maximális valódi lapjairól, majd felcserélhetőségi tételek seǵıtségével kon-
jugált lapokra vonatkozó dualitástételeket bizonýıtunk. A fejezet végén
kúplineáris programok regularizációjával foglalkozunk, vagyis azzal a kér-
déssel, hogy hogyan szabadulhatunk meg a dualitási tételek Slater-feltéte-
leitől.

Az utolsó hét fejezetben kerül sor a konvex, illetve sima függvényekkel
léırt programok vizsgálatára.

8. Függvények epigráfjának és ńıvóhalmazainak tulajdonságait vizs-
gáljuk, például azt, hogy mikor zártak, konvexek; konvex esetben mi a
lezártjuk, relat́ıv belsejük. Végül a cl (és a rec ) operátorokra vonatkozó
felcserélhetőségi tételeket bizonýıtunk, valamint Weierstrass tételét. (Ope-
rátoron itt Rn-en értelmezett függvényekkel végzett műveletet értünk.)

9. Főleg a konjugálás operátorra vonatkozó felcserélhetőségi tételeket bi-
zonýıtunk, az előző fejezet eredményeinek, valamint a konvex Stiemke-tétel
seǵıtségével. Illusztrációképpen támasz- és távolságfüggvényekkel kapcso-
latos észrevételek szerepelnek.

10. A fejezetet a főleg az effekt́ıv tartomány relat́ıv belsejében meglévő,
alapvető folytonossági és szubdifferenciálhatósági tulajdonságok vizsgála-
tával kezdjük. Ezután a függvénynek és konjugáltjának szubdifferenciálja
közti kapcsolat, valamint az előző fejezet eredményeinek seǵıtségével felcse-
rélhetőségi tételeket bizonýıtunk. Konvex függvények differenciálhatóságá-
nak, majd differenciálható függvények konvexitásának jellemzéseit adjuk.
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A fejezet végén differenciálható, konvex függvények lokális (és ı́gy globális)
minimumhelyeit karakterizáljuk.

11. A hatodik fejezetben kúplineáris programokra bizonýıtott dualitási
tételek jelentős általánośıtása, a Rockafellar-féle programpárra. Példakép-
pen Eisenberg és Dennis dualitási tételeit emĺıtjük.

12. A Lagrange-féle programpárra vonatkozó dualitási és optimalitási
tételeket részben az előző fejezet eredményeiből, részben a konvex Farkas-
tételből bizonýıtjuk. Külön vizsgáljuk azt az esetet, mikor a primál prog-
ramot differenciálható, konvex függvények ı́rják le, ekkor a Lagrange-duál
helyett tekinthetjük az egyszerűbb Wolfe-duált is. Utóbbira példaképpen
kvadratikus (speciálisan lineáris) dualitási tételeket bizonýıtunk. Végül az
eddigi gondolatmenet egy részét megismételjük konvex függvények helyett
kúpkonvex leképezésekkel léırt programokra, kitérve regularizációjukra is.

13. Konvexitás helyett simaságot megkövetelve a Lagrange-féle primál
programot léıró függvényekre, dualitási tételeket már nem, de optimalitási
tételeket még mindig igazolhatunk. Az itt léırt bizonýıtásban a feladathoz
rendelt kúpoknak (belső, megengedett, csökkenési és érintő irányok kúpjai),
valamint a 6. fejezet tételeinek jut fontos szerep.

14. A 11. és 12. fejezet egyes eredményeit bizonýıtjuk újra, valamivel
gyengébb formában, de nagyobb rálátással.

A függelékekben vizsgáljuk politóp és konvex halmaz összegének tulaj-
donságait, majd alkalmazásként további zártsági és szeparációs tételeket
bizonýıtunk.

Irodalomjegyzék és köszönetnyilváńıtás

A jegyzet olvasása lineáris algebrai, anaĺızisbeli, lineáris programozási elő-
ismereteket igényel:

1, 7, 10, 12, 16, 18, 22, 23, 25.

Az egyes fejezetekhez felhasznált irodalom:
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1. 16, 22, 25
2. 10, 12, 13, 20, 24
3. 2, 18, 23
4. 2, 13, 20
5. 13, 20
6. 2, 3, 13, 20
7. 13, 20, 24, 23, 26

4, 32, 17, 31

8. 7, 13, 20
9. 13, 20

10. 3, 7, 8, 13, 15, 20
11. 20, 24
12. 3, 4, 5, 6, 9, 11

13, 18, 21, 24, 32
13. 1, 3, 7, 8, 13, 14
14. 8

A-C. 28, 29, 30.

A területtel való további ismerkedéshez ajánlott irodalom: 13, 19, 21,
27, 20 (a terület alapműve), 24 (a minimax elmélethez), 3 (a végtelen di-
menzió felé).

Köszönetet mondok Kovács Margitnak, akinek Konvex anaĺızis és nem-
lineáris programozás előadásai, valamint az ezekhez az előadásokhoz ı́rt
könyve nagy seǵıtségemre voltak e jegyzet elkésźıtésében. Például a jegy-
zet 13. fejezetét szinte változtatás nélkül [13]-ból vettem át.

Köszönetet mondok Frank Andrásnak, témavezetőmnek, aki sokirányú
seǵıtséget nyújtott e jegyzet elkésźıtéséhez: a 3., 6. és 7. fejezetek jelentős
részét az ő másodéves matematikus hallgatóknak tartott Operációkutatás
előadásai alapján ı́rtam meg; ő h́ıvta fel a figyelmemet a [25] és [3] könyvek-
re; és számos konzultációval is seǵıtett. OTKA keretéből (jelenlegi száma
T17580) támogatta a jegyzet elkésźıtését.

Nagyon sokat profitáltam Rapcsák Tamással folytatott beszélgetéseink-
ből. Több, a témához tartozó cikket átgondoltunk együtt. Ő h́ıvta fel a
figyelmem a [19] jegyzetre is.

Terlaky Tamás h́ıvta fel a figyelmemet a [21] jegyzetre (ahonnan a 12.
fejezet lényegét vettem át), és számos konzultációval is seǵıtett. Hozzá
a Peregrinatio II. Alaṕıtvány seǵıtségével jutottam ki a delfti Műszaki
Egyetem Operációkutatási Tanszékére.

Illés Tibor h́ıvta fel a figyelmemet a kúplineáris programozás alapvető
eredményeire és a [8] jegyzetre (ahonnan a 14. fejezetet vettem át).

Köszönettel tartozom még ifj. Böröczky Károlynak, tőle hallottam 5.7
itt léırt bizonýıtásának korábbi változatát és 5.15 bizonýıtását.

A jegyzet meǵırásának idején munkáltatóim a MTA Rényi Alfréd Mate-
matikai Kutatóintézet és az Eötvös Loránd Tudományegyetem voltak.
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Jelölések

|S| az S halmaz elemszáma
N ,R a természetes és a valós számok halmaza

R+,R− a nemnegat́ıv, illetve a nempozit́ıv valós számok halmaza

Sm×n az S halmaz elemeiből álló m× n-es mátrixok
Sn Sn×1, az n-elemű (oszlop)vektorok halmaza

aij , (A)ij az A ∈ Sm×n mátrix (i, j)-edik eleme,

ia, aj i-edik sorvektora, illetve j-edik oszlopvektora
xi, (x)i az x vektor i-edik eleme
AT , A−1 az A mátrix transzponáltja, illetve inverze

ei (δ1i, . . . , δni)
T , ahol δij = 1, ha i = j, 0 különben

1 e1 + . . .+ en = (1, . . . , 1)T ∈ Rn

E e1e
T
1 + . . .+ ene

T
n ∈ Rn×n, (E)ij = δij

||x|| az x ∈ Rn vektor euklideszi normája, ||x|| =
√
xTx

O(x, ε) az x középpontú, ε sugarú, nýılt gömb
intS az S ⊆ Rn halmaz belső pontjainak halmaza
clS az S ⊆ Rn halmaz lezártja
f |S az f függvény megszoŕıtása az S halmazra

supS,
inf S

az S ⊆ R halmaz szuprémuma, illetve infimuma,

maxS,
minS

maximuma, minimuma (ha a sup, illetve az inf felvétetik)

:= definiáló egyenlőség
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Végesen generált halmazok

1. A Gauss–Jordan-elimináció

A Gauss–Jordan-elimináció fontos bizonýıtási eszköz. Elméletileg lineá-
ris egyenletrendszerek megoldására szolgál, vagyis, adott A ∈ Rm×n mátrix
és b ∈ Rm vektor esetén, Ax = b tulajdonságú x ∈ Rn vektor(ok) meg-
keresésére. Már az m = n = 1 eset mutatja e kérdés bonyolultságát: a
0x = 0, 0x = 1, illetve 1x = 0 egyenletrendszerek megoldáshalmaza rendre
R, ∅, illetve {0}. Megoldóképlet tehát nem várható. Az alábbi algoritmus
eldönti, hogy az egyenletrendszernek létezik-e megoldása, és ha igen, akkor
megad egy, a megoldáshalmazt “generáló” vektorrendszert.

A módszer a következő észrevételen alapszik:

1.1. Álĺıtás: Ha az (A, b) mátrixon végrehajtjuk az alábbi transzformációk
egyikét, és az ı́gy kapott mátrix (A′, b′), akkor az Ax = b és az A′x = b′

egyenletrendszerek megoldáshalmaza megegyezik:
T1: A mátrix egyik sorát egy nemnulla λ valós számmal szorozzuk.
T2: A mátrix egyik sorához hozzáadjuk egy másik sorának λ-szorosát, ahol
λ tetszőleges valós szám. 2

Természetesen a fenti tulajdonsággal rendelkezik az a transzformáció
is, hogy a mátrix két sorát felcseréljük. (Ezt jelöljük T0-lal.) A T0, T1, T2

transzformációkat elemi sortranszformációknak nevezzük. Hasonlóan
definiálhatók az elemi oszloptranszformációk is.

1.2. Álĺıtás: Az elemi sortranszformációk egyenértékűek a mátrix egy
ún. elemi mátrixszal való balról szorzásával, ahol az elemi mátrixot úgy
kapjuk, hogy a megfelelő transzformációt az egységmátrixon hajtjuk végre.
Az elemi mátrixok invertálhatóak. 2

Hasonló álĺıtás mondható ki az elemi oszloptranszformációk esetén is,
csak itt az elemi mátrixszal jobbról kell szorozni. Ennek az álĺıtásnak a
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megjegyzését seǵıtheti az angol “jobs=munkák” szó: Jobbról Oszlopot,
Balról Sort transzformál az elemi mátrixszal való szorzás.

1.3. Álĺıtás: Az egyetlen egyenletből álló Ax = b rendszernek pontosan
akkor nincs megoldása, ha A = 0, és b 6= 0.

Bizonýıtás: Ha A 6= 0, akkor x := AT (AAT )−1b megoldás. Ha pedig A = 0,
akkor az Ax = b rendszer csak b = 0 esetén megoldható. 2

A Gauss–Jordan-elimináció során T1 és T2 t́ıpusú sortranszformációkkal
olyan alakra hozzuk a megoldható egyenletrendszert, amelynek megoldá-
sa(i) már könnyen kiolvasható(k). Ha az egyenletrendszernek nincs megol-
dása, akkor az egyik átalaḱıtott rendszernek lesz egy 1.3 szerint ellentmondó
(0x = (6= 0) alakú) egyenlete.

A következőkben a Gauss–Jordan-eliminációt ı́rjuk le formálisab-
ban. Az algoritmusban szereplő egyes változók jelentése:

i jelöli, hogy hányadik sorban áll az éppen vizsgált
egyenlet;

k jelöli az eddig talált nemnulla sorok számát;

A(k)x = b(k) a k-szor transzformált, Ax = b-vel azonos megoldás-
halmazú rendszer.

Gauss–Jordan-elimináció:

1. Be: m, n, A, b [m,n ∈ N , A ∈ Rm×n, b ∈ Rm]

2. i := 1 : k := 0 : A(0) := A : b(0) := b

3. Ciklus, amı́g i ≤ m, és az A(k)x = b(k) rendszer i-edik egyenlete
megoldható (vö. 1.3)

4. Ha A(k) i-edik sorának van nemnulla eleme, akkor k := k + 1 :
Sortranszformáció

5. i := i+ 1
6. Ciklus vége
7. Ha i ≤ m, akkor Ki: Ax = b megoldhatatlan!

különben Ki: Ax = b megoldható!
r := k

p := b
(r)
i1
ej1 + . . .+ b

(r)
ir
ejr

∈ Rn,

q(j) := ej − a
(r)
i1jej1 − . . .− a

(r)
irjejr

∈ Rn

(j ∈ {1, . . . , n} \ {j1, . . . , jr})
8. Program vége.
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Sortranszformáció:

1. ik := i

2. Válasszunk jk oszlopindexet úgy, hogy az A(k−1) mátrix (ik, jk)
poźıcióján álló eleme nemnulla legyen.

3. Először osszuk le az (A(k−1), b(k−1)) mátrix ik-adik sorát jk-adik
elemével, majd a sor megfelelő számú többszöröseit vonjuk le a
többi sorból úgy, hogy a jk-adik oszlop ik-tól különböző indexű
elemei lenullázódjanak.

4. Az ı́gy kapott mátrix legyen (A(k), b(k)).
5. Szubrutin vége.

Néhány egyszerű észrevétel az algoritmussal kapcsolatban:
– Az algoritmus során mindig i1 < . . . < ik; és az A(k) mátrix i-nél kisebb,
az i1, . . . , ik számok mindegyikétől különböző indexű sorai nullák, akárcsak
a b(k) vektor megfelelő elemei.
– Az algoritmus során mindig az A(k) mátrix j1-edik, . . ., jk-adik oszlopvek-
torai rendre ei1 ∈ Rm, . . ., eik ∈ Rm. Az is látszik, hogy jk 6= j1, . . . , jk−1.
– Léteznek N (k) invertálható mátrixok úgy, hogy

A(k) = N (k)A, és b(k) = N (k)b.

Ezeket a mátrixokat úgy kapjuk, hogy az m × m-es egységmátrixon is
elvégezzük ugyanazokat az elemi sortranszformációkat, amelyeket az A
mátrixon végrehajtottunk, mı́g az A(k) mátrixig jutottunk (vö. 1.2). Itt
felhasználtuk, hogy invertálható mátrixok szorzata is invertálható.

1.4. Tétel: Ha az algoritmus az Ax = b rendszer megoldhatatlanságát
állaṕıtja meg, akkor az valóban megoldhatatlan. Ha az algoritmus szerint
Ax = b megoldható, akkor az ekkor kapott p, q(j) (j 6= j1, . . . , jr) vektorokkal
fennáll, hogy

{x ∈ Rn : Ax = b} =

=
{

p+
∑

j λjq
(j) : λj ∈ R (j ∈ {1, . . . , n} \ {j1, . . . , jr})

}

,

és
{z ∈ Rn : Az = 0} =

=
{
∑

j λjq
(j) : λj ∈ R (j ∈ {1, . . . , n} \ {j1, . . . , jr})

}

.

(Semennyi vektor összegén a 0 vektort értve az r = n esetben.)
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Bizonýıtás: Ha az algoritmus az Ax = b rendszer megoldhatatlanságát
állaṕıtja meg, akkor az aktuális A(k)x = b(k) rendszer i-edik egyenlete,
és ı́gy az A(k)x = b(k) rendszer is megoldhatatlan. Ekkor 1.1 szerint az
Ax = b rendszer is megoldhatatlan.

Különben a fenti megjegyzések seǵıtségével könnyen belátható, hogy

A(r)p = b(r), és A(r)q(j) = 0 (j 6= j1, . . . , jr).

Ebből 1.1 szerint

Ap = b, és Aq(j) = 0 (j 6= j1, . . . , jr)

is következik, valamint az igazolandó halmazegyenlőségek “⊇” része.
Ha most x ∈ Rn olyan vektor, amelyre Ax = b teljesül, akkor ismét

a fenti megjegyzések seǵıtségével, koordinátáról koordinátára ellenőrizve,
könnyen belátható, hogy

x = p+
∑

j 6=j1,...,jr

(x− p)jq
(j).

Ez bizonýıtja az első igazolandó halmazegyenlőség “⊆” részét is.
Végül ha z ∈ Rn olyan vektor, amelyre Az = 0 teljesül, akkor az

x := p + z vektorra Ax = b teljesül, és ı́gy az előző bekezdésben igazoltak
szerint

z =
∑

j 6=j1,...,jr

zjq
(j).

Eszerint a második igazolandó halmazegyenlőségben is fennáll a “⊆” tar-
talmazás. 2

A Gauss–Jordan-elimináció végrehajtása során a jk oszlopindexek meg-
választása többféleképpen történhet, ennek megfelelően más-más lehet az
algoritmus lefolyása. Természetesen megoldható Ax = b rendszer esetén az
eljárás azt mindig megoldhatónak találja majd, de előfordulhatna például,
hogy különböző r számokat talál különböző lehetséges lefutásai során. Meg-
mutatjuk, hogy ez nincs ı́gy, sőt megoldható Ax = b egyenletrendszer esetén
talált r szám csak az A mátrixtól függ, annak “rangja”. (Belátjuk például,
hogy az adott rendű, négyzetes mátrixok között a lehető legrangosabbak
éppen az invertálható mátrixok.)

A v1, . . . , vl ∈ Rd (esetleg nem páronként különböző) vektorok lineáris
kombinációi a

∑l
i=1 λivi vektorok, ahol λ1, . . . , λl ∈ R.
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A v1, . . . , vl ∈ Rd vektorok lineárisan függetlenek, ha csak triviális
módon lehet belőlük kikombinálni a 0 vektort, vagyis

λ1, . . . , λl ∈ R,
l∑

i=1

λivi = 0 esetén λ1 = . . . = λl = 0.

Ha a v1, . . . , vl ∈ Rd vektorrendszer nem lineárisan független, akkor
lineárisan összefüggőnek nevezzük.

Lineárisan független például az üres vektorrendszer vagy különböző 0-1
egységvektorok tetszőleges rendszere (egységvektoron egységnyi hosszú vek-
tort értünk). Lineárisan összefüggő bármely a nullvektort vagy két egy-
forma vektort tartalmazó vektorrendszer. Lineárisan független vektorrend-
szer bármely része is lineárisan független, mı́g lineárisan összefüggő vektor-
rendszert tartalmazó vektorrendszer is lineárisan összefüggő. Ha S és S′ is
lineárisan független vektorrendszer, továbbá teljesül, hogy v ∈ S és v′ ∈ S′

esetén vT v′ = 0, akkor S ∪ S′ is lineárisan független vektorrendszer lesz.
További könnyen ellenőrizhető észrevételek a lineáris függetlenséggel

kapcsolatban:

1.5. Álĺıtás: Ha a v1, . . . , vl ∈ Rd vektorok lineárisan függetlenek, de
rendszerük egy vl+1 vektorral bőv́ıtve már lineárisan összefüggő, akkor a
vl+1 vektor előáll a v1, . . . , vl vektorok lineáris kombinációjaként. 2

1.6. Álĺıtás: A v1, . . . , vl ∈ Rd vektorok pontosan akkor lineárisan
függetlenek, ha egyikük sem áll elő a többiek lineáris kombinációjaként. 2

Hogy egy vektorrendszer lineárisan független vagy összefüggő, azt me-
chanikusan az alábbi módon dönthetjük el: Alkossunk a vektorokból, mint
oszlopvektorokból, egy A ∈ Rd×l mátrixot, és Gauss–Jordan-eliminációval
vizsgáljuk meg, hogy az Ax = 0 homogén egyenletrendszernek van-e nullá-
tól különböző megoldása (vagyis r < l teljesül-e). Ha van ilyen megoldás,
akkor a vektorok lineárisan összefüggőek, különben lineárisan függetlenek.
Az is látszik, hogy ha a vektorok száma, l nagyobb, mint a tér dimenziója,
d, akkor a vektorrendszer biztosan lineárisan összefüggő, ekkor ugyanis
r ≤ d < l. Tehát

1.7. Álĺıtás: Az Rd-beli lineárisan független vektorrendszerek legfeljebb d
eleműek. 2

Az Sg := (e1, . . . , ed) vektorrendszer mutatja, hogy az alábbi álĺıtás 1.7
erőśıtése.
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1.8. Álĺıtás: Ha az Sf lineárisan független vektorrendszer elemei kikom-
binálhatók az Sg vektorrendszer elemeiből, akkor Sf elemszáma legfeljebb
akkora, mint Sg elemszáma.

Bizonýıtás: Az Sg vektorrendszer elemeiből, mint oszlopvektorokból, ál-
ĺıtsunk össze egy A mátrixot, hasonlóan Sf -ből egy B mátrixot. Ekkor
létezik X mátrix úgy, hogy AX = B. Az X mátrix oszlopvektorai nyilván
lineárisan függetlenek, ı́gy 1.7 szerint számuk, |Sf | legfeljebb akkora, mint
a sorok száma, |Sg|. 2

A v1, . . . , vl ∈ Rd vektorrendszer legtöbb elemből álló, lineárisan füg-
getlen részrendszerét a vektorrendszer bázisának nevezzük. A bázis elem-
száma a vektorrendszer rangja. 1.7 szerint a v1, . . . , vl ∈ Rd vektorrendszer
rangja legfeljebb d (és persze legfeljebb l).

1.9. Álĺıtás: Egy vektorrendszer valamely része pontosan akkor bázis, ha
belőle a vektorrendszer minden eleme kikombinálható, méghozzá egyfélekép-
pen.

Bizonýıtás: Az álĺıtás 1.5, 1.6 és 1.8 egyszerű következménye. 2

Mint azt 1.13-ból látni fogjuk, vektorrendszer rangja és egy bázisa is
meghatározható a Gauss–Jordan-elimináció seǵıtségével. Előkésźıtéskép-
pen néhány álĺıtást fogalmazunk meg a rangról.

1.10. Álĺıtás: Egy vektorrendszer rangja nem változik, ha
a) elhagyunk belőle egy nulla vektort;
b) két vektorát felcseréljük;
c) egyik vektorát egy λ 6= 0 valós számmal megszorozzuk;
d) egyik vektorához hozzáadjuk egy másik vektorának λ-szorosát, ahol λ
tetszőleges valós szám.

Bizonýıtás: Csak az álĺıtás d) részét kell igazolnunk. Itt c) miatt feltehető,
hogy λ = 1, és b) miatt elég azt megmutatnunk, hogy ha S a v1, v2, . . . , vl

vektorrendszer lineárisan független része, akkor a v1 + v2, v2, . . . , vl vek-
torrendszerben is található vele azonos elemszámú S′ lineárisan független
részrendszer.

Ha v1 6∈ S, akkor S′ := S megfelel. Ha v1, v2 ∈ S, akkor könnyen
belátható, hogy

S′ := {v1 + v2} ∪ (S \ {v1})
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megfelel. Marad az az eset, mikor v1 ∈ S, de v2 6∈ S. Ekkor könnyen
belátható, hogy a fenti S′ rendszer, vagy ha az nem, hát

S′ := {v2} ∪ (S \ {v1})

megfelel. 2

Adott A ∈ Rm×n mátrix esetén sorvektorai rendszerének rangja a
mátrix sorrangja, oszlopvektorai rendszerének rangja a mátrix oszlop-
rangja, jelük sr (A), illetve or (A). Nyilván

sr (A) = or (AT ), és or (A) = sr (AT ).

Tudjuk továbbá, hogy

max{sr (A), or (A)} ≤ min{m,n}.

1.11. Álĺıtás: Tetszőleges (szorozható) A,B mátrixok esetén

or (AB) ≤ or (B),

egyenlőséggel, ha A invertálható. Hasonlóan

sr (AB) ≤ sr (A),

egyenlőséggel, ha B invertálható.

Bizonýıtás: Az AB mátrix oszlopvektorai az Ab1, . . . , Abk vektorok. Ha
például az Ab1, . . . , Abr vektorok lineárisan függetlenek, akkor a b1, . . . , br
vektorok is lineárisan függetlenek, ugyanis Bx = 0 esetén ABx = 0 is
fennáll. Ebből már látszik, hogy or (AB) ≤ or (B).

Ha most az A mátrix invertálható, akkor a fentiek szerint

or (B) = or (A−1AB) ≤ or (AB)

is teljesül.
Az álĺıtás második fele hasonlóan igazolható. 2

1.12. Álĺıtás: Az A mátrix sor- és oszloprangja sem változik, ha
a) a mátrix egy csupa nulla sorát vagy oszlopát elhagyjuk, illetve ha
b) a mátrixon elemi sor- vagy oszloptranszformációkat hajtunk végre.

Bizonýıtás: Az álĺıtás 1.10 és 1.11 egyszerű következménye (vö. 1.2). 2
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1.13. Tétel: Az A mátrix sor- és oszloprangja is megegyezik a Gauss–
Jordan-elimináció során bármely olyan b vektor mellett kiszámolt r szám-
mal, amelyre az Ax = b rendszer megoldható (például b = 0 ilyen vektor).
Az

Aej1 , . . . , Aejr
, illetve az AT ei1 , . . . , A

T eir

vektorrendszer az A mátrix oszlop-, illetve sorvektorai rendszerének egy
bázisa.

Bizonýıtás: A tétel 1.12 egyszerű következménye.
Könnyű belátni, hogy az A(r) mátrix, és ı́gy az A mátrix sor- és oszlop-

rangja is r. Ha ugyanis az A(r) mátrixból csupa nulla sorait elhagyva csak az
i1, . . . , ir indexű sorait hagyjuk meg, akkor az ı́gy kapott r sorból álló mátrix
sor- és oszloprangja is r, hiszen j1-edik, . . ., jr-edik oszlopai különböző 0-1
egységvektorok. Ez bizonýıtja a tétel első felét.

A tétel második feléhez hajtsuk végre az eliminációt csak a j1, . . . , jr
indexű oszlopvektorokon, illetve csak az i1, . . . , ir indexű sorvektorokon.
Ugyanolyan lefutás mellett r sor- és oszloprangú mátrixhoz, az A(r) mátrix
megfelelő részmátrixához jutunk. Ezért 1.12 szerint az eredeti A mátrix
megfelelő oszlop- és sorvektorai lineárisan függetlenek; a tétel már igazolt
első fele miatt pedig bázist alkotnak. 2

Eszerint az A mátrix sor- és oszloprangja megegyezik. Ezt a közös
értéket a mátrix rangjának nevezzük, és r (A)-val jelöljük.

1.14. Álĺıtás: Szorozható A,B mátrixok esetén

r (AB) ≤ min{r (A), r (B)}.

Összeadható A,B mátrixok esetén

r (A+B) ≤ r (A) + r (B).

Bizonýıtás: Az álĺıtás első fele 1.11 következménye, második fele pedig az
elsőé, ugyanis

A+B = (A,B)(E,E)T ,

és
r (A,B) ≤ r (A) + r (B).

2
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1.15. Álĺıtás: Az invertálható mátrixok éppen azok a négyzetes mátrixok,
amelyeknek a rangja a rendjével egyezik meg.

Bizonýıtás: Legyen A ∈ Rn×n. Tegyük fel először, hogy az A mátrix in-
vertálható, vagyis létezik (szükségképpen egyértelmű) B mátrix úgy, hogy
AB = E = BA. Ekkor az Ax = 0 egyenletrendszernek egyetlen megoldása
a 0 vektor (hiszen Ax = 0 esetén x = BAx = 0), ı́gy A oszlopvektorai
lineárisan függetlenek, és A rangja a rendje, n.

Ha most r (A) = n, akkor az A mátrix oszlopvektorainak lineárisan
független rendszerét tetszőleges ei vektorral bőv́ıtve már lineárisan össze-
függő rendszert kapunk, ı́gy 1.5 szerint 1 ≤ i ≤ n esetén az Ax = ei rendszer
megoldható, jelölje egy megoldását xi. Jelölje X azt a mátrixot, amelynek
oszlopvektorai rendre x1, . . . , xn. Ekkor X ∈ Rn×n, teljesül, hogy AX = E,
és 1.14 szerint r (X) = n. A fentiek szerint az X mátrixhoz is létezik Y
mátrix úgy, hogy XY = E legyen. Ekkor

XA = XA(XY ) = X(AX)Y = XY = E,

tehát XA = E = AX, vagyis az X mátrix az A mátrix inverze. 2

Most a lineáris egyenletrendszerek megoldhatóságának két ekvivalens
feltételét fogalmazzuk meg.

1.16. Tétel: (Kronecker–Capelli) Ha az Ax = b rendszer megoldható,
akkor

r (A, b) = r (A),

különben pedig
r (A, b) = r (A) + 1.

Bizonýıtás: A bizonýıtást azzal a nyilvánvaló észrevétellel kezdjük, hogy

r (A) ≤ r (A, b) ≤ r (A) + 1.

Most tegyük fel indirekt, hogy az Ax = b rendszer megoldható, mégis
r (A, b) = r (A) + 1. Ekkor az (A, b) mátrix egy bázisának A-beli része az
A mátrix bázisa lenne (mátrix bázisa alatt az oszlopvektor-rendszerének
bázisát értve), az A mátrix oszlopvektorai, és ı́gy a b vektor is előállna e
vektorok lineáris kombinációjaként. Ez pedig ellentmond annak, hogy az
(A, b) mátrix fenti bázisa lineárisan független.

19



Végül tegyük fel indirekt, hogy az Ax = b rendszer nem megoldható,
mégis r (A, b) = r (A). Ekkor az A mátrix egy bázisa az (A, b) mátrix bázisa
is, vagyis a b vektor kikombinálható belőle. De akkor az Ax = b rendszer
mégis megoldható lenne, ellentmondáshoz jutottunk. 2

Ha az Ax = b rendszer megoldható, akkor ennek tanúja a p vektor.
Hasonlóan tömör bizonýıtékát adhatjuk az Ax = b rendszer megoldhatat-
lanságának is.

1.17. Tétel: (Fredholm alternat́ıvatétele) Az Ax = b rendszer pontosan
akkor megoldhatatlan, ha létezik y ∈ Rm vektor úgy, hogy AT y = 0, és
bT y 6= 0. (Másképpen megfogalmazva az Ax = b rendszer pontosan akkor
megoldható, ha AT y = 0 esetén bT y = 0.)

Bizonýıtás: A tétel “akkor” iránya könnyen belátható: Ha létezne a tételben
léırt tulajdonságú x és y vektor is, akkor a

0 = 0Tx = (AT y)Tx = yTAx = yT (Ax) = yT b 6= 0

ellentmondáshoz jutnánk.
A tétel másik irányát Gauss–Jordan-eliminációval bizonýıthatjuk: Ha

az Ax = b rendszer nem megoldható, akkor az elimináció során valamikor
ellentmondó egyenletre bukkanunk, vagyis az aktuális A(k)x = b(k) rendszer
i-edik egyenlete 0Tx = (6= 0) alakú lesz.

Tudjuk, hogy az N := N (k) mátrixszal A(k) = NA, b(k) = Nb. A fentiek
szerint

eTi A
(k) = eTi NA = 0, eTi b

(k) = eTi Nb 6= 0.

Legyen y az N mátrix i-edik sorvektorának, eTi N -nek a transzponáltja.
Erre az y vektorra teljesül, hogy AT y = 0, bT y 6= 0, mint azt az előző
egyenletek éppen kimondják. 2

Azt mondjuk, hogy az A ∈ Rm×n mátrix Hermite-féle normálalakú,
ha valamely r esetén kiválaszthatók páronként különböző i1, . . . , ir sorin-
dexei és páronként különböző j1, . . . , jr oszlopindexei úgy, hogy:
a) Ha az i sorindex az i1, . . . , ir sorindexek mindegyikétől különbözik, akkor
az A mátrix i-edik sora csupa nullából áll.
b) Bármely k ∈ {1, . . . , r} esetén az A mátrix jk-adik oszlopának minden
eleme nulla, leszámı́tva az ik-adikat, ami egyes.

Ekkor automatikusan r (A) = r. (Ez éppen úgy igazolható, mint az 1.13
bizonýıtásában szereplő r (A(r)) = r álĺıtás.)
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Az i1, . . . , ir sorindexek és a j1, . . . , jr oszlopindexek választása nem
egyértelmű, a következőkben mindig egy lehetséges választást jelölnek.

A Pπ alakú mátrixokat, ahol

Pπ :=
m∑

k=1

eπ(k)e
T
k ∈ Rm×m (π : {1, . . . ,m} → {1, . . . ,m} permutáció),

permutáció mátrixoknak nevezzük. Könnyen belátható, hogy ha π, σ
permutációk, akkor Pπ◦σ = Pπ ·Pσ, ı́gy Pπ invertálható, P−1

π = P T
π = Pπ−1 .

Teljesül továbbá, hogy

(P T
π A)ij = aπ(i)j , sőt (P T

π APσ)ij = aπ(i)σ(j).

Ha az A mátrix Hermite-féle normálalakú, akkor P T
π APσ is az.

1.18. Tétel: Tetszőleges A ∈ Rm×n mátrixhoz létezik N ∈ Rm×m

invertálható mátrix úgy, hogy az NA mátrix Hermite-féle normálalakú.
Tetszőleges A ∈ Rm×n mátrixhoz léteznek N1 ∈ Rm×m, N2 ∈ Rn×n in-
vertálható mátrixok úgy, hogy az N1AN2 mátrix és transzponáltja is Her-
mite-féle normálalakú.

Bizonýıtás: A tétel első feléhez oldjuk meg az Ax = 0 egyenletrendszert
Gauss–Jordan-eliminációval, ekkor az N := N (r) mátrix megfelel.

A tétel második feléhez legyen N1 ∈ Rm×m olyan invertálható mátrix,
amelyre az N1A mátrix Hermite-féle normálalakú. Ekkor az N1A mátrix
r = r (A) darab kitüntetett oszlopában különböző 0-1 egységvektorok áll-
nak, ezek egyesei által kijelölt sorokat elhagyva az N1A mátrixból, null-
mátrixhoz jutunk. A kitüntetett oszlopok megfelelő számszorosait kivonva
a többi oszlopból elérhetjük, hogy a nem kitüntetett oszlopok elemei lenul-
lázódjanak. A fenti elemi oszloptranszformációk egy-egy elemi mátrixszal
való jobbról szorzásnak felelnek meg (vö. 1.2), ezen elemi mátrixok szorzata
legyen N2. Nyilvánvalóan N1 és N2 megfelelnek. 2

Azt mondjuk, hogy azX ∈ Rn×m mátrix az A ∈ Rm×n mátrix Moore–
Penrose-féle általánośıtott inverze, ha teljesül rá, hogy
a) AXA = A;
b) XAX = X;
c) (AX)T = AX;
d) (XA)T = XA.

Ha A ∈ Rn×n invertálható, akkor az X := A−1 mátrixra a), b), c) és
d) is fennáll.
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Például ha az A ∈ Rm×n mátrix rangja m [n], akkor

X = AT (AAT )−1 [X = (ATA)−1AT ]

megfelel. (Ha r (A) = m, akkor

AATx = 0 ⇒ ||ATx||2 = xTAATx = 0 ⇒ ATx = 0 ⇒ x = 0,

ı́gy r (AAT ) = m, és 1.15 szerint AAT invertálható.)

1.19. Tétel: Minden mátrixnak egyetlen Moore–Penrose-féle általánośı-
tott inverze van.

Bizonýıtás: Legyen A ∈ Rm×n tetszőleges mátrix. Először azt mutatjuk
meg, hogy az A mátrixnak legfeljebb egy Moore–Penrose-féle általánośıtott
inverze lehet.

Tegyük fel, hogy az X1 és az X2 mátrix is kieléǵıti az általánośıtott
inverz defińıciójában szereplő a), b), c) és d) mátrixegyenleteket. Megmu-
tatjuk, hogy
1. tetszőleges x ∈ Rn esetén (X1 −X2)Ax = 0;
2. y ∈ Rm, AT y = 0 esetén (X1 −X2)y = 0;
3. X1 = X2.

1. Először is a) és d) szerint, X = X1 vagy X = X2 esetén

AT = (AXA)T = ATXTAT = (XA)TAT = XAAT ,

ı́gy (X1 −X2)AA
T = 0, amiből

(X1 −X2)AA
T (X1 −X2)

T = 0

adódik. Ha egy B mátrixra BBT = 0 teljesül, akkor szükségképpen B = 0,
ugyanis ekkor

∑

i,j

b2ij =
∑

i

(BBT )ii = 0.

Ezt az észrevételt a B = (X1 − X2)A mátrixra alkalmazva látjuk, hogy
(X1 −X2)A = 0. Ezért tetszőleges x ∈ Rn esetén (X1 −X2)Ax = 0.

2. Másodszor b) és c) szerint, X = X1 vagy X = X2 esetén

X = X(AX) = X(AX)T = XXTAT ,

ezért y ∈ Rm, AT y = 0 esetén (X1 −X2)y = 0.
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3. Legyen N ∈ Rm×m olyan invertálható mátrix, amelyre az NA mátrix
Hermite-féle normálalakú. Könnyen belátható, hogy az

NT ei (i 6= i1, . . . , ir), Aej1 , . . . , Aejr

vektorok lineárisan függetlenek (lásd az 1.5 előtti észrevételt). A fentiek sze-
rint e vektorok bármelyikét balról szorozva az X1−X2 mátrixszal, nullvek-
tort kapunk. Mivel a fenti m lineárisan független Rm-beli vektor lineáris
kombinációjaként tetszőleges ei ∈ Rm vektor előáll, azért

(X1 −X2)ei = 0 (i = 1, . . . ,m)

is teljesül, és akkor persze X1 −X2 = 0, vagyis X1 = X2.
Most megmutatjuk, hogy tetszőleges A ∈ Rm×n mátrixnak létezik

Moore–Penrose-féle általánośıtott inverze.
Legyenek N1 ∈ Rm×m és N2 ∈ Rn×n invertálható mátrixok úgy, hogy

az N1AN2 mátrix és transzponáltja is Hermite-féle normálalakú. Ekkor
alkalmas π : {1, . . . ,m} → {1, . . . ,m} és σ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} per-
mutációkkal

P T
π N1AN2Pσ =

(

E 0
0 0

)

,

ahol a szereplő E mátrix r × r-es, ahol r = r (A). Legyen

U := N−1
1 Pπ(E, 0)T ∈ Rm×r, W := (E, 0)P T

σ N
−1
2 ∈ Rr×n,

ekkor A = UW , továbbá r (U) = r (W ) = r, tehát az UTU és WW T

mátrixok invertálhatók. Ezek után könnyen belátható, hogy

X := W T (WW T )−1(UTU)−1UT

az A mátrix egy Moore–Penrose-féle általánośıtott inverze. 2

Az A mátrix a fentiek szerint egyértelmű Moore–Penrose-féle általáno-
śıtott inverzének jele A†.

1.20. Következmény: Tetszőleges A ∈ Rm×n mátrix esetén

(A†)† = A, és (AT )† = (A†)T .

2
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2. Alterek, affin halmazok

Ebben a fejezetben a homogén (Ax = 0 alakú), illetve általános (Ax = b
alakú) lineáris egyenletrendszerek megoldáshalmazainak szerkezetét vizs-
gáljuk. Ez vezet a ćımben emĺıtett fogalmakhoz. Három igen fontos ötlet is
megjelenik, a dualitás, a diagonális altér és a homogenizáció, ezek lényegét
vázoljuk először tömören.

A dualitás az a jelenség, mikor egy halmazon értelmezve van egy
önmagába történő leképezése úgy, hogy minden elemre kétszer alkalmazva
a leképezést, visszakapjuk az eredeti elemet. Ekkor a halmazon értelmezett
duálisképzésről beszélünk. Egy elem képét az elem duálisának nevezzük,
az elemet magát pedig, a duálisától való megkülönböztetése érdekében,
primál elemnek.

Például egy valós szám (−1)-szerese nevezhető a szám duálisának, de a
halmaz és a duális leképezés lehet például (lásd a 2., 3., 6., 7. fejezeteket)
– az Rd-beli alterek a ⊥-képzéssel;
– az Rd-beli, zárt, konvex kúpok a ∗-képzéssel;
– az Rd-beli végesen generált kúpok a ∗-képzéssel;
– az Rd-beli, az origót tartalmazó, zárt, konvex halmazok a ◦-képzéssel;
– az Rd-beli, az origót tartalmazó poliéderek a ◦-képzéssel;
– az Rd-beli, az origót belső pontként tartalmazó, kompakt, konvex halma-
zok a ◦-képzéssel;
– az Rd-beli, az origót belső pontként tartalmazó politópok a ◦-képzéssel;
– az (Rd-beli zárt, konvex kúp és egy nemüres exponált lapja) párok a
∗ × △-képzéssel;
– az (Rd-beli poliéder kúp és egy nemüres exponált lapja) párok a ∗ × △-
képzéssel;
– az (Rd-beli, az origót belsejében tartalmazó, kompakt, konvex halmaz és
egy exponált lapja) párok a ◦ × ♦-képzéssel;
– az (Rd-beli, az origót belsejében tartalmazó politóp és egy lapja) párok
a ◦ × ♦-képzéssel;
– az összes lineáris program a duális program képzéssel;
– vagy akár az összes, zárt, konvex kúpokkal léırt kúplineáris program a
duális program képzéssel.

Ennek a jelenségnek a felismerése azért hasznos, mert seǵıtségével az
elemeket másik oldalukról is látjuk: mint duálisuk duálisát.
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A diagonális altér legyen

D := ∪
{

{x} × . . . × {x} ⊆ Rdk : x ∈ Rd
}

.

Az alábbi észrevétel seǵıtségével bizonyos, több halmaz metszetére vonat-
kozó álĺıtásokat vissza lehet vezetni arra az esetre, mikor csak két halmaz
szerepel az álĺıtásban (ráadásul az egyik altér). Ebben a fejezetben még
nem lenne rá feltétlenül szükség, mégis használjuk, hogy ez az alapvető
ötlet is minél korábban megjelenjen a jegyzetben, és ne számı́tson újnak,
mikor már benne vagyunk a bizonýıtások “sűrűjében”. Az észrevétel a
következő: ha S = S1 × . . . × Sk alakú valamely Si ⊆ Rd (i = 1, . . . , k)
halmazok esetén, akkor

S ∩D = ∪
{

{x} × . . .× {x} ⊆ Rdk : x ∈ ∩k
i=1Si

}

.

(Lásd még 2.13, 6. fejezet.)
A homogenizáció egy fogás, melyet alkalmazva egy bizonyos, halma-

zokra vonatkozó álĺıtás érvényességét elegendő eggyel magasabb dimenziós,
de strukturáltabb halmazokon ellenőrizni, például (lásd a 2.-7. fejezeteket)
– affin halmazok helyett altereken;
– konvex halmazok helyett konvex kúpokon;
– poliéderek helyett poliéder kúpokon.

A bizonýıtások ı́gy sokszor egyszerűbbé, átláthatóbbakká válnak.

Az L ⊆ Rd halmazt lineáris halmaznak, vagy rövidebben altérnek
nevezzük, ha az origót, továbbá bármely két elemének lineáris kombinációit
is tartalmazza, vagyis 0 ∈ L, és

x1, x2 ∈ L, λ1, λ2 ∈ R esetén λ1x1 + λ2x2 ∈ L.

Másképpen megfogalmazva egy L ⊆ Rd nemüres halmaz pontosan akkor
altér, ha teljesül rá, hogy RL ⊆ L, és L + L ⊆ L (és akkor RL = L, és
L+ L = L, 1 ∈ R, és 0 ∈ L miatt), ahol természetesen

S · S1 := {λx : λ ∈ S, x ∈ S1} (S ⊆ R, S1 ⊆ Rd),
S1 + S2 := {x1 + x2 : x1 ∈ S1, x2 ∈ S2} (S1, S2 ⊆ Rd).

Ha az S, S1 vagy S2 halmazok valamelyike egyelemű, akkor a fenti jelölés-
ben a halmaz helyett egyetlen elemét is ı́rhatjuk (például {x} + S2 helyett
x+ S2 szerepelhet).
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Altér például a csak az origót tartalmazó halmaz, vagy az egész Rd tér.
Könnyen belátható, hogy ha A ∈ Rm×d, B ∈ Rd×n, továbbá L1 ⊆ Rm,
L2 ⊆ Rn alterek, akkor az

A−1(S1) := {x ∈ Rd : Ax ∈ S1} (S1 ⊆ Rm),
BS2 := {By : y ∈ S2} (S2 ⊆ Rn)

jelölésekkel az A−1(L1) lineáris inverzkép és a BL2 lineáris kép is altér,
speciálisan az A mátrix nulltere és a B mátrix képtere,

KerA := A−1(0) = {x ∈ Rd : Ax = 0}, illetve
ImB := BRn = {By : y ∈ Rn}

alterek.
Felmerül az a (két) kérdés, hogy megford́ıtva, minden L ⊆ Rd altér

előáll-e KerA, illetve ImB alakban, valamely A ∈ Rm×d, B ∈ Rd×n

mátrixok esetén. Ha az első kérdésre igen a válasz, akkor látható, hogy
az alterek zárt halmaz (a {0}) folytonos inverz képeként zárt halmazok.
Ha a második kérdésre igen a válasz, akkor az alterek egy tömör léırását
nyertük véges sok elemük lineáris kombinációinak halmazaként.

Megmutatjuk, hogy a két kérdés ekvivalens, és mindkettőre igen a
válasz. Először vezessünk be két fogalmat, amelyek seǵıtségével újra fo-
galmazhatjuk a kérdéseket.

Alterek tetszőleges rendszerének metszete nyilván altér, ı́gy egy adott
S ⊆ Rd halmaz esetén létezik egyértelműen az S halmazt tartalmazó
legszűkebb altér, S lineáris burka,

linS := ∩{L : S ⊆ L, L altér}.

2.1. Álĺıtás: Tetszőleges nemüres S ⊆ Rd halmaz esetén teljesül, hogy

linS =

{
k∑

i=1

λixi : k ∈ N , λi ∈ R, xi ∈ S (i = 1, . . . , k)

}

.

Az üres halmaz lineáris burka a triviális {0} altér.

Bizonýıtás: A jobb oldali halmaz (az S-beli elemek lineáris kombinációinak
halmaza) nyilván az S halmazt tartalmazó altér, ı́gy S lineáris burkát is
tartalmazza.
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Másfelől k szerinti indukcióval könnyen belátható, hogy egy az S hal-
mazt tartalmazó altér szükségképpen az S elemeiből képzett k-tagú lineáris
kombinációkat is tartalmazza. 2

Teljesül, hogy 0 ∈ S1, S2 esetén

lin (S1 × S2) = (linS1) × (linS2).

A lineárisburok-képzés tartalmazástartó:

S1 ⊆ S2 esetén linS1 ⊆ linS2.

Adott S ⊆ Rd halmaz esetén S ortogonális kiegésźıtő altere az
összes S-beli vektorra merőleges vektorok halmaza. (Két vektor, a és x
merőleges vagy ortogonális, ha aTx = 0.) Az S halmaz ortogonális
kiegésźıtő alterének jele S⊥, eszerint

S⊥ :=
{

a ∈ Rd : aTx = 0 (x ∈ S)
}

.

Bármely S ⊆ Rd halmaz esetén S⊥ (zárt) altér. Ha S = L altér, akkor
az L⊥ alteret szokás még az L altér duális alterének nevezni (vö. 2.12).
Teljesül, hogy 0 ∈ S1, S2 esetén

(S1 × S2)
⊥ = S⊥

1 × S⊥
2 .

Az ortogonális kiegésźıtő altér képzése tartalmazás-ford́ıtó:

S1 ⊆ S2 esetén S⊥
1 ⊇ S⊥

2 .

2.2. Álĺıtás: Tetszőleges S ⊆ Rd halmaz esetén S⊥ = (linS)⊥. 2

Első kérdésünk úgy fogalmazható, hogy minden L ⊆ Rd altérhez léte-
zik-e véges S halmaz, amelyre L = S⊥, a második kérdés pedig úgy, hogy
létezik-e véges S halmaz, amelyre L = linS. Megmutatjuk, hogy ez a két
kérdés ekvivalens egymással.

2.3. Tétel: Tetszőleges A ∈ Rm×n mátrix esetén

(ImA)⊥ = KerAT , és (KerAT )⊥ = ImA.
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Bizonýıtás: Legyen S az A oszlopvektorainak halmaza. Ekkor 2.1 szerint
ImA = linS, továbbá nyilván KerAT = S⊥. A tétel első fele ezek után 2.2
következménye.

A tétel második fele Fredholm alternat́ıvatételéből következik. Eszerint
ugyanis az Ax = b rendszer pontosan akkor megoldható (vagyis b ∈ ImA),
ha AT y = 0 esetén bT y = 0 (vagyis b ∈ (KerAT )⊥). 2

Most már látjuk, hogy ha a két kérdés valamelyikére igen a válasz,
akkor abból (a természetes

S⊥⊥ := (S⊥)⊥ (S ⊆ Rd)

jelöléssel) azonnal következik az alapvető

L⊥⊥ = L (L ⊆ Rd altér)

azonosság. Ebből a két kérdés ekvivalenciája is látszik. Ha például már
beláttuk, hogy minden L ⊆ Rd altérhez létezik B ∈ Rd×n mátrix úgy,
hogy L = ImB, akkor tetszőleges L ⊆ Rd altér esetén létezik A ∈ Rm×d

mátrix úgy, hogy L⊥ = ImAT , és akkor

L = L⊥⊥ = (ImAT )⊥ = KerA.

Egy S ⊆ Rd halmazt az L ⊆ Rd altér (lineáris) generáló részhal-
mazának h́ıvunk, ha linS = L. Ilyen részhalmaz például az egész L altér.

A fentiek szerint elég például azt belátni, hogy tetszőleges L ⊆ Rd

altérnek létezik véges generáló részhalmaza. E célból érdemes az L mi-
nimális (nem szűḱıthető) generáló részhalmazait vizsgálni. Kiderül, hogy
ezek éppen a lineárisan független generáló részhalmazok.

2.4. Álĺıtás: Adott S ⊆ Rd halmaz esetén az alábbi álĺıtások ekvivalensek:
a) minden S′ ⊂ S esetén linS′ ⊂ linS;
b) minden x ∈ S esetén x 6∈ lin (S \ {x});
c) ha k ∈ N , λ1, . . . , λk ∈ R, x1, . . . , xk ∈ S, továbbá

∑k
i=1 λixi = 0, akkor

λ1 = . . . = λk = 0. 2

Ha az a), b) vagy c) álĺıtások egyike (és akkor mindegyike) teljesül,
akkor az S halmazt lineárisan függetlennek nevezzük, különben pedig
lineárisan összefüggőnek. Ez a lineáris függetlenségi defińıció nyilván
az előző fejezetben szereplő defińıció általánośıtása, véges halmazokra meg-
egyeznek. Egy lineárisan független halmaz most is legfeljebb d elemű lehet,
hiszen most is teljesül, hogy lineárisan független halmaz bármely része is
lineárisan független, az ellenpéldának pedig lenne d+ 1 elemű része.
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2.5. Álĺıtás: Adott L ⊆ Rd altér és S ⊆ Rd halmaz esetén az alábbi
álĺıtások ekvivalensek:
a) S minimális generáló részhalmaza L-nek, vagyis linS = L, de S′ ⊂ S
esetén linS′ ⊂ L;
b) S lineárisan független generáló részhalmaza L-nek;
c) S maximális (nem bőv́ıthető) L-beli lineárisan független halmaz, vagyis
S ⊆ L lineárisan független, de S ⊂ S̃ ⊆ L esetén S̃ már lineárisan
összefüggő. 2

Ha az a), b) vagy c) álĺıtások egyike (és akkor mindegyike) teljesül,
akkor az S halmazt az L altér bázisának nevezzük. 1.9 seǵıtségével könnyen
belátható, hogy valamely A mátrix oszlopvektor-rendszerének (ezt jelölje
S) bázisai éppen az ImA altér S-beli bázisai. Például:

2.6. Álĺıtás: Legyen A ∈ Rm×n tetszőleges mátrix, és alkalmazzuk a
Gauss–Jordan-eliminációt az Ax = 0 rendszer megoldásainak megkeresésé-
re. Ekkor az első fejezetbeli jelölésekkel:

a) az ImA altér bázisa S1 := {Aej1 , . . . , Aejr
};

b) az ImAT altér bázisa S2 := {AT ei1 , . . . , A
T eir};

c) a KerA altér bázisa S3 := {q(j) : j 6= j1, . . . , jr};
d) a KerAT altér bázisa S4 := {N (r)T ei : i 6= i1, . . . , ir}.

Bizonýıtás: A bázis fogalmának 2.5 b) jellemzését használjuk.
a) 1.13 szerint S1 az A mátrix oszlopvektorai rendszerének bázisa. Ezért

S1 lineárisan független, továbbá 1.9-ből adódóan A oszlopvektorai, és akkor
ImA elemei is, kikombinálhatók S1 elemeiből.

b) hasonlóan igazolható.
c) Nyilvánvaló, hogy S3 lineárisan független; 1.4 szerint pedig a KerA

altér megegyezik S3 lineáris burkával.
d) S4 elemei az invertálható N (r) mátrix sorvektorai, ı́gy lineárisan

függetlenek. Az is nyilvánvaló, hogy S4 ⊆ KerAT . Azt kell még meg-
mutatnunk, hogy x ∈ KerAT esetén x ∈ linS4. 1.19 bizonýıtása során
láttuk, hogy S1 ∪ S4 elemeiből minden Rm-beli, speciálisan az x ∈ Rm

vektor is, kikombinálható. Léteznek tehát y ∈ linS4, z ∈ linS1 vektorok
úgy, hogy x = y + z. Ekkor nyilván

0 = zTx = zT y + zT z = zT z,

ı́gy z = 0, x = y ∈ linS4. 2

29



Megválaszolandó második kérdésünk ı́gy fogalmazható: Létezik-e min-
den altérnek bázisa? (Egy bázis véges generáló részhalmaz. Egy véges
generáló részhalmaz pedig tartalmaz minimális generáló részhalmazt, vagy-
is bázist.) Ezt a kérdést (általánosabban) válaszolja meg a következő
alapvető tétel.

2.7. Tétel: Legyen L ⊆ Rd altér, Sf lineárisan független, Sg az L
generáló részhalmaza. Tegyük fel, hogy Sf ⊆ Sg. Ekkor létezik az L-nek
olyan Sb bázisa, amelyre

Sf ⊆ Sb ⊆ Sg.

Speciálisan (legyen Sg = L, illetve Sf = ∅!) minden független részhalmaz
bázissá bőv́ıthető, és minden generáló részhalmaz bázissá szűḱıthető. Ezért
minden altérnek létezik bázisa.

Bizonýıtás: Sb legyen az Sf -et tartalmazó Sg-beli lineárisan független hal-
mazok közül egy legnagyobb elemszámú. Könnyen belátható, hogy az ı́gy
választott Sb halmaz megfelel 2.5 b)-nek. 2

Ezzel beláttuk, hogy második kérdésünkre igen a válasz (vagyis minden
altérnek van véges generáló részhalmaza). A fentiek szerint ebből az is
következik, hogy az első kérdésre is igen a válasz (vagyis minden altér
valamely véges halmaz ortogonális kiegésźıtő altere), továbbá teljesül, hogy
tetszőleges altér duális alterének duális altere az eredeti altér. Az utóbbi
dualitástételt hamarosan újra bizonýıtjuk.

A következő tétel, amely 1.8 azonnali következménye, az alterek egy
fontos mérőszámának bevezetését teszi lehetővé.

2.8. Tétel: Legyen L ⊆ Rd altér. Ha Sf ⊆ L lineárisan független hal-
maz, továbbá Sg az L generáló részhalmaza, akkor az Sf halmaz elemszáma
legfeljebb akkora, mint az Sg halmazé. 2

2.8-ból azonnal következik, hogy L minden bázisa azonos elemszámú.
(2.7-ből adódóan ez az álĺıtás nem semmitmondó!) Ezt a közös elemszámot
az L altér dimenziójának nevezzük, jele dimL. Például dim{0} = 0, és
dimRd = d, hiszen {0} bázisa az üres halmaz, és Rd bázisa {e1, . . . , ed}.
További például 1.13 és 2.6 szerint A ∈ Rm×n esetén

dim(ImA) = r (A) = dim(ImAT ),
dim(KerA) = n− r (A), és dim(KerAT ) = m− r (A).

2.7 két további, a dimenzióval kapcsolatos következményét emĺıtjük.

30



2.9. Álĺıtás: Ha L1, L2 ⊆ Rd alterek, továbbá L1 ⊆ L2, és dimL1 =
dimL2, akkor L1 = L2.

Bizonýıtás: 2.7 szerint L1 egy bázisa kiegésźıthető L2 egy bázisává. A
dimenziók megegyeznek, ı́gy L1 fenti bázisa rögtön L2 bázisa is lesz. 2

Ha L1, L2 ⊆ Rd alterek, akkor lin (L1∪L2) = L1+L2, és persze (L1∩L2

altér) lin (L1 ∩ L2) = L1 ∩ L2. A következő álĺıtás szerint e négy altér
dimenziói közül elég hármat ismerni.

2.10. Álĺıtás: Legyen L1, L2 ⊆ Rd két tetszőleges altér. Ekkor

dim(L1 + L2) + dim(L1 ∩ L2) = dimL1 + dimL2.

Bizonýıtás: Egésźıtsük ki az L1 ∩ L2 altér egy bázisát az L1, illetve az L2

alterek egy-egy bázisává. Könnyen belátható, hogy a két bázis úniója az
L1 + L2 altér bázisa lesz. 2

Hasonlóképpen egy L ⊆ Rd altér dimenziójának ismeretében könnyen
meghatározható L⊥ dimenziója, és viszont.

2.11. Tétel: Ha L ⊆ Rd altér, akkor

dim(L⊥) = d− dimL.

Bizonýıtás: Legyen B ∈ Rd×n olyan mátrix, amelyre L = ImB. Ekkor
L⊥ = KerBT ; továbbá dimL = r (B), és dimL⊥ = d− r (B). 2

Most újra bizonýıthatjuk első dualitástételünket.

2.12. Tétel: Ha L ⊆ Rd altér, akkor L⊥⊥ = L.

Bizonýıtás: Nyilvánvaló, hogy L ⊆ L⊥⊥, és mivel 2.11-ből adódóan e két
altér dimenziója megegyezik, azért 2.9 szerint L = L⊥⊥ is teljesül. 2

2.13. Tétel: Ha L1, L2 ⊆ Rd alterek, akkor
a) (L1 + L2)

⊥ = L⊥
1 ∩ L⊥

2 ;
b) (L1 ∩ L2)

⊥ = L⊥
1 + L⊥

2 .
A megfelelő álĺıtások igazak akkor is, ha kettő helyett több altér szerepel

bennük.
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Bizonýıtás: A tétel a) része a ⊥-képzés tartalmazás-ford́ıtásának egyszerű
következménye: például L1 ⊆ L1 + L2, és ı́gy (L1 + L2)

⊥ ⊆ L⊥
1 .

A tétel b) része a tétel a) részének és 2.12-nek seǵıtségével igazolható.

(L1 ∩ L2)
⊥ = (L⊥⊥

1 ∩ L⊥⊥
2 )⊥ = (L⊥

1 + L⊥
2 )⊥⊥ = L⊥

1 + L⊥
2 .

(Figyeljük meg, hogy milyen hasznos az L⊥⊥ = L dualitástétel!)
A kettőnél több altér esete hasonlóan is elintézhető (csak jelölésben

bonyolultabb), itt mégis a diagonális alteres fogást alkalmazzuk, ezt gyakor-
landó.

Az álĺıtás a) része ismét könnyű, b) részéhez legyen D a diagonális altér,
L := L1 × . . .× Lk. Ekkor a két altérre vonatkozó b) álĺıtás szerint

(D ∩ L)⊥ = D⊥ + L⊥,

ahol

(D ∩ L)⊥ = ∪
{

{a1} × . . .× {ak} ⊆ Rdk :
∑
ai ∈

(

∩k
i=1Li

)⊥
}

,

D⊥ = ∪
{

{a1} × . . .× {ak} ⊆ Rdk :
∑
ai = 0

}

,

L⊥ = L⊥
1 × . . .× L⊥

k .

Szorozzuk meg ezt az egyenlőséget balról az (E, . . . , E) ∈ Rd×(dk) mátrix-
szal. Máris adódik a ḱıvánt b) álĺıtás. 2

A következő tétel egy fontos lineáris transzformáció, a vet́ıtés definiálá-
sát teszi lehetővé.

2.14. Tétel: Tetszőleges L ⊆ Rd altér esetén minden Rd-beli vektor
pontosan egyféleképpen áll elő, mint egy L-beli és egy L⊥-beli vektor összege.

Bizonýıtás: Mivel nyilván L ∩ L⊥ = {0}, azért 2.12-ből és 2.13-ból adódik,
hogy L+ L⊥ = Rd.

Tegyük fel most, hogy x1, x2 ∈ L, a1, a2 ∈ L⊥, és x1 + a1 = x2 + a2.
Ekkor

x1 − x2 = a2 − a1 ∈ L ∩ L⊥ = {0},
amiből az előálĺıtás egyértelműsége is következik. 2
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Ha egy az Rn téren értelmezett, az Rm térbe vezető leképezés minden
x ∈ Rn vektorhoz az Ax ∈ Rm vektort rendeli hozzá, ahol A ∈ Rm×n,
akkor a leképezést lineáris leképezésnek nevezzük, és A-val jelöljük, akár-
csak a neki megfelelő mátrixot. Az m = 1 esetben lineáris függvényről,
az m = n esetben lineáris transzformációról beszélünk. A T : Rd → Rd

transzformációt tehát lineáris transzformációnak nevezzük, ha előáll

T (x) = Nx (x ∈ Rd)

alakban valamely N ∈ Rd×d mátrix esetén. Ha még az is teljesül, hogy az
N mátrix invertálható, akkor a T transzformációt invertálható lineáris
transzformációnak nevezzük. Invertálható lineáris transzformáció inverze
is invertálható lineáris transzformáció: éppen

T−1(y) = N−1y (y ∈ Rd)

alakú. Fontos példa lineáris transzformációra az altérre történő vet́ıtés.
Ha x ∈ L, és a ∈ L⊥, akkor azt mondjuk, hogy az x vektor az x + a

vektor vetülete az L altérre. Könnyen belátható, hogy a vetületképzés (a
vet́ıtés) lineáris transzformáció, vagyis ekvivalens egy V mátrixszal való
balról szorzással, ahol tehát

V (x+ a) = x (x ∈ L, a ∈ L⊥).

A V mátrixot ekkor az L altérre való vet́ıtésnek megfelelő vet́ıtő mát-
rixnak nevezzük. Tetszőleges A ∈ Rm×n mátrix esetén az ImA altérre
való vet́ıtésnek megfelelő vet́ıtő mátrix V = AA†, mı́g az ImAT altér
esetében ez a mátrix V = A†A. (Ennek az álĺıtásnak a megjegyzését
seǵıtheti a könnyen ellenőrizhető ImA† = ImAT azonosság.) Ebből már
látszik, hogy a vet́ıtő mátrixok megegyeznek transzponáltjukkal (vagyis
szimmetrikusak) és négyzetükkel is (vagyis idempotensek). Megford́ıtva is;
ha V egy idempotens, szimmetrikus mátrix, akkor V = V †, és ı́gy V az
ImV altérre való vet́ıtésnek megfelelő vet́ıtő mátrix. A vet́ıtő mátrixok
pozit́ıv szemidefinit mátrixok, vagyis xTV x ≥ 0 (x ∈ Rd) teljesül rájuk.
(Hiszen xTV x = ||V x||2.) Ha a V mátrix az L altérre való vet́ıtésnek
megfelelő vet́ıtő mátrix, akkor az L⊥ altérre való vet́ıtésnek megfelelő vet́ıtő
mátrix E − V lesz. A vet́ıtő mátrixok norma-nemnövelők: x ∈ Rd esetén
||V x|| ≤ ||x||. (Hiszen ||x||2 − ||V x||2 = xT (E − V )x.)
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A lineáris transzformációkkal kapcsolatos másik alapvető észrevétel a
következő.

2.15. Tétel: Ha v1, . . . , vl ∈ Rd és v′1, . . . , v
′
l ∈ Rd két lineárisan független

vektorrendszer, akkor létezik N ∈ Rd×d invertálható mátrix úgy, hogy

Nv1 = v′1, . . . , Nvl = v′l.

Bizonýıtás: Alkossunk a v1, . . . , vl, illetve a v′1, . . . , v
′
l vektorokból, mint

oszlopvektorokból, egy A1 ∈ Rd×l, illetve egy A2 ∈ Rd×l mátrixot. 1.18 sze-
rint léteznek N1, N2 ∈ Rd×d invertálható mátrixok és π1, π2 : {1, . . . , d} →
{1, . . . , d} permutációk úgy, hogy

P T
π1
N1A1 = (E, 0)T = P T

π2
N2A2.

Ekkor
N := N−1

2 Pπ2
P T

π1
N1

megfelel. 2

Most rátérünk az általános (Ax = b alakú) lineáris egyenletrendszerek
megoldáshalmazai szerkezetének vizsgálatára.

Az M ⊆ Rd halmazt affin halmaznak nevezzük, ha két elemével
együtt azok 1-összegű lineáris kombinációit (a két elem által meghatáro-
zott egyenest) is tartalmazza, vagyis

x1, x2 ∈M, λ1, λ2 ∈ R, λ1 + λ2 = 1 esetén λ1x1 + λ2x2 ∈M.

Könnyen belátható, hogy az alterek éppen az origót tartalmazó affin
halmazok. Valóban, a nemtriviális irányhoz legyen M affin halmaz, 0 ∈M .
Ekkor x ∈M , λ ∈ R esetén

λx = (1 − λ) · 0 + λx ∈M,

tehát RM ⊆M . Ha x1, x2 ∈M , akkor

x1 + x2 = 2

(
1

2
x1 +

1

2
x2

)

∈ 2M ⊆M,

tehát M +M ⊆M is teljesül. Most már könnyen belátható, hogy
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2.16. Tétel: A nemüres, affin halmazok éppen az eltolt alterek. Minden
nemüres, affin halmaz pontosan egy altér eltoltjaként áll elő, amely alteret
úgy kapjuk, hogy az affin halmazból kivonjuk egy tetszőleges elemét.

Bizonýıtás: Először a tétel első felét igazoljuk. Könnyen belátható, hogy
affin halmaz eltoltja is affin halmaz. Emiatt az affin halmazból kivonva
egy elemét, az origót tartalmazó affin halmazt, vagyis alteret kapunk, amit
ugyanezzel az elemmel eltolva visszakapjuk az eredeti affin halmazt.

A tétel második feléhez megmutatjuk, hogy M nem lehet két különböző
altér eltoltja, vagyis x1, x2 ∈ M esetén M − x1 és M − x2 ugyanaz az
altér. Mivel x2 − x1 ∈ M − x1, és M − x1 a fentiek szerint altér, azért
x1 − x2 ∈M − x1 is teljesül. Ebből pedig

M − x1 = M − x1 + x1 − x2 = M − x2

adódik. 2

Az M ⊆ Rd affin halmazból egy elemét kivonva nyert (egyértelmű)
alteret az M affin halmazzal párhuzamos altérnek nevezzük, és parM -
mel jelöljük. (A “par” az angol “parallel” szó rövid́ıtése.) Két affin halmaz
párhuzamos, ha ugyanaz a párhuzamos alterük.

2.17. Tétel: Az affin halmazok éppen a lineáris egyenletrendszerek meg-
oldáshalmazai.

Bizonýıtás: Könnyen belátható, hogy az Ax = b rendszer megoldáshalmaza
(ha nemüres) éppen p + KerA, ahol p tetszőleges megoldás. Tehát a
megoldáshalmaz eltolt altér, és ı́gy affin halmaz.

Megford́ıtva, ha M nemüres, affin halmaz, akkor tetszőleges p ∈ M
esetén az L := M − p halmaz altér, és M = p+L. Legyen A olyan mátrix,
amelyre L = KerA teljesül, ekkor a fentiek szerint

M = {x : Ax = Ap},

tehát M egy lineáris egyenletrendszer megoldáshalmaza. 2

Nyilván affin halmazok tetszőleges rendszerének metszete is affin hal-
maz, ı́gy tetszőleges S ⊆ Rd esetén létezik egyértelműen az S halmazt
tartalmazó legszűkebb affin halmaz, S affin burka,

aff S := ∩{M : S ⊆M,M affin halmaz}.

2.1 mintájára, könnyen belátható, hogy
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2.18. Álĺıtás: Nemüres S ⊆ Rd esetén

aff S =

{
k∑

i=1

λixi : k ∈ N , λi ∈ R,
k∑

i=1

λi = 1, xi ∈ S (i = 1, . . . , k)

}

,

az S-beli elemek affin kombinációinak halmaza. (Az üres halmaz affin,
ı́gy affin burka önmaga.) 2

Bevezethető az affin generáló részhalmaz, az affin függetlenség, az affin
bázis, az affin dimenzió fogalma. A megfelelő álĺıtásokat direkt bizonýıtásuk
helyett homogenizációval visszavezetjük a lineáris párjukra vonatkozó ha-
sonló álĺıtásokra.

Vezessük be az alábbi jelöléseket:

M(L) :=
{

x ∈ Rd : {1} × {x} ⊆ L
}

(L ⊆ Rd+1 altér),

L(M) := lin ({1} ×M) (M ⊆ Rd affin halmaz).

A jelöléseknek megfelelően M(L) affin halmaz, és L(M) altér. Mint az
a következő egyszerű álĺıtás b) részéből látszik, tetszőleges M ⊆ Rd af-
fin halmaz esetén M = M(L(M)). Ezek szerint az affin halmazok éppen
az M(L) alakú halmazok, ahol L az Rd+1-beli altereken fut. Ezért af-
fin halmazokra vonatkozó álĺıtásokat sokszor vissza lehet vezetni az al-
terekre vonatkozó, egyszerűbb álĺıtásokra. Ezt a fogást (illetve általánosabb
változatait) h́ıvjuk homogenizációnak. (Megjegyezzük, hogy affin halma-
zokra vonatkozó álĺıtások 2.16 seǵıtségével is visszavezethetők alterekre
vonatkozó álĺıtásokra, de 2.16 nem általánośıtódik konvex halmazokra, el-
lentétben a homogenizációval.)

2.19. Álĺıtás: Tetszőleges S, S1, S2 ⊆ Rd halmazok esetén
a) linS = lin aff S, speciálisan

lin ({1} × S) = lin ({1} × aff S) ;

b)
{

x ∈ Rd : {1} × {x} ⊆ lin ({1} × S)
}

= aff S;

c)
lin ({1} × S1) ⊆ lin ({1} × S2) ⇐⇒ aff S1 ⊆ aff S2.

(Az álĺıtás c) része persze érvényben marad, ha benne mindkét ⊆ jel helyébe
=-t, vagy ⊂-t ı́runk.)
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Bizonýıtás: a) A linS ⊆ lin aff S tartalmazás S ⊆ aff S, mı́g a linS ⊇
lin aff S tartalmazás aff S ⊆ linS következménye. A második igazolandó
halmazegyenlőség hasonlóan bizonýıtható.

b) könnyű következménye annak, hogy linS [aff S] S elemeinek lineáris
[affin] kombinációiból áll.

c) a) és b) következménye. 2

2.20. Álĺıtás: Legyen 0 6= a ∈ Rd, 0 6= β ∈ R, az aTx = β egyenlet
megoldáshalmazát jelölje H. Tegyük fel, hogy a H affin halmaz összemetsz
egy L ⊆ Rd altérrel. Ekkor

L = lin (L ∩H).

Bizonýıtás: Természetesen lin (L ∩ H) ⊆ L. A ford́ıtott tartalmazáshoz
legyen x ∈ L, és tegyük fel először, hogy aTx 6= 0. Ekkor β

aT x
x ∈ L∩H, és

ı́gy

x =
aTx

β

(
β

aTx
x

)

∈ lin (L ∩H).

Tegyük fel most, hogy aTx = 0, és legyen x0 ∈ L ∩ H tetszőleges elem.
Ekkor az

x1 := x0 + (1/2)x és x2 := −x0 + (1/2)x

vektorokra teljesül, hogy aTx1 6= 0 6= aTx2, ı́gy a már elintézett eset szerint
x1, x2 ∈ lin (L ∩H). De akkor x = x1 + x2 is lin (L ∩H)-beli. 2

2.21. Tétel: Tetszőleges L ⊆ Rd+1 altér és M ⊆ Rd affin halmaz esetén
teljesül, hogy
a) M(L(M)) = M ;
b) L(M(L)) = L valahányszor M(L) 6= ∅.

Bizonýıtás: A tétel a) része 2.19 b), b) része pedig 2.20 egyszerű következ-
ménye (legyen a := e1 ∈ Rd+1, β := 1). 2

Egy S ⊆ Rd halmazt az M ⊆ Rd affin halmaz (affin) generáló
részhalmazának h́ıvunk, ha aff S = M . Ilyen például az egész M . Az S
halmaz pontosan akkor lesz az M affin halmaz affin generáló részhalmaza,
ha az {1} × S halmaz lineáris generáló részhalmaza az L(M) altérnek.
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2.22. Álĺıtás: Legyen S ⊆ Rd, ekkor az alábbi álĺıtások ekvivalensek:
a) S′ ⊂ S esetén aff S′ ⊂ aff S;
b) minden x ∈ S esetén x 6∈ aff (S \ {x});
c) S-beli elemek nulla együtthatóösszegű lineáris kombinációjaként csak úgy
állhat elő a tér 0 eleme, ha a kombinációban minden együttható nulla;
d) minden x ∈ S esetén (S \ {x}) − x lineárisan független;
e) S üres, vagy létezik x ∈ S úgy, hogy (S \ {x}) − x lineárisan független;
f) {1} × S lineárisan független.

Bizonýıtás: a) ⇐⇒ f), b) ⇐⇒ f), c) ⇐⇒ f) rendre 2.4 a), b), c)-ből
következik 2.19 seǵıtségével.

c) ⇒ d) ⇒ e) ⇒ c) pedig a lineáris függetlenség 2.4 c) jellemzésének
egyszerű következménye. 2

Ha a 2.22-beli a), b), . . ., f) álĺıtások egyike (és akkor mindegyike)
teljesül S-re, akkor S-et affin független halmaznak nevezzük.

2.23. Álĺıtás: Adott ∅ 6= M ⊆ Rd affin halmaz, S ⊆ Rd esetén az alábbi
álĺıtások ekvivalensek:
a) S az M minimális affin generáló részhalmaza;
b) S az M affin független affin generáló részhalmaza;
c) S maximális M -beli affin független halmaz;
d) S 6= ∅, és minden x ∈ S esetén (S \ {x}) − x a parM bázisa;
e) létezik x ∈ S úgy, hogy (S \ {x}) − x a parM bázisa;
f) {1} × S az L(M) bázisa.

Bizonýıtás: a) ⇐⇒ f), b) ⇐⇒ f), c) ⇐⇒ f) rendre 2.5 a), b), c)-ből
következik 2.19 seǵıtségével.

b) ⇒ d) ⇒ e) ⇒ b)-ből például b) ⇒ d)-t bizonýıtjuk: Ha S affin
független halmaz, és aff S = M , akkor 2.22 d) szerint az (S \ {x}) − x
halmaz lineárisan független minden x ∈ S esetén. Továbbá

parM = M − x = (aff S) − x =
= aff (S − x) = lin ((S \ {x}) − x) (x ∈ S),

ugyanis az aff (S − x) affin halmaz tartalmazza az origót, és ı́gy altér. 2

Ha a 2.23-beli a), b), . . ., f) álĺıtások egyike (és akkor mindegyike) tel-
jesül S-re, akkor az S halmazt azM affin halmaz affin bázisának nevezzük.

Affin bázis mindig létezik: 2.23 e) szerint ha a parM altér bázisát és
még az origót eltoljuk egy M -beli elemmel, akkor az M affin halmaz affin
bázisát kapjuk. 2.23 f) seǵıtségével belátható 2.7 analogonja is.
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Az affin bázis elemszáma−1, vagyis a parM altér dimenziója az M
affin halmaz dimenziója. A 0-, 1-, 2-, illetve (n − 1)-dimenziós affin hal-
mazok a pontok, egyenesek, śıkok, illetve hiperśıkok. Az üres halmaz
dimenzióját −1-nek szokás definiálni. Általában S ⊆ Rd esetén az S hal-
maz dimenziója legyen a

parS := par (aff S) = (aff S) − (aff S)

altér dimenziója.

2.24. Álĺıtás: Az (n − r)-dimenziós M ⊆ Rn affin halmazok éppen az
M = {x : Ax = b} alakú nemüres halmazok, ahol A egy r-rangú mátrix.

Bizonýıtás: 2.17 bizonýıtásának mintájára, 2.6-ból adódik. 2

Ha egy az Rn téren értelmezett, az Rm térbe vezető leképezés minden
x ∈ Rn vektorhoz az Ax− b ∈ Rm vektort rendeli hozzá, ahol A ∈ Rm×n,
b ∈ Rm, akkor a leképezést affin leképezésnek nevezzük. Az m = 1
esetben affin függvényről, az m = n esetben affin transzformációról
beszélünk. Tehát a T : Rd → Rd transzformációt affin transzformációnak
nevezzük, ha előáll

T (x) = Nx+ v (x ∈ Rd)

alakban valamely N ∈ Rd×d mátrix és v ∈ Rd vektor esetén. Ha még
az is teljesül, hogy az N mátrix invertálható, akkor a T transzformációt
invertálható affin transzformációnak, vagy rövidebben átkoordiná-
tázásnak nevezzük. Átkoordinátázás inverze is átkoordinátázás: éppen

T−1(y) = N−1y −N−1v (y ∈ Rd)

alakú.

2.25. Tétel: Ha adott két azonos elemszámú, affin független halmaz, S
és S′, akkor létezik invertálható N mátrix és egy v vektor úgy, hogy

Nxi + v = x′i (i = 0, 1, . . . , k)

teljesül, ahol az xi, illetve x′i vektorok rendre S, illetve S′ elemei.

Bizonýıtás: Ha S és S′ affin független halmazok (vagyis az (S \{x0})−x0 és
(S′ \{x′0})−x′0 halmazok lineárisan függetlenek), akkor 2.15 szerint létezik
N invertálható mátrix úgy, hogy

N(xi − x0) = x′i − x′0 (i = 1, . . . , k)

teljesüljön. Ekkor ez az N mátrix és a v := x′0 −Nx0 vektor megfelel. 2
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3. Poliéder kúpok, poliéderek

Ebben a fejezetben egyenletrendszerek helyett egyenlőtlenség-rendsze-
rek megoldáshalmazait vizsgáljuk. Ezek a halmazok kevésbé strukturáltak,
mint az affin halmazok, mégis sok eredmény átmenthető. A Fredholm-féle
alternat́ıvatételnek például a Farkas-lemma felel meg, melynek sok ekvi-
valens alakja közül az egyik, hogy az Ax = b, x ≥ 0 rendszer pontosan akkor
megoldható, ha az AT y ≥ 0, bT y < 0 rendszer nem az. Bizonýıtható például
a Gauss–Jordan-eliminációnak megfelelő szimplex módszer seǵıtségével.

Itt csak vázlatosan ı́runk e módszerről. Az első fejezet jelöléseit használ-
juk. Tekintsük az összes olyan N invertálható mátrix S halmazát, amelyre
az N(A, b) mátrix Hermite-féle normálalakú, és a b vektor oszlopindexe
nincs benne a {j1, . . . , jr} halmazban. Az S halmaz pontosan akkor nem
üres, ha az Ax = b rendszer megoldható, és ekkor r = r (A) = r (A, b). Egy
ilyen N mátrixot megtalálhatunk a Gauss–Jordan-elimináció seǵıtségével.
A módszer az alábbi két észrevételen alapszik:

– Ha Nb ≥ 0, akkor x := p megoldása az Ax = b, x ≥ 0 rendszernek;
– Ha létezik olyan i sorindex, amelyre az NA mátrix i-edik sorvektora,
eTi NA ≥ 0, és az Nb vektor i-edik eleme, eTi Nb < 0, akkor y := NT ei az
AT y ≥ 0, bT y < 0 rendszer megoldása.

Az algoritmushoz ezek után már csak egy olyan szabály kell, amely
meghatározza, hogy ha a fenti két lehetőség egyike sem állna fenn, akkor
mi legyen a következő vizsgálandó N ∈ S invertálható mátrix, ráadásul
olyan, hogy ez a bolyongás S elemein véges lépésben a fenti két lehetőség
egyikével befejeződik. Ilyen szabály például a Bland-szabály (lásd [23]).

Rögtön a Caratheodory-tétel is látszana (mely szerint ha az Ax = b,
x ≥ 0 rendszer megoldható, akkor olyan megoldása is létezik, hogy az
x megoldás pozit́ıv elemeinek megfelelő A-beli oszlopvektorok lineárisan
függetlenek — a p vektor ilyen megoldás), továbbá a lineáris egyenlőtlensé-
gek alaptétele (mely szerint ha az Ax = b, x ≥ 0 rendszer nem megoldható,
akkor létezik olyan y vektor, amelyre AT y ≥ 0, bT y < 0, és y merőleges
r (A, b) − 1 lineárisan független A-beli oszlopvektorra — ha Ax = b nem
megoldható, akkor a Fredholm-féle alternat́ıvatételben szereplő, különben
a fenti y vektor megfelel, a Kronecker-Capelli-tételt is használva). Ter-
jedelemkorlát miatt mi mégsem követjük ezt az algoritmikus utat.
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A Farkas-lemmát általánosabb alakban, indukcióval bizonýıtjuk. Itt
megfigyelhető egy jelenség, amellyel később is találkozunk majd (lásd 4.23):
általánosabbat néha könnyebb bizonýıtani, mert a bizonýıtás kiléphet a
szűkebb keretek közül.

3.1. Tétel: (Farkas-lemma) Tetszőleges A1 ∈ Rm×n1 , A2 ∈ Rm×n2

mátrixok és b ∈ Rm vektor esetén az alábbi rendszerek közül pontosan az
egyik oldható meg:

A1x1 +A2x2 = b, x1 ≥ 0, illetve AT
1 y ≥ 0, AT

2 y = 0, bT y < 0.

Bizonýıtás: A tételben szereplő első rendszerre röviden (P )-ként, a második
rendszerre röviden (D)-ként fogunk hivatkozni. (A “primál” és a “duál”
szavak kezdőbetűi.)

Az álĺıtást n1 (az A1 mátrix oszlopszáma) szerinti indukcióval igazoljuk.
Azt az esetet, mikor n1 = 0, elintézi a Fredholm-féle alternat́ıvatétel.
Tegyük fel most, hogy az A1 mátrixnak van legalább egy oszlopa, és kisebb
oszlopszámú A1 mátrixok esetén igaz az álĺıtás.

Először is hagyjuk el az A1 mátrixból utolsó oszlopát (ennek jele legyen
a), az ı́gy kapott mátrixot jelölje A′

1. Az indukciófeltétel szerint az alábbi
rendszerek közül pontosan az egyik megoldható:

A′
1x

′
1 +A2x2 = b, x′1 ≥ 0, illetve A′

1
T y ≥ 0, AT

2 y = 0, bT y < 0.

Az első rendszerre a rövidség kedvéért (P ′)-ként hivatkozunk, a másodikra
(D′)-ként. Vegyük észre, hogy
– ha az x′1, x2 vektorok a (P ′) rendszer megoldását adják, akkor az xT

1 :=
(x′1

T , 0) jelöléssel x1, x2 a (P ) rendszer megoldása lesz;
– ha az y vektor a (D′) rendszer megoldása, és aT y ≥ 0 is teljesül, akkor y
a (D) rendszer megoldása is.

Másodszor toldjuk hozzá az a oszlopot az A2 mátrixhoz első oszlopként,
az ı́gy kapott mátrixot jelölje A′

2. Jelölje továbbá A′
1 ugyanazt a mátrixot,

mint az előbb. Az indukciófeltétel szerint az alábbi rendszerek közül pon-
tosan az egyik megoldható:

A′
1x

′
1 +A′

2x
′
2 = b, x′1 ≥ 0, illetve A′

1
T y ≥ 0, A′

2
T y = 0, bT y < 0.

Az első rendszerre a rövidség kedvéért (P ′′)-ként hivatkozunk, a másodikra
(D′′)-ként. Vegyük észre, hogy
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– ha az y vektor a (D′′) rendszer megoldása, akkor y a (D) rendszer
megoldása is;
– ha az x′1, x

′
2 vektorok a (P ′′) rendszer megoldását adják, és x′2 első eleme

nemnegat́ıv, akkor az (xT
1 , x

T
2 ) := (x′1

T , x′2
T ) jelöléssel x1, x2 a (P ) rendszer

megoldása lesz.
Már látjuk, hogy a (P ) és (D) rendszerek valamelyike megoldható,

kivéve azt az esetet, mikor létezik a (P ′′) rendszernek olyan x′1, x
′
2 meg-

oldása, hogy x′2 első eleme negat́ıv, továbbá létezik a (D′) rendszernek
olyan y megoldása, amelyre aT y < 0. Ez az eset viszont nem fordulhat elő,
különben

0 > bT y = (A′
1x

′
1 +A′

2x
′
2)

T y =

= ( x′1
︸︷︷︸

≥0

)T (A′
1
T y

︸ ︷︷ ︸

≥0

) + (x′2)1
︸ ︷︷ ︸

<0

·(aT y
︸︷︷︸

<0

) +
∑n2+1

j=2 (x′2)j · (((A′
2)j)

T y
︸ ︷︷ ︸

=0

) > 0

lenne.
Az pedig, hogy a (P ) és (D) rendszerek valamelyike nem megoldható,

nyilvánvaló, különben a két megoldással

0 > bT y = (A1x1 +A2x2)
T y = xT

1
︸︷︷︸

≥0

(AT
1 y

︸︷︷︸

≥0

) + xT
2 (AT

2 y
︸︷︷︸

=0

) ≥ 0

lenne. 2

A Farkas-lemmának számos ekvivalens alakja van. Például az eredeti
változata (a továbbiakban ezt h́ıvjuk Farkas-lemmának) az alábbi két rend-
szerről szólt

Ax = b, x ≥ 0, illetve AT y ≥ 0, bT y < 0,

de egyszerű fogások seǵıtségével (mint például a vektor pozit́ıv és negat́ıv
része különbségeként való feĺırása, vagy eltérésváltozók bevezetése) az aláb-
bi két rendszerről szóló általános alak is igazolható

Ax = b,Bx ≥ c, illetve AT y +BT z = 0, z ≤ 0, bT y + cT z < 0.

Hasonlóképpen egyszerűen vezethető le egy olyan rendszer megoldható-
ságát karakterizáló tétel, amelyben már szigorú egyenlőtlenségek is vannak
(lásd [27]). Például Stiemke-tétele, mely szerint pontosan akkor létezik
pozit́ıv vektor egy mátrix nullterében, ha a mátrix transzponáltjának kép-
terében csak az origó a nemnegat́ıv vektor. Ezekre a kérdésekre később
visszatérünk (lásd 3.32 és 6.8).
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Először a Farkas-lemma néhány egyszerű következményét emĺıtjük, az-
után a Caratheodory-tételt is használva belátjuk a Farkas-lemma egy álta-
lánośıtását, a lineáris egyenlőtlenségek alaptételét.

A K ⊆ Rd halmazt konvex kúpnak nevezzük, ha az origót, továbbá
bármely két elemének nemnegat́ıv lineáris kombinációit is tartalmazza,
vagyis 0 ∈ K, és

x1, x2 ∈ K, λ1, λ2 ≥ 0 esetén λ1x1 + λ2x2 ∈ K.

Másképpen megfogalmazva egy K ⊆ Rd halmaz pontosan akkor konvex
kúp, ha teljesül rá, hogy nemüres, és R+K ⊆ K (vagyis K kúp), továbbá
K+K ⊆ K (és akkor R+K = K, és K+K = K, 1 ∈ R+, és 0 ∈ K miatt).

Konvex kúp például minden altér (ezek éppen azok a konvex kúpok,
melyek (−1)-szerese önmaga), vagy a nemnegat́ıv vektorok Rd

+ halmaza,
a nemnegat́ıv ortáns. Könnyen megmutatható, hogy ha A ∈ Rm×d,
B ∈ Rd×n, továbbá K1 ⊆ Rm, K2 ⊆ Rn konvex kúpok, akkor A−1(K1)
és BK2 is konvex kúp, speciálisan az A mátrix nemnegat́ıvtere és a B
mátrix nemnegat́ıvkép-tere,

Ker+A := A−1(Rm
+ ) =

{

x ∈ Rd : Ax ≥ 0
}

, illetve

Im+B := BRn
+ =

{

By : y ∈ Rn
+

}

konvex kúpok. Egy K konvex kúp lineáris és affin burka megegyezik (a 0
vektor K-beli), mindkettő K −K. Ezért

lin Im+B = ImB, és dim Im+B = r (B).

Felmerül az a (két) kérdés, hogy megford́ıtva, minden K ⊆ Rd konvex
kúp előáll-e Ker+A, illetve Im+B alakban valamely A ∈ Rm×d, B ∈ Rd×n

mátrixok esetén. A válasz ezúttal nem, ugyanis belátjuk majd, hogy

(Ker+A)∗∗ = Ker+A, és (Im+B)∗∗ = Im+B

is teljesül (3.5), mı́g egy K konvex kúp esetén K∗∗ = K pontosan akkor,
ha K zárt (3.28).

Ez persze még nem zárja ki, hogy esetleg minden zárt, konvex kúp
előálljon Ker+A, illetve Im+B alakban valamely A ∈ Rm×d, B ∈ Rd×n

mátrixok esetén. Ez sincs ı́gy: belátjuk majd, hogy a Ker+A, illetve
Im+B alakú konvex kúpok bármely vetülete zárt (sőt poliéder kúp (3.25)),
ugyanakkor példát mutatunk olyan zárt, konvex kúpra, amelynek van nem-
zárt vetülete (3.31).
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Ami még a konvex kúpok általánosságban is teljesül az annyi, hogy a
Ker+A alakú konvex kúpok (a poliéder kúpok) éppen az Im+B alakú
konvex kúpok (a végesen generált kúpok) (3.14, 3.15).

Megemĺıtjük még, hogy a 7. fejezetben látunk majd szükséges és elég-
séges feltételt arra, hogy egy zárt, konvex kúp poliéder kúp legyen, ez azt
követeli meg, hogy véges sok extremális részhalmaza legyen (7.12). (Ez az
eredmény bizonyos értelemben bezárja a fenti kérdések sorát, amelyben az
jönne, hogy ha a konvex kúp minden vetülete zárt, akkor poliéder kúp-e.)

Konvex kúpok tetszőleges rendszerének metszete nyilván konvex kúp,
ı́gy egy adott S ⊆ Rd halmaz esetén létezik egyértelműen az S halmazt
tartalmazó legszűkebb konvex kúp, S konvex kúp burka,

coneS := ∩{K : S ⊆ K, K konvex kúp}.

2.1 mintájára igazolható az alábbi

3.2. Álĺıtás: Tetszőleges nemüres S ⊆ Rd halmaz esetén teljesül, hogy

coneS =

{
k∑

i=1

λixi : k ∈ N , λi ∈ R+, xi ∈ S (i = 1, . . . , k)

}

,

az S-beli elemek nemnegat́ıv vagy konvex kúp kombinációinak a hal-
maza. Az üres halmaz konvex kúp burka a triviális {0} konvex kúp. 2

Teljesül, hogy 0 ∈ S1, S2 esetén

cone (S1 × S2) = (coneS1) × (coneS2).

A konvex kúp burok képzés tartalmazástartó:

S1 ⊆ S2 esetén coneS1 ⊆ coneS2.

Adott S ⊆ Rd halmaz esetén az S halmaz adjungált konvex kúpja
az összes S-beli vektorral legfeljebb 90 fokos szöget bezáró vektorok hal-
maza. (Két nemnulla vektor, a és x (radiánban mért) szögének koszinuszát
az (aTx)/(||a|| · ||x||) képlet adja meg.) Az S halmaz adjungált konvex
kúpjának jele S∗, eszerint

S∗ :=
{

a ∈ Rd : aTx ≥ 0 (x ∈ S)
}

.

Könnyen belátható, hogy tetszőleges S ⊆ Rd halmaz esetén S∗ zárt, konvex
kúp. Ha S = K zárt, konvex kúp, akkor a K∗ kúpot a K kúp duális

44



kúpjának is nevezik (vö. 3.28). Ha S = L altér, akkor S∗ = L⊥. Teljesül,
hogy 0 ∈ S1, S2 esetén

(S1 × S2)
∗ = S∗

1 × S∗
2 .

Az adjungált konvex kúp képzése tartalmazás-ford́ıtó:

S1 ⊆ S2 esetén S∗
1 ⊇ S∗

2 .

3.3. Álĺıtás: Tetszőleges S ⊆ Rd halmaz esetén

S∗ = (coneS)∗, és S∗ = (clS)∗.

2

2.3 mintájára (csak a Fredholm-féle alternat́ıvatétel helyett a Farkas-
lemmát használva) igazolható, hogy

3.4. Tétel: Tetszőleges A ∈ Rm×n mátrix esetén

(Im+A)∗ = Ker+A
T , és (Ker+A

T )∗ = Im+A.

2

A 3.4 tételből (a természetes

S∗∗ := (S∗)∗ (S ⊆ Rd)

jelölést használva) azonnal következik az alábbi dualitástétel (lásd még
3.28):

3.5. Tétel: Ha R poliéder kúp vagy végesen generált kúp, akkor

R∗∗ = R.

Speciálisan R zárt halmaz. 2

Ha K1,K2 ⊆ Rd konvex kúpok, akkor az úniójukat tartalmazó legszű-
kebb konvex kúp egyszerűen a halmazösszegük, K1 + K2. Igaz továbbá,
hogy poliéder kúpok metszete is poliéder kúp (hiszen

(Ker+A1) ∩ (Ker+A2) = Ker+ (AT
1 , A

T
2 )T ),

és végesen generált kúpok összege is végesen generált (hiszen

(Im+B1) + (Im+B2) = Im+ (B1, B2)).
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A következő tétel b) részét (lásd még 3.29) csak poliéder kúpok esetén
igazoljuk, bár a Farkas-lemma általános alakjának seǵıtségével végesen ge-
nerált kúpokra is bizonýıtható lenne (lásd [27]). Viszont nemsokára úgyis
belátjuk, hogy a végesen generált kúpok éppen a poliéder kúpok.

3.6. Tétel: Ha K1,K2 ⊆ Rd tetszőleges konvex kúpok, akkor
a) (K1 +K2)

∗ = K∗
1 ∩K∗

2 .
Ha K1,K2 poliéder kúpok, akkor

b) (K1 ∩K2)
∗ = K∗

1 +K∗
2 .

A megfelelő álĺıtások igazak akkor is, ha kettő helyett több kúp szerepel
bennük.

Bizonýıtás: A tétel a) része, akárcsak 2.13-ban, a ∗-képzés tartalmazás-
ford́ıtásának egyszerű következménye.

Ha most Ki = Ker+Ai (i = 1, 2), akkor

(K1 ∩K2)
∗ = (Ker+ (AT

1 , A
T
2 )T )∗ =

= Im+ (AT
1 , A

T
2 ) = Im+A

T
1 + Im+A

T
2 = K∗

1 +K∗
2 .

A több, mint két konvex kúp, illetve poliéder kúp esete hasonlóan
intézhető el. 2

Caratheodory tételéhez szükségünk lesz a bázismegoldás fogalmára.

Legyen A ∈ Rm×n, b ∈ Rm. Az x vektor bázismegoldása az Ax ≥ b
rendszernek, ha megoldása, és

r (IA) = r (A), ahol I := {i ∈ {1, . . . ,m} : iax = bi}.

(Itt ia az A mátrix i-edik sorvektorát, IA pedig az A mátrix I-beli indexű
sorokból álló részmátrixát jelöli.)

Általában egy
Ax = b,Bx ≥ c, Cx ≤ d

rendszer bázismegoldását úgy definiálhatjuk, mint az

Ax ≥ b,−Ax ≥ −b,Bx ≥ c,−Cx ≥ −d

rendszer fenti értelemben vett bázismegoldását. Például

3.7. Álĺıtás: Az x megoldás pontosan akkor bázismegoldása az Ax= b,
x ≥ 0 rendszernek, ha az (aj : xj > 0) vektorok lineárisan függetlenek. 2
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3.8. Álĺıtás: Az y megoldás pontosan akkor bázismegoldása az AT y≥ 0,
bT y = −1 rendszernek, ha az y merőleges r (A, b) − 1 lineárisan független
A-beli oszlopvektorra. 2

Caratheodory tétele azt mondja ki, hogy egy megoldható egyenlőtlen-
ség-rendszernek mindig létezik bázismegoldása is. Ennek igazolásához szük-
ségünk lesz az alábbi lemmára:

3.9. Lemma: Legyen A ∈ Rm×n, b ∈ Rm. Ha az x vektor az Ax ≥ b
rendszer megoldása, de nem bázismegoldása, akkor létezik z ∈ Rn vektor
úgy, hogy IAz = 0, Az 6= 0. Még Az 6≤ 0 is feltehető — z vagy −z ilyen
vektor.

Legyen x(λ) := x+ λz (λ ∈ R). Ekkor az

{x(λ) : λ1 ≤ λ ≤ λ2, λ ∈ R}

halmaz minden pontja az Ax ≥ b rendszer megoldása, ahol

λ1 := max
i/∈I

{
bi − iax

iaz
: iaz > 0

}

, λ2 := min
i/∈I

{
bi − iax

iaz
: iaz < 0

}

.

Itt −∞ < λ1 < 0 < λ2 ≤ ∞, továbbá

{i : iax(λ1) = bi} =: I1 ⊃ I.

Bizonýıtás: A r (IA) = r (A) feltétel azzal ekvivalens, hogy Im (IA)T =
ImAT , vagyis (ortogonális kiegésźıtő altereket véve) Ker IA = KerA. Ezért
ha r (IA) < r (A), akkor Im (IA)T ⊂ ImAT , vagyis Ker IA ⊃ KerA, tehát
létezik z vektor, amelyre IAz = 0, Az 6= 0.

Teljesül, hogy (Ax(λ))i = iax+ λ(iaz) ≥ bi, ha
1. iaz = 0 (spec. minden i ∈ I esetén); vagy
2. iaz < 0, és λ ≤ bi−iax

iaz ; vagy

3. iaz > 0, és λ ≥ bi−iax
iaz ;

tehát Ax(λ) ≥ b, ha λ1 ≤ λ ≤ λ2, λ ∈ R.
Az álĺıtás hátralevő része nyilvánvaló abból, hogy

1. i /∈ I esetén bi − iax < 0 (ezért λ1 < 0 < λ2);
2. Az-nek van pozit́ıv koordinátája (ezért −∞ < λ1);
3. iaz = 0 (i ∈ I), ezért

iax(λ1) = iax+ λ1(iaz) = iax = bi (i ∈ I).
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Ha λ1 = bi∗−i∗ax

i∗az , akkor

i∗ax(λ1) = i∗ax+
bi∗ − i∗ax

i∗az
i∗az = bi∗

ráadásul, ezért x(λ1) legalább eggyel több egyenlőtlenséget teljeśıt egyen-
lőséggel. 2

Az Ax ≥ b rendszer adott x megoldásához az alábbi módon kereshe-
tünk meg egy olyan z vektort, amelyre IAz = 0, Az 6= 0. Hagyjuk el az
E ∈ Rm×m egységmátrix I-beli indexű oszlopait, az ı́gy kapott mátrixot
jelöljük E′-vel. Keressük az E′y − Az = 0 rendszer megoldását, amelyre
y 6= 0. (Ha ilyen van, akkor a q(j) vektorok egyike ilyen.) Az ı́gy kapott z
vektor megfelel.

3.10. Tétel: (Caratheodory) Ha az Ax ≥ b rendszernek van megoldása,
akkor bázismegoldása is van.

Bizonýıtás: Legyen x az Ax ≥ b rendszer megoldása. Ha az x vektor nem
bázismegoldás, akkor tekintsük az előző álĺıtásbeli x(λ1)-et. Ez a vektor is
megoldás, és I1 ⊃ I miatt “nagyobb az esélye” bázismegoldásnak lenni. Ha
mégsem lenne az, legyen x := x(λ1), és kezdjük a bizonýıtást elölről. . . 2

A Caratheodory-tétel két következményét emĺıtjük.

3.11. Álĺıtás: Legyen S ⊆ Rd, ekkor

coneS =

{
d∑

i=1

λixi : λi ≥ 0, xi ∈ S (i = 1, . . . , d)

}

.

Bizonýıtás: Az, hogy az álĺıtásban szereplő jobb oldali halmaz coneS része,
azonnal következik 3.2-ből. A ford́ıtott irányú tartalmazás pedig Caratheo-
dory tételének Ax = b, x ≥ 0 alakú rendszerekre vonatkozó változatának
következménye. 2

Legyenek O1, O2 ⊆ R3 az (1, 1, 0), illetve (−1, 1, 0) pontok körüli egy-
ségsugarú zárt gömbök {x ∈ R3 : x1 = 1}, illetve {x ∈ R3 : x1 = −1} śıkba
eső részei. Ekkor az S := O1∪O2 halmaz mutatja, hogy a következő álĺıtás
feltétele nem hagyható el.

3.12. Álĺıtás: Ha S ⊆ Rd kompakt halmaz, és elemeiből csak triviálisan
lehet kikombinálni az origót nemnegat́ıv együtthatókkal, akkor coneS zárt.
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Bizonýıtás: Legyen x(k) (k = 1, 2, . . .) coneS-beli elemek egy konvergens
sorozata, limeszpontját jelölje x. Azt kell megmutatnunk, hogy x ∈ coneS.

3.11 szerint minden k = 1, 2, . . . esetén léteznek x
(k)
i ∈ S (i = 1, . . . , d)

elemek és λ
(k)
i ≥ 0 (i = 1, . . . , d) számok úgy, hogy

x(k) =
d∑

i=1

λ
(k)
i x

(k)
i (k = 1, 2, . . .).

A λ
(k)
i (i = 1, . . . , d) számok összegét jelölje λ(k) (k = 1, 2, . . .). Ezekről a

λ(k) számokról feltehető, hogy közülük végtelen sok nem nulla, különben
végtelen sok x(k) = 0, és ı́gy x = 0 ∈ coneS lenne. Részsorozatot véve ha
szükséges, feltehető, hogy az összes λ(k) 6= 0. Bolzano–Weierstrass tétele

szerint, a {λ(k)
i /λ(k) : k = 1, 2 . . .} és az {x(k)

i : k = 1, 2, . . .} halmazok
korlátossága miatt feltehető, hogy

λ
(k)
i /λ(k) → λ′i (k → ∞), és x

(k)
i → xi (k → ∞) (i = 1, . . . , d)

valamely λ′i ≥ 0 számok és xi ∈ S elemek esetén. Mivel

x(k) = λ(k) ·
d∑

i=1

(λ
(k)
i /λ(k)

︸ ︷︷ ︸

→λ′

i

)x
(k)
i
︸︷︷︸

→xi

→ x (k → ∞),

azért a {λ(k) : k = 1, 2, . . .} halmaz sem lehet korlátlan. (Különben
részsorozatot választva ha kell, feltehető lenne, hogy λ(k) → ∞ (k → ∞), és
akkor

∑d
i=1 λ

′
ixi = 0 lenne, ellentétben a feltétellel.) Ezért feltehető, hogy

λ(k) → λ (k → ∞) valamely λ ≥ 0 esetén. Legyen λi := λ ·λ′i (i = 1, . . . , d),
ekkor x =

∑d
i=1 λixi a coneS eleme. 2

Speciálisan a lineárisan független vektorok által generált kúpok zártak.
Caratheodory tételének Ax = b, x ≥ 0 alakú rendszerekre vonatkozó vál-
tozata szerint tetszőleges végesen generált kúp előáll véges sok lineárisan
független vektorok által generált kúp úniójaként, tehát a fentiekből adódóan
a végesen generált kúpok mind zártak. (Lehetnek tehát poliédrikus kúpok.)
E kétféle kúptulajdonság azonosságához még egy segédtételre lesz szüksé-
günk, ami a Farkas-lemma és Caratheodory tételének (valamint 3.8-nak)
azonnali következménye.
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Az {x : aTx = β}, {x : aTx ≥ β}, illetve {x : aTx > β} alakú halma-
zokat, ahol 0 6= a ∈ Rd, β ∈ R, (ha β = 0, akkor homogén) hiperśıknak,
zárt, illetve nýılt féltérnek nevezzük. 2.24 szerint ez a defińıció nem
mond ellent a második fejezetbelinek, vagyis a hiperśıkok éppen az eltolt
(d− 1)-dimenziós alterek.

A Farkas-lemma alternat́ıváinak jelentése ezután:
a) az Ax = b, x ≥ 0 rendszer megoldhatósága azt jelenti, hogy b ∈ Im+A;
b) az AT y ≥ 0, bT y < 0 rendszer megoldhatósága pedig azt, hogy létezik
olyan homogén hiperśık, hogy az általa meghatározott egyik zárt féltér
tartalmazza az Im+A kúpot, de a b vektort nem.

A szemlélet azt sugallja, hogy az utóbbi esetben olyan fenti tulajdonságú
hiperśık is létezik, amely tartalmazza
a) az egész Im+A kúpot, ha b /∈ lin Im+A;
b) a kúp egy “lapját”, ha b ∈ lin Im+A.

Ezt igazolja a következő tétel. Vegyük még észre, hogy mivel az Im+A
kúp lineáris burka az ImA altér, azért
a) b /∈ lin Im+A esetén r (A, b) = r (A) + 1 = dim lin Im+A+ 1;
b) b ∈ lin Im+A esetén pedig r (A, b) = r (A) = dim lin Im+A.

3.13. Tétel: (A lineáris egyenlőtlenségek alaptétele) Bármely A ∈ Rm×n

mátrix és b ∈ Rm vektor esetén az alábbi álĺıtások közül pontosan az egyik
teljesül:
a) az Ax = b, x ≥ 0 rendszer megoldható, vagyis b ∈ Im+A;
b) létezik olyan y vektor, amelyre AT y ≥ 0, bT y = −1, és amely merőleges
r (A, b) − 1 lineárisan független A-beli oszlopvektorra. 2

Most már rátérhetünk annak bizonýıtására, hogy a végesen generált
kúpok éppen a poliéder kúpok.

3.14. Tétel: (Weyl) Minden végesen generált kúp poliéder kúp.

Bizonýıtás: Legyen A ∈ Rd×n tetszőleges mátrix, az Im+A kúpot kell
előálĺıtanunk valamely Ker+B kúpként, ahol B ∈ Rm×d.

Először abban az esetben igazoljuk az álĺıtást, mikor r (A) = d. Ekkor
az Ax = b rendszer minden b ∈ Rd vektor esetén megoldható, vagyis ekkor
r (A, b) − 1 = r (A) − 1 = d − 1. Tekintsük az összes olyan homogén zárt
félteret, amely tartalmazza az Im+A kúpot, és amelynek határoló hiperśık-
ját d − 1 lineárisan független A-beli oszlopvektor fesźıti. A lineáris egyen-
lőtlenségek alaptétele szerint Im+A e véges sok féltér metszete.
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Általában könnyen belátható, hogy ha N ∈ Rd×d invertálható mátrix,
akkor

Im+ (NA) = Ker+ B̂ ⇐⇒ Im+A = Ker+ (B̂N).

Ezért elég az Im+ (NA) kúpot előálĺıtani valamely Ker+ B̂ kúpként.
Tudjuk, hogy létezik N ∈ Rd×d invertálható mátrix és π : {1, . . . , n} →

{1, . . . , n} permutáció úgy, hogy az NAPπ mátrix első r sorát elhagyva 0
mátrixot kapunk, első r sorának első r oszlopában pedig egységmátrix áll.
Jelölje A′ az NAPπ mátrix első r sorából álló mátrixot. A már belátottak
szerint létezik B′ mátrix úgy, hogy Im+A

′ = Ker+B
′. De akkor

Im+ (NA) = Im+ (NAPπ) =

= (Im+A
′) × {0} = (Ker+B

′) × {0} = Ker+ B̂,

ahol

B̂ :=






B′ 0
0 E
0 −E




 .

2

A Weyl-tétel duálisa, a Minkowski-tétel most már könnyen adódik 3.4
seǵıtségével.

3.15. Tétel: (Minkowski) Minden poliéder kúp végesen generált kúp.

Bizonýıtás: Legyen A ∈ Rm×d tetszőleges mátrix, a Ker+A kúpot kell
előálĺıtanunk valamely Im+B kúpként, ahol B ∈ Rd×n. Weyl tétele szerint
létezik B mátrix úgy, hogy Im+A

T = Ker+B
T . Ekkor

Ker+A = (Im+A
T )∗ = (Ker+B

T )∗ = Im+B,

vagyis a B mátrix megfelel. 2

Következő célunk Weyl és Minkowski tételei inhomogén változatának
bizonýıtása.

A C ⊆ Rd halmazt konvex halmaznak nevezzük, ha bármely két
elemével együtt azok nemnegat́ıv, 1-összegű lineáris kombinációit (vagyis a
két elem által meghatározott szakaszt) is tartalmazza, vagyis

x1, x2 ∈ C, λ1, λ2 ≥ 0, λ1 + λ2 = 1 esetén λ1x1 + λ2x2 ∈ C.
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(Az x1, x2 elemek által meghatározott szakaszt röviden [x1, x2]-vel jelöljük.)
Könnyen belátható, hogy nevüknek megfelelően a konvex kúpok éppen azok
a konvex halmazok, amelyek kúpok is egyben.

Konvex halmazok tetszőleges rendszerének metszete nyilván konvex hal-
maz, ı́gy egy adott S ⊆ Rd halmaz esetén létezik egyértelműen az S halmazt
tartalmazó legszűkebb konvex halmaz, S konvex burka,

conv S := ∩{C : S ⊆ C, C konvex halmaz}.

2.1 mintájára igazolható az alábbi

3.16. Álĺıtás: Tetszőleges nemüres S ⊆ Rd halmaz esetén teljesül, hogy

conv S =

{
k∑

i=1

λixi : k ∈ N , λi ∈ R+, xi ∈ S (i = 1, . . . , k),
k∑

i=1

λi = 1

}

,

az S-beli elemek konvex kombinációinak a halmaza. Az üres halmaz
konvex burka önmaga. 2

Véges sok [affin független] pont konvex burkaként előálló halmazt po-
litópnak [szimplexnek] nevezzük.

A véges sok zárt féltér metszeteként előálló halmazokat (vagyis a lineáris
egyenlőtlenség-rendszerek megoldáshalmazait) poliédereknek nevezzük.

Könnyen belátható, hogy nevüknek megfelelően a poliéder kúpok éppen
azok a poliéderek, amelyek kúpok is egyben.

Végesen generált halmaznak nevezzük egy politóp és egy végesen
generált kúp összegeként előálló halmazokat.

A most következő Motzkin-tétel szerint a poliéderek éppen a végesen
generált halmazok. A tételt homogenizációval igazoljuk a Weyl-Minkowski-
tételekből.

Vezessük be az alábbi jelöléseket:

C(K) :=
{

x ∈ Rd : {1} × {x} ⊆ K
}

(K ⊆ Rd+1 konvex kúp),

K(C) := cone ({1} × C) (C ⊆ Rd konvex halmaz).

A jelölésnek megfelelően C(K) konvex halmaz, K(C) konvex kúp.
A homogenizációs azonosságokat (vö. 2.19, 2.20, 2.21) bonyoĺıtja, hogy

a konvex kúpok és halmazok már nem feltétlenül zártak. (Bár konvex kúp
[konvex halmaz] lezártja is konvex kúp [konvex halmaz].)
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3.17. Álĺıtás: Tetszőleges S, S1, S2 ⊆ Rd halmazok esetén
a) coneS = cone conv S = {λx : λ ≥ 0, x ∈ conv S}, speciálisan

cone ({1} × S) = cone ({1} × conv S) =
= ∪{{λ} × {λx} : λ ≥ 0, x ∈ conv S} ;

b)
{

x ∈ Rd : {1} × {x} ⊆ cone ({1} × S)
}

= conv S;

c)
cone ({1} × S1) ⊆ cone ({1} × S2) ⇐⇒ conv S1 ⊆ conv S2.

(Az álĺıtás c) része persze érvényben marad, ha benne mindkét ⊆ jel helyébe
=-t vagy ⊂-t ı́runk.)

Bizonýıtás: a) A coneS ⊆ cone conv S tartalmazás S ⊆ conv S, mı́g a
coneS ⊇ cone conv S tartalmazás conv S ⊆ coneS következménye. A
második igazolandó halmazegyenlőség hasonlóan bizonýıtható.

b) könnyű következménye annak, hogy coneS [conv S] S elemeinek
nemnegat́ıv [konvex] kombinációiból áll.

c) a) és b) következménye. 2

3.18. Álĺıtás: Tetszőleges S, S1, S2 ⊆ Rd halmazok esetén
a) cl coneS = cl cone clS, speciálisan

cl cone ({1} × S) = cl cone ({1} × clS) ;

b)
{

x ∈ Rd : {1} × {x} ⊆ cl cone ({1} × S)
}

= cl conv S;

c)

cl cone ({1} × S1) ⊆ cl cone ({1} × S2) ⇐⇒ cl conv S1 ⊆ cl conv S2.

(Az álĺıtás c) része persze érvényben marad, ha benne mindkét ⊆ jel helyébe
=-t vagy ⊂-t ı́runk.)

Bizonýıtás: a) A cl coneS ⊆ cl cone clS tartalmazás S ⊆ clS, a cl coneS ⊇
cl cone clS tartalmazás pedig clS ⊆ cl coneS következménye.
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b) 3.17 a) és 3.18 a) miatt feltehető, hogy S = C zárt, konvex halmaz.
Azt kell belátnunk, hogy C(clK(C)) = C. 3.17 b) szerint C = C(K(C)),
ı́gy világos, hogy C ⊆ C(clK(C)). Megford́ıtva ha x ∈ C(clK(C)), akkor
3.17 a) szerint léteznek λk ≥ 0 számok és xk ∈ C pontok (k = 1, 2, . . .)
úgy, hogy λk → 1, és λkxk → x (k → ∞). Emiatt az xk (k = 1, 2, . . .)
pontsorozat konvergens, limeszpontja az x pont, amely a C halmaz zártsága
miatt C-beli. Ebből a C(clK(C)) ⊆ C tartalmazás is látszik.

c) 3.17 a) és 3.18 a) miatt feltehető, hogy Si = Ci (i = 1, 2) zárt, konvex
halmazok. Az álĺıtás ezek után 3.18 b) és 3.17 c) következménye. 2

3.19. Álĺıtás: Legyen H := {x ∈ Rd : aTx = β} egy inhomogén hiperśık
(vagyis 0 6= a ∈ Rd, 0 6= β ∈ R teljesüljön), továbbá K ⊆ Rd konvex kúp.
Ekkor
a) aT (K \ {0}) > 0, β > 0 esetén cone (K ∩H) = K.

Ha K még zárt is, és K ∩H 6= ∅, akkor
b) aTK ≥ 0, β > 0 esetén cl cone (K ∩H) = K.

(Itt S ≥ 0, illetve S > 0 alatt természetesen azt értjük, hogy az S ⊆ R
halmaz minden eleme nemnegat́ıv, illetve pozit́ıv.)

Bizonýıtás: a) Persze cone (K ∩ H) ⊆ coneK = K. Másfelől 0 6= x ∈ K
esetén aTx > 0, ı́gy β

aT x
x ∈ K ∩H, és

x =
aTx

β

(
β

aTx
x

)

∈ cone (K ∩H).

b) Itt is nyilvánvaló, hogy cl cone (K ∩ H) ⊆ K. Másfelől ha x ∈ K,
akkor aTx ≥ 0. Ha még aTx > 0 is teljesül, akkor mint az előbb x ∈
cone (K ∩H). Tegyük fel ezért, hogy aTx = 0, és legyen 0 6= x0 ∈ K ∩H.
Ekkor x0 + kx ∈ K ∩H (k = 1, 2, . . .), és

cone (K ∩H) ∋ [x0, x] ∩ [x0 + kx, 0] → x (k → ∞),

amiből x ∈ cl cone (K ∩H), és ı́gy a másik irányú tartalmazás is adódik.2

3.20. Tétel: Tetszőleges C ⊆ Rd konvex halmaz esetén C = C(K(C)),
és clC = C(clK(C)).

Ha K ⊆ Rd+1 konvex kúp, amelyre eT1 (K \ {0}) > 0 teljesül, akkor
K = K(C(K)).

Ha K ⊆ Rd+1 zárt, konvex kúp, amelyre C(K) 6= ∅ és eT1K ≥ 0 teljesül,
akkor K = clK(C(K)).
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Bizonýıtás: A tétel 3.17 b), 3.18 b) és 3.19 következménye (3.19-et alkal-
mazzuk az a := e1 ∈ Rd+1 és β := 1 választással). 2

A tétel első feléből adódóan a [zárt] konvex halmazok éppen a C(K)
alakú halmazok, ahol K az Rd+1-beli [zárt] konvex kúpokon fut. A homo-
genizáció tehát ebben az általánosságban is működik, mı́g például a konvex
halmazok már nem éppen az eltolt konvex kúpok.

3.11-ből, illetve 3.12-ből is homogenizációval adódnak a megfelelő inho-
mogén álĺıtások.

3.21. Álĺıtás: Legyen S ⊆ Rd, ekkor

conv S =

{
d+1∑

i=1

λixi : λi ≥ 0, xi ∈ S (i = 1, . . . , d+ 1),
d+1∑

i=1

λi = 1

}

.

2

3.22. Álĺıtás: Kompakt halmaz konvex burka is kompakt. 2

Zárt halmaz konvex burka lehet nemzárt: legyen a halmaz egy egyenes
és egy rá nem illeszkedő pont. Viszont könnyen belátható, hogy nýılt hal-
maz konvex burka is nýılt lesz.

Weyl és Minkowski tételeinek inhomogén változatai is homogenizációval
adódnak. Később jól látjuk majd (vö. 4.20, 4.13), hogy a bizonýıtásban
szereplő P̃ poliéder nem más, mint clK(P ). (Az extra koordináta helyének
nincs jelentősége, általában a vektor elejére vagy végére kerül.)

3.23. Tétel: (Motzkin) A poliéderek éppen a végesen generált halmazok.

Bizonýıtás: 1. Legyen P ⊆ Rd poliéder, és éppen P = {x : Ax ≥ b} alakú,
ahol A ∈ Rm×d, b ∈ Rm. Ekkor

P̃ :=

{(

x
ξ

)

: Ax− bξ ≥ 0, ξ ≥ 0

}

⊆ Rd+1

poliéder kúp, ı́gy Minkowski tétele szerint léteznek x1, . . . , xn ∈ Rd vek-
torok és ξ1, . . . , ξn ∈ R számok úgy, hogy

P̃ = Im+

(

x1 . . . xn

ξ1 . . . ξn

)

.
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Feltehető, hogy minden ξi szám 0 vagy 1, például ξ1 = . . . = ξj = 1,
ξj+1 = . . . = ξn = 0. Legyenek

Q := conv {x1, . . . , xj}, R := Im+ (xj+1, . . . , xn),

ekkor Q politóp, R végesen generált kúp, és P = Q + R végesen generált
halmaz, ugyanis

x ∈ P ⇐⇒
(

x
1

)

∈ P̃ ⇐⇒

⇐⇒
(

x
1

)

∈ Im+

(

x1 . . . xj xj+1 . . . xn

1 . . . 1 0 . . . 0

)

⇐⇒ x ∈ Q+R.

2. Legyen Q ⊆ Rd politóp, R ⊆ Rd végesen generált kúp, és éppen
Q = conv {x1, . . . , xj}, illetve R = Im+ (xj+1, . . . , xn) alakú valamely xi

(i = 1, . . . , n) vektorok esetén. Ekkor

P̃ := Im+

(

x1 . . . xj xj+1 . . . xn

1 . . . 1 0 . . . 0

)

végesen generált kúp, ı́gy Weyl tétele szerint létezik A ∈ Rm×d mátrix és
b ∈ Rm vektor úgy, hogy

P̃ =

{(

x
ξ

)

: Ax+ (−b)ξ ≥ 0

}

.

Ekkor Q+R = {x : Ax ≥ b} poliéder, ugyanis

x ∈ Q+R⇐⇒
(

x
1

)

∈ P̃ ⇐⇒

⇐⇒
(

x
1

)

∈
{(

x
ξ

)

: Ax+ (−b)ξ ≥ 0

}

⇐⇒ Ax ≥ b.

2

3.24. Következmény: A politópok éppen a korlátos poliéderek. 2

3.25. Következmény: Poliéderek [politópok, végesen generált kúpok]
véges metszete, direkt szorzata, lineáris képe (́ıgy vetülete altérre, lineáris
kombinációja) is poliéder [politóp, végesen generált kúp]. Poliéder [poliéder
kúp] lineáris inverz képe is poliéder [poliéder kúp]. 2
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Lineáris képek zártságának a szeparációs és alternat́ıvatételek témakör-
ben találjuk meg fontos következményeit.

Legyenek S1, S2 ⊆ Rd nemüres halmazok. Azt mondjuk, hogy az S1

és S2 halmazok elválaszthatók vagy szeparálhatók, ha létezik hiperśık
úgy, hogy az általa meghatározott két zárt féltér egyike tartalmazza az S1

halmazt, a másika pedig az S2 halmazt. (Vagyis létezik 0 6= a ∈ Rd vektor
úgy, hogy supaTS1 ≤ inf aTS2.) Ekkor egy fenti tulajdonságú hiperśıkot az
S1 és S2 halmazokat elválasztó vagy szeparáló hiperśıknak nevezzük.
(Vagyis a fenti jelöléssel szeparáló hiperśık lesz minden olyan {x ∈ Rd :
aTx = β} alakú halmaz, ahol supaTS1 ≤ β ≤ inf aTS2.)

Azt mondjuk, hogy az S1 és S2 halmazok erősen szeparálhatók, ha
létezik két őket szeparáló hiperśık, amelyek egymás eltoltjai. (Vagyis létezik
0 6= a ∈ Rd vektor úgy, hogy supaTS1 < inf aTS2.)

Most egy alapvető fontosságú szeparációs tételt bizonýıtunk.

3.26. Tétel: (első Hahn–Banach-tétel) Legyenek C1, C2 ⊆ Rd nemüres,
diszjunkt, konvex halmazok. Tegyük fel továbbá, hogy C1 kompakt, C2 pedig
zárt halmaz. Ekkor a C1 és C2 halmazok erősen szeparálhatók, sőt létezik
a ∈ C2 − C1 vektor, amelyre sup aTC1 < inf aTC2.

Bizonýıtás: Először megmutatjuk, hogy a C1 és a C2 halmaz távolsága
felvétetik. Válasszunk egy C1-beli és egy C2-beli elemet, ezek távolsága
legyen τ . A C1 halmaz τ sugarú zárt környezete (jelölje ezt Ĉ1) már
belemetsz C2-be. Mivel C1 és Ĉ1 ∩ C2 is korlátos és zárt halmazok, azért
Weierstrass tétele szerint a

t : C1 × (Ĉ1 ∩ C2) → R+; t(x1, x2) := ||x1 − x2|| (x1 ∈ C1, x2 ∈ Ĉ1 ∩ C2)

folytonos függvény infimuma felvétetik, és ez könnyen láthatóan éppen a
C1 és a C2 távolsága.

Tehát elég megmutatnunk, hogy ha két diszjunkt, konvex halmaz tá-
volsága felvétetik, akkor erősen szeparálhatók.

Feltehetjük, hogy C1 = {0}. (Ha nem ı́gy lenne, szeparáljuk erősen a
C2 −C1 és a {0} halmazokat!) Legyen x0 6= 0 a C2-beli legrövidebb vektor,
ekkor x ∈ C2, 0 < λ < 1 esetén x0 + λ(x− x0) ∈ C2, ı́gy

||x0 + λ(x− x0)||2 ≥ ||x0||2,
||x0||2 + 2λxT

0 (x− x0) + λ2||x− x0||2 ≥ ||x0||2,
2xT

0 (x− x0) + λ||x− x0||2 ≥ 0,
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amiből (tartsunk λ-val 0-hoz!) xT
0 x ≥ ||x0||2 következik. Ezért a := x0

megfelel. 2

Két zárt, konvex halmaz már nem erősen szeparálható általában: legyen
az egyik halmaz a śıkban egy hiperbolalap, a másik halmaz pedig az aszimp-
totája.

Viszont két poliéder mindig erősen szeparálható (ez az eredmény csak a
Farkas-lemma seǵıtségével is igazolható, abból kiindulva, hogy a poliéderek
diszjunktsága miatt a poliédereket léıró lineáris egyenlőtlenség-rendszerek
együttesen nem megoldhatók):

3.27. Tétel: Legyen P1, P2 ⊆ Rd két diszjunkt poliéder, ekkor P1 és P2

erősen szeparálhatók.

Bizonýıtás: Mivel P1 ∩ P2 = ∅, azért 0 /∈ P2 − P1. Itt P2 − P1 3.25 szerint
poliéder, ı́gy 3.26 szerint erősen szeparálható a csak az origót tartalmazó
kompakt, konvex halmaztól. Létezik tehát a ∈ Rd (sőt a ∈ P2 −P1) vektor
úgy, hogy 0 < inf aT (P2 − P1). De akkor supaTP1 < inf aTP2 is teljesül,
vagyis P1 és P2 erősen szeparálhatóak. 2

Ha egy K ⊆ Rd kúp és egy S ⊆ Rd nemüres halmaz szeparálhatóak,
akkor szeparálhatóak homogén hiperśıkkal is. (Ha ugyanis sup aTK ≤
inf aTS, akkor aTK ⊆ R felülről korlátos kúp R-ben, vagyis {0} vagy
R−. Mindenképpen supaTK = 0, és ı́gy {x ∈ Rd : aTx = 0} is szeparáló
hiperśık.) Ennek az egyszerű észrevételnek a seǵıtségével most belátunk
egy fontos dualitástételt, 2.12, sőt 3.5 általánośıtását.

3.28. Tétel: Tetszőleges S ⊆ Rd nemüres halmaz esetén S∗∗ = cl coneS.
Speciálisan S∗∗ = S pontosan akkor teljesül, ha az S halmaz zárt, konvex
kúp.

Bizonýıtás: 3.3 szerint feltehető, hogy az S halmaz zárt, konvex kúp. Az
S ⊆ S∗∗ tartalmazás nyilvánvaló. Azt kell még belátnunk, hogy ha x /∈ S,
akkor x /∈ S∗∗. Legyen tehát x /∈ S tetszőleges pont, ekkor 3.26 és a tétel
előtti megjegyzés szerint létezik 0 6= a ∈ Rd vektor úgy, hogy aTx < 0 =
inf aTS. Ekkor a ∈ S∗, xTa < 0, tehát x /∈ S∗∗, amit igazolnunk kellett. 2

3.29. Tétel: Legyenek K1,K2 ⊆ Rd konvex kúpok. Ekkor (K1 ∩K2)
∗ ⊇

cl (K∗
1 +K∗

2 ), egyenlőséggel, ha K1,K2 még zártak is.
A megfelelő álĺıtások igazak akkor is, ha kettő helyett több kúp szerepel

bennük.
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Bizonýıtás: Először is K1 ∩K2 ⊆ K1, ı́gy K∗
1 ⊆ (K1 ∩K2)

∗, és hasonlóan
K∗

2 ⊆ (K1 ∩K2)
∗. De akkor (mivel (K1 ∩K2)

∗ zárt, konvex kúp)

K∗
1 +K∗

2 ⊆ (K1 ∩K2)
∗ + (K1 ∩K2)

∗ = (K1 ∩K2)
∗,

és ı́gy
cl (K∗

1 +K∗
2 ) ⊆ (K1 ∩K2)

∗

is teljesül, ami éppen a tétel első fele.
A tétel második fele 3.28 és 3.6 seǵıtségével igazolható: ha ugyanis

K1,K2 zárt, konvex kúpok, akkor

(K1 ∩K2)
∗ = (K∗∗

1 ∩K∗∗
2 )∗ = (K∗

1 +K∗
2 )∗∗ = cl (K∗

1 +K∗
2 ).

A kettőnél több kúp esete hasonlóan intézhető el. (Figyeljük meg, milyen
hasznos volt a K∗∗ = K dualitástétel!) 2

A fejezet végén visszatérünk a Farkas-lemmához. Számtalan variánsát
egységeśıtjük.

Legyen K ⊆ Rd konvex kúp, és x1, x2 ∈ Rd esetén x1 ≥K x2 jelölje
azt, hogy x1 − x2 ∈ K. Könnyen belátható, hogy a ≥K reláció reflex́ıv,
tranzit́ıv, és ha K ∩ −K = {0} (amikor is a kúpot csúcsosnak nevezzük),
akkor antiszimmetrikus is, tehát részbenrendezés.

Cseréljük le a Farkas-lemmában az “x ≥ 0” feltételt az “x ≥K 0”
feltételre. Az ı́gy kapott kúplineáris Farkas-lemmához már fel kell tennünk,
hogy az AK konvex kúp zárt (mivel ez nem teljesül feltétlenül, ha K már
nem a nemnegat́ıv ortáns), sőt a tétel alternat́ıváinak ekvivalenciája éppen
ezt a zártságot jelenti:

3.30. Tétel: (kúplineáris Farkas-lemma) Legyen A ∈ Rm×n, K ⊆ Rn

tetszőleges konvex kúp. Tegyük fel, hogy az AK konvex kúp zárt. Ekkor (és
csak ekkor) az alábbi álĺıtások minden b ∈ Rm esetén ekvivalensek:
a) létezik x ∈ Rn vektor úgy, hogy Ax = b, x ≥K 0;
b) valahányszor egy y ∈ Rm vektor esetén AT y≥K∗ 0 teljesül, akkor bT y≥0
is egyben.

Bizonýıtás: Az a) alternat́ıva nyilván azzal ekvivalens, hogy b ∈ AK. A b)
alternat́ıva jelentése pedig az, hogy b ∈ (AK)∗∗, ugyanis

AT y ∈ K∗ ⇐⇒ inf(AT y)TK ≥ 0 ⇐⇒ inf yT (AK) ≥ 0 ⇐⇒ y ∈ (AK)∗,
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és a b) alternat́ıva éppen azt követeli meg, hogy minden ilyen y vektor
esetén bT y ≥ 0 legyen.

A két alternat́ıva tehát pontosan akkor ekvivalens minden b ∈ Rm

esetén, ha AK = (AK)∗∗, vagyis ha AK zárt, konvex kúp. 2

3.31. Megjegyzés: A zártsági feltétel nem triviális, nem következik K
zártságából. Legyen ugyanis

K :=
{

x ∈ R3 : x és (1, 0, 1)T szöge ≤ 45◦
}

.

Abból, hogy a, x ∈ Rd esetén az a és az x vektorok által bezárt szög
koszinusza aTx/(||a|| · ||x||) könnyen látható, hogy

K =
{

x ∈ R3 : 2x1x3 ≥ x2
2, x1, x3 ≥ 0

}

.

Legyen A az {x ∈ R3 : x1 = 0} altérre való vet́ıtésnek megfelelő vet́ıtő
mátrix megfosztva első (nulla) sorától, azaz

A :=

(

0 1 0
0 0 1

)

.

Megmutatjuk, hogy AK nem zárt. Nézzük hová vetülnek a kúp tenge-
lyére merőleges śıkokkal való metszetei! Legyen

Hα :=
{

x ∈ R3 : x1 + x3 = α
}

(α ≥ 0).

Ekkor K = ∪α≥0(K ∩Hα), amiből

AK = A(∪α≥0(K ∩Hα)) = ∪α≥0A(K ∩Hα).

Nyilván

A(K ∩Hα) =

{(

x2

x3

)

: 2(α − x3)x3 ≥ x2
2, 0 ≤ x3 ≤ α

}

=

=

{(

x2

x3

)

: α2/2 ≥ x2
2 + 2(x3 − α/2)2

}

.

Ezért

AK =

{(

x2

x3

)

: x3 > 0

}

∪
{(

0
0

)}

, cl (AK) =

{(

x2

x3

)

: x3 ≥ 0

}

,

ı́gy például b := (1, 0)T ∈ cl (AK) \ AK.
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Kimondjuk még a kúplineáris Farkas-lemma egy (látszólag) általáno-
sabb formáját, amelyet szokás szerint eltérésváltozókat bevezetve bizonýıt-
hatunk 3.30-ból (vagy hasonló módon).

3.32. Tétel: (általános kúplineáris Farkas-lemma) Legyen A ∈ Rm×n,
továbbá K1 ⊆ Rm, K2 ⊆ Rn konvex kúpok. Tegyük fel, hogy az AK2 −K1

konvex kúp zárt. Ekkor (és csak ekkor) az alábbi álĺıtások minden b ∈ Rm

esetén ekvivalensek:
a) létezik x ∈ Rn vektor úgy, hogy Ax ≥K1

b, x ≥K2
0;

b) valahányszor egy y ∈ Rm vektor esetén AT y ≥K∗

2
0, y ≤K∗

1
0, akkor

bT y ≥ 0 is egyben. 2

Fontos következményként nyerjük az alábbi tételt:

3.33. Tétel: (kúplineáris Farkas-tétel) Legyen A ∈ Rm×n, b ∈ Rm,
c ∈ Rn, δ ∈ R, továbbá K1 ⊆ Rm, K2 ⊆ Rn konvex kúpok. Tegyük fel,
hogy az

(

A
−cT

)

K2 −
(

K1

R+

)

konvex kúp zárt, továbbá hogy a

P := {x ∈ Rn : Ax ≥K1
b, x ≥K2

0} ,
D :=

{

y ∈ Rm : AT y ≤K∗

2
c, y ≥K∗

1
0
}

jelölésekkel a P∪D halmaz nemüres. Ekkor az alábbi álĺıtások ekvivalensek:
a) létezik x ∈ Rn vektor úgy, hogy Ax ≥K1

b, x ≥K2
0, és cTx ≤ δ;

b) valahányszor egy y ∈ Rm vektor esetén AT y ≤K∗

2
c, y ≥K∗

1
0, akkor

bT y ≤ δ is egyben.

Bizonýıtás: Az a)⇒b) irány most is könnyű. Ha x ∈ P, y ∈ D, és cTx ≤ δ,
akkor

0 ≤ yT (Ax− b) + xT (c−AT y) = cTx− bT y ≤ δ − bT y,

és ı́gy bT y ≤ δ teljesül.
A ford́ıtott irányhoz elég megmutatnunk, hogy b)-ből következik, hogy

AT y − cµ ≤K∗

2
0, y ≥K∗

1
0, µ ≥R+

0 esetén bT y − δµ ≤ 0;

ennek ugyanis 3.32 és a zártsági feltétel szerint már következménye az a)
álĺıtás. A kiemelt álĺıtás µ > 0 esetén a µ-vel való leosztás után b)-ből
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adódik. Ha µ = 0, és P 6= ∅, akkor 3.32 triviális “a)⇒b)” iránya szerint
bT y ≤ 0. Ha µ = 0, és D 6= ∅, akkor rögźıtsünk tetszőleges y0 ∈ D elemet,
és legyen y ≥K∗

1
0 olyan vektor, amelyre AT y ≤K∗

2
0 teljesül. Legyen

továbbá yλ := y0 + λy (λ ≥ 0), ekkor yλ ∈ D (λ ≥ 0), b) szerint bT yλ ≤ δ
minden λ ≥ 0 esetén, ami csak úgy lehetséges, ha bT y ≤ 0. Ezzel az
igazolandó álĺıtást a µ = 0, D 6= ∅ esetben is beláttuk. 2

3.33 megford́ıtásáról szólva könnyen belátható, hogy
– a) pontosan akkor nem teljesül, ha

(

b
−δ

)

6∈
(

A
−cT

)

K2 −
(

K1

R+

)

– P ∪ D 6= ∅ esetén b) pontosan akkor nem teljesül, ha

(

b
−δ

)

6∈ cl

((

A
−cT

)

K2 −
(

K1

R+

))

.

Vegyük észre, hogy 3.25 szerint 3.32 és 3.33 zártsági feltétele is teljesülni
fog, ha K1 és K2 is poliéder kúp. (A lineáris kép képzés, az összeadás
és a direkt szorzás nem vezet ki a poliéder kúpok köréből.) Általános
konvex kúpok esetében viszont nemtriviális feltételeket jelentenek. Nehezen
ellenőrizhetőek, ı́gy más elégséges feltételeket keresünk (lásd a 6.26 és 6.27
zártsági tételeket).
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A relat́ıv belsőtől a
regularizációig

4. A relat́ıv belső, lezárt tulajdonságai

Könnyen belátható, hogy egyetlen pozit́ıv sugarú gömb sem lehet egyet-
len hiperśık része sem, vagyis minden hiperśık üres belsejű. A belsőképzés
tartalmazástartása miatt ha egy halmaz része valamely hiperśıknak, akkor
e halmaz belseje is üres. Van azonban a belső fogalmának egy természetes
módośıtása, amely nemtriviális lehet akkor is, mikor a halmaz belefér egy
hiperśıkba, vagyis affin burka szűkebb, mint az egész tér, különben pedig
visszaadja a belsőt.

Legyen S ⊆ Rd tetszőleges halmaz. Azt mondjuk, hogy az x ∈ S pont
az S halmaz relat́ıv belső pontja, ha létezik ε > 0 úgy, hogy

O(x, ε) ∩ aff S ⊆ S.

Az S halmaz relat́ıv belső pontjainak halmazát az S halmaz relat́ıv bel-
sejének nevezzük, és riS-sel jelöljük. Ha az S halmaz megegyezik relat́ıv
belsejével, akkor azt mondjuk, hogy S relat́ıv nýılt. Az S halmaz relat́ıv
határa az rbS := (clS) \ (riS) halmaz, melynek pontjai az S halmaz
relat́ıv határpontjai.

Néhány megjegyzés a relat́ıv belsővel kapcsolatban:
– Ha aff S = Rd, akkor riS = intS.
– A relat́ıv belső képzés (ellentétben a belsőképzéssel) már nem tartal-
mazástartó: abból, hogy S1 ⊆ S2, még nem feltétlenül következik, hogy
riS1 ⊆ riS2. (Legyen S2 egy zárt intervallum, S1 pedig az egyik végpontja.)
Egy elégséges feltétel, hogy aff S1 = aff S2 legyen.
– Könnyen belátható, hogy x ∈ riS, ε > 0 esetén

O(x, ε) ∩ aff S ⊆ S ⇒ O(x, ε) ∩ aff S ⊆ riS.
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Azt mondjuk, hogy az x ∈ Rd pont behúzható egy x0 ∈ S pont mellé
az S ⊆ Rd halmazba, ha létezik ε > 0 úgy, hogy x0 + ε(x− x0) ∈ S.

Azt mondjuk, hogy az x ∈ Rd pont túlhúzható az x0 ∈ S ponton az
S ⊆ Rd halmazban, ha létezik ε > 0 úgy, hogy x0 − ε(x− x0) ∈ S.

A fenti legutolsó megjegyzés szerint tetszőleges x ∈ aff S pont behúzha-
tó egy x0 ∈ riS pont mellé az S (vagy akár a riS) halmazba, és hasonlóan
túlhúzással.

Következő észrevételünk, hogy egy átkoordinátázás és a relat́ıv belső
képzés felcserélhető. (Az világos, hogy a belső, a lezárt, az affin burok
képzés, a konvex burok képzés felcserélhető egy átkoordinátázással.)

4.1. Álĺıtás: Ha S ⊆ Rd tetszőleges halmaz, továbbá T : Rd → Rd

átkoordinátázás, akkor T (riS) = riT (S). (Speciálisan riS 6= ∅ pontosan
akkor, ha riT (S) 6= ∅.)

Bizonýıtás: Először a T (riS) ⊆ riT (S) tartalmazást igazoljuk. Feltehető,
hogy riS 6= ∅. Legyen x ∈ riS. Ekkor létezik ε > 0 úgy, hogy

O(x, ε) ∩ aff S ⊆ S.

Ebből
T (O(x, ε)) ∩ T (aff S) = T (O(x, ε) ∩ aff S) ⊆ T (S)

következik. Nýılt halmaz képe átkoordinátázásnál nýılt (hiszen T az inver-
zének inverze), ezért létezik ε′ > 0 úgy, hogy

O(T (x), ε′) ⊆ T (O(x, ε)).

Továbbá T (aff S) = aff T (S), ı́gy a fentiekből

O(T (x), ε′) ∩ aff T (S) ⊆ T (S)

adódik, vagyis T (x) ∈ riT (S).
Végül a már bizonýıtottak szerint

T−1(riT (S)) ⊆ riT−1(T (S)) = riS,

amiből (alkalmazzuk T -t) adódik a riT (S) ⊆ T (riS) tartalmazás is. 2

Most már egy nemtriviális példát is adhatunk a relat́ıv belsőre:
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4.2. Álĺıtás: Ha S = {x0, . . . , xk} ⊆ Rd affin független halmaz, akkor a

Q := conv S =

{
k∑

i=0

λixi : λi ≥ 0 (i = 0, . . . , k),
k∑

i=0

λi = 1

}

szimplex relat́ıv belseje riQ = Q′, ahol

Q′ :=

{
k∑

i=0

λixi : λi > 0 (i = 0, . . . , k),
k∑

i=0

λi = 1

}

.

Bizonýıtás: Vegyük észre, hogy elég az S = S0 esettel foglalkozni, ahol
S0 := {0, e1, . . . , ek}. (A Q és Q′ halmazoknak ekkor a Q0 és Q′

0 halmazok
felelnek meg természetesen.) Valóban, 2.25 szerint létezik T : Rd → Rd

átkoordinátázás úgy, hogy

T (0) = x0, T (e1) = x1, . . . , T (ek) = xk,

és akkor a speciális eset ismeretében, az előző álĺıtást is használva, már
következne az általános eset:

riQ = ri conv S = ri conv T (S0) =
= T (ri conv S0) = T (riQ0) = T (Q′

0) = Q′

lenne.
Elég tehát azt belátni, hogy riQ0 = Q′

0, vagyis

ri
{

(λ1, . . . , λk, 0, . . . , 0)
T ∈ Rd : λi ≥ 0,

∑k
i=1 λi ≤ 1

}

=

=
{

(λ1, . . . , λk, 0, . . . , 0)
T ∈ Rd : λi > 0,

∑k
i=1 λi < 1

}

.

Először is könnyen belátható, hogy aff Q0 = Rk × {0}. (A nemtriviális
tartalmazáshoz vegyük észre, hogy egy Q′

0-beli ponthoz bármely Rk ×{0}-
beli pont behúzható a Q0 halmazba.)

Legyen most x ∈ Q′
0, ekkor a szereplő függvények folytonossága miatt

létezik ε > 0 úgy, hogy y ∈ O(x, ε) esetén

eTi y ≥ 0 (i = 1, . . . , k), és 1 −
k∑

i=1

eTi y ≥ 0.

Ekkor nyilván
O(x, ε) ∩ aff Q0 ⊆ Q0,

vagyis x ∈ riQ0. Ez mutatja a Q′
0 ⊆ riQ0 tartalmazást.
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Megford́ıtva minden Q0 \ Q′
0-beli x ponthoz tetszőleges közel találunk

(aff Q0) \ Q0-beli pontot. (Húzzunk túl egy Q′
0-beli pontot az x ponton!)

Ebből a riQ0 ⊆ Q′
0 tartalmazás is következik. 2

A következő lemma alapvető fontosságú a későbbiekhez (egyszerű kö-
vetkezménye például, hogy egy konvex halmaz relat́ıv belseje is konvex).
Itt természetes jelöléssel legyen

[x, y[ := [x, y] \ {y} (x, y ∈ Rd).

Hasonlóan definiálható ]x, y] és ]x, y[ is.

4.3. Lemma: (Elérhetőségi lemma) Legyen C ⊆ Rd konvex halmaz,
x0 ∈ riC, x1 ∈ clC. Ekkor [x0, x1[⊆ riC.

Bizonýıtás: A bizonýıtás két lépésből áll.
1. Először azt igazoljuk, hogy ha x0 ∈ riC, és x1 ∈ C, akkor [x0, x1[⊆

riC. Világos, hogy ha ε > 0 olyan szám, amellyel

O(x0, ε) ∩ aff C ⊆ C

teljesül, akkor minden 0 < λ ≤ 1 esetén

O(x1 + λ(x0 − x1), λε) ∩ aff C ⊆ C.

Ez mutatja, hogy [x0, x1[⊆ riC.
2. Másodszor azt igazoljuk, hogy ha x0 ∈ riC, és x1 ∈ clC, akkor

[x0, x1[⊆ riC. Tegyük fel, hogy ε a fenti tulajdonságú pozit́ıv szám, és
legyen 0 < λ < 1. Válasszunk olyan x′1 ∈ C pontot, amelyre

||x′1 − x1|| < ε

/(
1

λ
− 1

)

teljesül. Válasszunk továbbá egy x′0 pontot is úgy, hogy

x′1 + λ(x′0 − x′1) = x1 + λ(x0 − x1)

legyen. Könnyű belátni, hogy ekkor ||x′0 − x0|| < ε, ı́gy x′0 ∈ riC. A már
igazolt eset szerint x1 + λ(x0 − x1) ∈ riC. Ezzel beláttuk az [x0, x1[⊆ riC
tartalmazást is. 2
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Ezidáig még azt sem igazoltuk, hogy egy nemüres, konvex halmaznak
egyáltalán van relat́ıv belső pontja. A most következő tételnek ez azonnali
következménye.

4.4. Tétel: Legyen C ⊆ Rd konvex halmaz. Ha C affin halmaz, akkor

riC = clC = aff C,

különben
∅ ⊂ riC ⊂ clC ⊂ aff C.

Bizonýıtás: A tétel első fele nyilvánvaló, hiszen ha C affin halmaz, akkor
C = aff C. A tétel második feléhez három szigorú tartalmazást kell belát-
nunk.

1. Először azt igazoljuk, hogy ha C nem affin halmaz, akkor ∅ ⊂ riC.
Szűḱıtsük a C affin generáló részhalmazt az aff C affin halmaz affin bá-
zisává, ily módon egy S ⊆ C affin független halmazt kapunk, amelyre
aff S = aff C teljesül. Legyen Q := conv S, ekkor Q ⊆ C és aff Q = aff C
miatt riQ ⊆ riC. Mivel 4.2 szerint riQ 6= ∅, azért riC 6= ∅ is fennáll.

2. Másodszor azt igazoljuk, hogy ha C nem affin halmaz, akkor riC ⊂
clC. Legyenek x0 ∈ riC, x1 ∈ (aff C) \ C tetszőleges pontok, továbbá

λ̂ := sup{λ : x0 + λ(x1 − x0) ∈ C}.

Ekkor 0 < λ̂ ≤ 1, és

x0 + λ̂(x1 − x0) ∈ (clC) \ (riC).

3. Végül azt látjuk be, hogy ha C nem affin halmaz, akkor clC ⊂ aff C.
Legyen x0, x1 mint fent, ekkor

x0 + 2(x1 − x0) ∈ (aff C) \ (clC).

(Itt 2 helyett tetszőleges λ̂-nál nagyobb szám megfelelne.) 2

4.5. Következmény: Legyen C ⊆ Rd konvex halmaz. Ha C 6= ∅, akkor
riC 6= ∅. Ha C 6= Rd, akkor clC 6= Rd. A C konvex halmaz relat́ıv határa
pontosan akkor üres, ha C affin halmaz. 2

A relat́ıv belső pontok a későbbiek szempontjából igen fontos jellemzését
nyerhetjük.
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4.6. Lemma: Legyen C ⊆ Rd nemüres, konvex halmaz. Az x0 pont éppen
akkor relat́ıv belső pontja a C halmaznak, ha a C minden pontja túlhúzható
az x0 ponton a C halmazban.

Bizonýıtás: A nemtriviális irányhoz tegyük fel, hogy a C halmaz minden
pontja túlhúzható az x0 ∈ C ponton a C halmazban. Mivel C nemüres,
konvex halmaz, azért létezik relat́ıv belső pontja, ez is túlhúzható az x0

ponton a C halmazban. De akkor az elérhetőségi lemma miatt x0 ∈ riC.2

4.7. Tétel: Legyen C ⊆ Rd konvex halmaz. Ekkor az aff , a ri és cl
operációk nem különböztetik meg a riC és clC közötti halmazokat, vagyis
például riC ⊆ S1, S2 ⊆ clC esetén aff S1 = aff S2.

Bizonýıtás: A tétel affin burokra vonatkozó részéhez elég azt belátnunk,
hogy aff riC = aff C, és aff C = aff clC. Ebből világos, hogy aff riC ⊆
aff C, és aff C ⊆ aff clC. Az aff C ⊆ aff riC tartalmazáshoz legyen x0 a C
halmaz relat́ıv belső pontja, ekkor tetszőleges x ∈ aff C pont behúzható az
x0 pont mellé a riC halmazba, ami azt mutatja, hogy x ∈ aff riC is teljesül.
Továbbá aff C a C halmazt tartalmazó zárt halmaz, ı́gy clC ⊆ aff C, amiből
aff clC ⊆ aff C is következik.

Ezek után a tétel relat́ıv belsőre vonatkozó részéhez elég azt belátnunk,
hogy ri riC = riC, és riC = ri clC. A relat́ıv belsővel kapcsolatos, 4.1
előtti utolsó megjegyzésből világos, hogy a riC halmaz relat́ıv nýılt. Mivel
C ⊆ clC, és aff C = aff clC, azért riC ⊆ ri clC. Ha most x0 ∈ ri clC,
akkor tetszőleges clC-beli pont túlhúzható az x0 ponton a clC halmazban.
Húzzunk rajta túl egy riC-beli pontot, az elérhetőségi lemmából adódóan
x0 ∈ riC lesz. Ezzel a ri clC ⊆ riC tartalmazást is beláttuk.

A tétel lezártakra vonatkozó részéhez is elég belátnunk, hogy cl riC =
clC, és clC = cl clC. Világos, hogy clC zárt halmaz, és riC ⊆ C miatt
cl riC ⊆ clC is nyilvánvaló. Megford́ıtva legyen x1 ∈ clC, x0 ∈ riC. Mivel
ekkor az elérhetőségi lemma szerint [x0, x1[⊆ riC, továbbá az x1 pont e
halmaz torlódási pontja, azért x1 ∈ cl riC is teljesül. Ezzel beláttuk, hogy
clC ⊆ cl riC. 2

Egyszerű következményként nyerjük az alábbi lemmát.

4.8. Lemma: Legyenek C1, C2 ⊆ Rd konvex halmazok. Ekkor az alábbi
álĺıtások ekvivalensek:
a) riC1 = riC2;
b) clC1 = clC2;
c) riC1 ⊆ C2 ⊆ clC1.
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Bizonýıtás: Az előző tételből világos, hogy a) és b) ekvivalensek. Másfelől
c)-ből, az ott szereplő halmazokat lezárva, következik b). Végül ha a) és b)
fennáll, akkor

riC1 = riC2 ⊆ C2 ⊆ clC2 = clC1.

2

A relat́ıv belsőről és a lezártról bizonýıtandó felcserélhetőségi tételek
némelyikében fontos szerep jut a recessziós kúpnak.

Legyen C ⊆ Rd konvex halmaz. A továbbiakban jelölje recC a C
recessziós kúpját, vagyis

recC :=
{

z ∈ Rd : x+ λz ∈ C (x ∈ C, λ ≥ 0)
}

.

Ez a kúp mindazon irányok halmaza, amelyekben C bármely pontjából
elindulva, “végig” a C halmazban maradunk. Nyilván recC ⊆ parC.

Jelölje továbbá lineC a C linealitás terét, vagyis

lineC := (recC) ∩ (−recC) =
{

z ∈ Rd : x+ λz ∈ C (x ∈ C, λ ∈ R)
}

.

A lineC altér jelentőségét az adja, hogy tetszőleges L ⊆ lineC altér esetén
C = L+ (C ∩ L⊥).

Például ha K ⊆ Rd konvex kúp, akkor (és csak akkor)

recK = K, lineK = K ∩−K.

A következő álĺıtások a recessziós kúpról szóló alapvető észrevételeket
foglalják össze.

4.9. Álĺıtás: Legyen C ⊆ Rd zárt, konvex halmaz. Ekkor
a) recC zárt, konvex kúp;
b) recC = {z ∈ Rd : x0+λz ∈ C (λ ≥ 0)}, ahol x0 ∈ C tetszőleges rögźıtett
pont;
c) a C halmaz pontosan akkor korlátos, ha recC = {0}.

Bizonýıtás: a) Nyilvánvaló, hogy recC kúp. Legyen most z, z′ ∈ recC,
0 ≤ ε ≤ 1, x ∈ C, λ ≥ 0, ekkor

x+ λ(εz + (1 − ε)z′) = (x+ λεz) + λ(1 − ε)z′ ∈ C,

amiből a recC kúp konvexitása is látszik. (Idáig a C konvex halmaz
zártságát sem használtuk.) Végül legyen zk (k = 1, 2, . . .) recC-beli pon-
tok valamely z ponthoz tartó sorozata, továbbá x ∈ C, λ ≥ 0. Ekkor
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zk ∈ recC miatt x + λzk ∈ C (k = 1, 2, . . .), a C halmaz zártsága miatt
pedig e pontsorozat limesze, az x + λz pont is C-beli. Eszerint z ∈ recC,
tehát a recC kúp zárt.

b) Legyen z az álĺıtás b) részében szereplő jobb oldali halmaz egy eleme,
x ∈ C tetszőleges x0-tól különböző pont. Megmutatjuk, hogy x+zR+ ⊆ C.
Ha z ∈ (x−x0)R, akkor ez nyilvánvaló, ezért feltehető, hogy z 6∈ (x−x0)R.
Ekkor

C ∋ [x0, x+ λz] ∩ [x, x0 + kz] → x+ λz (k → ∞),

ı́gy a C halmaz zártsága miatt x+λz ∈ C, amiből z ∈ recC következik. A
ford́ıtott irányú tartalmazás nyilvánvaló.

c) Nyilvánvaló, hogy ha a C halmaz korlátos, akkor recC = {0}. Tegyük
fel most, hogy C nem korlátos, legyen xk ∈ C (k = 1, 2, . . .), amelyre
||xk|| → ∞ (k → ∞). Legyen továbbá x0 rögźıtett, C-beli pont, ekkor
feltehető, hogy

zk :=
xk − x0

||xk − x0||
→ z (k → ∞),

ahol z egységvektor. Mivel x0 + λzk ∈ C, ha 0 ≤ λ ≤ ||xk − x0||, azért fix
λ ≥ 0 esetén, elég nagy k-kra x0 +λzk ∈ C. Ez a sorozat pedig x0 +λz-hez
tart, ı́gy x0 + λz ∈ C, vagyis 0 6= z ∈ recC. 2

4.7 megfelelője a rec operációval:

4.10. Álĺıtás: Tetszőleges C ⊆ Rd konvex halmaz esetén

recC ⊆ rec clC = rec riC.

Bizonýıtás: Először lássuk be, hogy recC ⊆ rec clC. Legyen z ∈ recC,
továbbá rögźıtsünk egy x0 ∈ C pontot. Ekkor x0 + zR+ ⊆ C. Mivel
x0 ∈ clC, és C ⊆ clC, azért az is látszik, hogy z ∈ rec clC (vö. 4.9 b)).

Másodszor belátjuk, hogy rec clC = rec riC. A már igazoltak szerint

rec riC ⊆ rec cl riC = rec clC.

A ford́ıtott irányú tartalmazáshoz legyen z ∈ rec clC, és x0 ∈ riC tetsző-
leges elem. Ekkor x0 + zR+ ⊆ clC, de akkor az elérhetőségi lemma miatt
x0 + zR+ ⊆ riC is teljesül, vagyis z ∈ rec riC. 2
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Egy C ⊆ Rd konvex halmaz korlát kúpja (angolul barrier cone) legyen
mindazon irányok halmaza, amelyekből nézve a C halmaz alulról korlátos,
vagyis

barC :=
{

a ∈ Rd : inf(aTC) > −∞
}

.

Például ha C = K konvex kúp, akkor barK = K∗. Ha C ⊆ Rd kompakt,
konvex halmaz, akkor barC = Rd. Általában is

4.11. Álĺıtás: Tetszőleges C ⊆ Rd nemüres, zárt, konvex halmaz esetén

recC = (barC)∗, és (recC)∗ = cl barC.

Továbbá a lineC és a lin barC alterek egymás ortogonális kiegésźıtői.

Bizonýıtás: Csak az első egyenlőséget kell bizonýıtanunk, a második abból
adjungált kúpokat véve adódik.

A recC ⊆ (barC)∗ tartalmazáshoz legyen z ∈ recC, és rögźıtsünk egy
tetszőleges x0 ∈ C pontot. Ekkor x0 + zR+ ⊆ C, ı́gy

inf aT (x0 + zR+) > −∞ (a ∈ barC),

amiből aT z ≥ 0 (a ∈ barC) adódik, vagyis z ∈ (barC)∗. Ezzel beláttuk,
hogy recC ⊆ (barC)∗.

A ford́ıtott irányú tartalmazást indirekt módon bizonýıtjuk. Tegyük
fel, hogy létezik

z ∈ (barC)∗ \ (recC)

pont. Rögźıtsünk egy tetszőleges x0 ∈ C pontot, ekkor elég nagy λ ≥ 0
esetén x0 + λz 6∈ C. Az első Hahn–Banach-tétel szerint létezik a ∈ Rd

vektor úgy, hogy
aT (x0 + λz) < inf aTC.

Látszik, hogy a ∈ barC, és hogy aT z < 0 (mivel x0 ∈ C). Ez azonban
ellentmond annak, hogy z ∈ (barC)∗. 2

Könnyen belátható, hogy ha S′ ⊆ Rd kompakt, S ⊆ Rd pedig zárt
halmaz, akkor S′ + S zárt halmaz lesz. Legyen ugyanis x′k ∈ S′ és xk ∈ S
(k = 1, 2, . . .) két sorozat, amelyre x′k + xk → y (k → ∞). Feltehető,
hogy x′k → x′ (k → ∞) valamely x′ ∈ S′ esetén. De akkor szükségképpen
xk → y−x′ (k → ∞), és ı́gy y−x′ ∈ S, vagyis y ∈ S′+S, amit bizonýıtanunk
kellett. Ebből az észrevételből és 4.11-ből adódik az alábbi
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4.12. Lemma: Ha C ′ ⊆ Rd kompakt, konvex halmaz, C ⊆ Rd pedig zárt,
konvex halmaz, akkor C ′ + C zárt, konvex halmaz, melynek korlát, illetve
recessziós kúpja

bar (C ′ + C) = barC, és rec (C ′ + C) = recC.

2

Következésképpen poliéderek és végesen generált halmazok recessziós
és korlát kúpjáról elmondható, hogy

4.13. Álĺıtás: Ha A ∈ Rm×n, b ∈ Rm, és az Ax ≥ b rendszer megoldható,
akkor

rec {x : Ax ≥ b} = {z : Az ≥ 0}, és bar {x : Ax ≥ b} = {AT y : y ≥ 0}.

Ha Q ⊆ Rd nemüres politóp, és R ⊆ Rd poliéder kúp, akkor

bar (Q+R) = R∗, és rec (Q+R) = R.

2

4.14. Álĺıtás: Legyen A ∈ Rm×n egy mátrix, P ⊆ Rn poliéder. Ekkor AP
poliéder, amelyre rec (AP ) = ArecP teljesül. Speciálisan, ha c ∈ Rn egy
vektor, akkor cTP ⊆ R poliéder, vagyis zárt intervallum. Ezért inf cTP ∈ R
esetén létezik x ∈ P úgy, hogy cTx = inf cTP ; inf cTP = −∞ esetén pedig
létezik z ∈ recP úgy, hogy cT z = −1. 2

Most már rátérhetünk a relat́ıv belsőre és a lezártra vonatkozó felcse-
rélhetőségi tételekre.

4.15. Tétel: Legyenek Ci ⊆ Rdi (i = 1, . . . , k) nemüres, konvex halmazok.
Ekkor

aff ×k
i=1 Ci = ×k

i=1aff Ci,

és hasonlóan aff helyett a ri , cl , illetve rec operációkkal. 2

4.16. Tétel: Legyenek Ci ⊆ Rd (i = 1, . . . , k) konvex halmazok. Tegyük
fel, hogy ∩k

i=1riCi 6= ∅. Ekkor
a)

aff ∩k
i=1 Ci = ∩k

i=1aff Ci = aff ∩k
i=1 riCi;

b)
ri ∩k

i=1 Ci = ∩k
i=1riCi;
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c)
cl ∩k

i=1 Ci = ∩k
i=1clCi.

A c) álĺıtáshoz még azt sem kell feltenni, hogy csak véges sok halmaz
metszetéről van szó.

Bizonýıtás: A tétel a) részéhez először is vegyük észre, hogy ∩Ci ⊆ ∩aff Ci,
továbbá az utóbbi halmaz affin, ı́gy aff ∩Ci ⊆ ∩aff Ci. Tetszőleges ∩aff Ci-
beli pont behúzható egy ∩riCi-beli pont mellé a ∩riCi halmazba. Ez mu-
tatja, hogy ∩aff Ci ⊆ aff ∩ riCi. Végül nyilván aff ∩ riCi ⊆ aff ∩Ci.

A tétel b) részéhez először azt igazoljuk, hogy ∩riCi relat́ıv nýılt hal-
maz. Mivel nyilván konvex, azért 4.6 szerint ehhez elég annyi, hogy min-
den pontján túlhúzható benne minden pontja, és ez nyilvánvaló. Eszerint
ri (∩riCi) = ∩riCi. Másfelől az elérhetőségi lemmából könnyen beláthatóan

∩riCi ⊆ ∩Ci ⊆ cl ∩ riCi,

amiből ri (∩riCi) = ri ∩ Ci is adódik (vö. 4.8).
A tétel c) részéhez ismét az elérhetőségi lemmát használva, könnyen

belátható, hogy

∩clCi ⊆ cl ∩ riCi ⊆ cl ∩ Ci ⊆ ∩clCi.

2

Ha C1 és C2 két śıkbeli, ugyanazon egyenes által meghatározott nýılt
félśık megtoldva egy az egyenesen lévő közös ponttal, akkor a fenti tételbeli
egyetlen egyenlőség sem áll fenn. Ez mutatja, hogy a tétel feltételére
szükség van.

A recessziós kúpra vonatkozó megfelelő álĺıtás:

4.17. Álĺıtás: Legyen Ci ⊆ Rd (i ∈ I) zárt, konvex halmazok tetszőleges
rendszere. Tegyük fel, hogy ∩i∈ICi 6= ∅. Ekkor

rec ∩i∈I Ci = ∩i∈IrecCi.

2

4.18. Tétel: Tetszőleges C ⊆ Rn nemüres, konvex halmaz esetén

coneC = {λx : λ ≥ 0, x ∈ C}, és ri coneC = {λx : λ > 0, x ∈ riC}.
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Bizonýıtás: Az első egyenlőség nyilvánvaló: a nemnegat́ıv kombinációból
kiemelhetjük a súlyok összegét.

A második egyenlőség az alábbi módon látható be: Jelöljük az egyen-
lőség jobb oldalán szereplő halmazt S-sel. Először is megmutatjuk, hogy
az S halmaz konvex. A riC halmaz konvexitása miatt ehhez elég, hogy
λ1, λ2 > 0, x1, x2 ∈ riC, 0 ≤ ε ≤ 1 esetén léteznek λ > 0, 0 ≤ ε′ ≤ 1
számok úgy, hogy

ελ1x1 + (1 − ε)λ2x2 = λ(ε′x1 + (1 − ε′)x2).

Könnyen belátható, hogy

λ := ελ1 + (1 − ε)λ2 és ε′ := ελ1/λ

megfelelnek.
Másodszor megmutatjuk, hogy S relat́ıv nýılt halmaz. Legyen λx ∈ S

(itt λ > 0, x ∈ riC), 4.6 szerint azt kell igazolnunk, hogy tetszőleges λ1 > 0,
x1 ∈ riC esetén a λ1x1 pont túlhúzható a λx ponton S-ben, vagyis létezik
0 < ε < 1, λ2 > 0 és x2 ∈ riC úgy, hogy

λx = ελ1x1 + (1 − ε)λ2x2.

Tudjuk, hogy x1 ∈ riC túlhúzható az x ∈ riC ponton riC-ben, vagyis elég
kis 0 < ε′ < 1 esetén x = ε′x1 + (1 − ε′)x2, ahol x2 ∈ riC. Válasszuk ε′-t
ilyen kicsinek úgy, hogy ráadásul ε′ < λ1/λ is teljesüljön. Ekkor

ε :=
λ

λ1
ε′ < 1, és λ2 := λ

1 − ε′

1 − ε
> 0.

Könnyen belátható, hogy az ı́gy választott x2, ε, λ2 megfelelnek.
Ezek után a ri coneC = S egyenlőség már következik abból, hogy nyil-

vánvalóan clS ⊇ coneC ⊇ S, és ı́gy ri coneC = riS = S (vö. 4.8). 2

Mivel cl coneC = cl cone clC, azért a következő tételben nem jelent
megszoŕıtást, ha feltesszük, hogy C nem csak konvex, hanem zárt is.

4.19. Tétel: Ha C ⊆ Rn nemüres, zárt, konvex halmaz, akkor cl coneC
zárt, konvex kúp, amelyre

cl coneC ⊇ (coneC) ∪ (recC)

teljesül, egyenlőséggel, ha 0 6∈ C, vagy ha C poliéder.
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Ha P ⊆ Rn nemüres poliéder, akkor cl coneP poliéder kúp, amelyre

cl coneP ⊇ coneP

teljesül, egyenlőséggel, ha 0 ∈ P , vagy ha P politóp.

Bizonýıtás: Legyen először C nemüres, zárt, konvex halmaz. Megmutatjuk,
hogy ekkor recC ⊆ cl coneC. Legyen 0 6= z ∈ recC, továbbá x0 6∈ zR
tetszőleges C-beli pont (a C ⊆ zR esetben nyilván z ∈ coneC), ekkor
x0 + kz ∈ C (k = 1, 2, . . .),

coneC ∋ [x0, z] ∩ [x0 + kz, 0] → z (k → ∞),

ı́gy z ∈ cl coneC, vagyis recC ⊆ cl coneC. Ebből már látszik, hogy
cl coneC ⊇ (coneC) ∪ (recC), sőt az is, hogy

cl coneC = cl ((coneC) ∪ (recC)).

Tegyük fel most, hogy 0 6∈ C, és legyen y ∈ cl coneC. Ekkor léteznek
λk ≥ 0 számok és xk ∈ C pontok úgy, hogy lim λkxk = y. Ha supλk = ∞
teljesülne, akkor a λk (k = 1, 2, . . .) számsorozat egy részsorozata ∞-hez
tartana, ı́gy ugyanez a részsorozata az xk (k = 1, 2, . . .) pontsorozatnak 0-
hoz tartana, amely C zártsága miatt C-beli lenne, ellentétben a feltétellel.
Tehát supλk < ∞, és feltehető, hogy λk → λ ≥ 0 (k → ∞). Ha λ > 0,
akkor xk → y/λ (k → ∞), ı́gy y/λ ∈ C, és y ∈ coneC. Ha λ = 0, akkor
x0 ∈ C, µ ≥ 0 esetén x0 + µλk(xk − x0) ∈ C, feltéve, hogy már µλk ≤ 1 is
teljesül. Ezért

x0 + µy = limx0 + µλk(xk − x0) ∈ C,

vagyis ekkor y ∈ recC. Ezzel beláttuk, hogy 0 6∈ C esetén cl coneC ⊆
(coneC) ∪ (recC) is teljesül.

Lássuk be most a tétel poliéderekre vonatkozó részét. Ha P nemüres
poliéder, akkor Motzkin tétele szerint léteznek x1, . . . , xk és z1, . . . , zl pon-
tok úgy, hogy

P = conv {x1, . . . , xk} + cone {z1, . . . , zl}.

Ekkor 4.13 szerint recP = cone {z1, . . . , zl}, és ı́gy

(coneP ) ∪ (recP ) = cone {x1, . . . , xk, z1, . . . , zl}.
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Az utóbbi halmaz Weyl tétele szerint poliéder kúp, ı́gy megegyezik lezárt-
jával, cl coneP -vel.

Ha 0 ∈ P , akkor recP = 0 + recP ⊆ P , ı́gy recP ⊆ coneP . Ha P
politóp, akkor recP = {0} ⊆ coneP . Mindkét esetben

cl coneP = (coneP ) ∪ (recP ) = coneP.

2

Ha C egy śıkbeli, az origót határában tartalmazó, zárt körlap, akkor
cl coneC ⊃ (coneC)∪ (recC). Ha P egy śıkbeli, az origót nem tartalmazó
egyenes, akkor cl coneP ⊃ coneP .

Az előző két tétel speciális eseteként adódik a

4.20. Lemma: Legyen C ⊆ Rd nemüres, konvex halmaz. Ekkor

K(C) = ∪{{λ} × {λx} : λ ≥ 0, x ∈ C} ,
riK(C) = ∪{{λ} × {λx} : λ > 0, x ∈ riC} .

Ha C még zárt is, akkor

clK(C) = K(C) ∪ ({0} × recC),

amely kúp poliéder, ha C = P poliéder. 2

4.1 általánośıtásaként megfogalmazható a

4.21. Tétel: Legyen A ∈ Rm×n mátrix, C ⊆ Rn konvex halmaz. Ekkor
ri (AC) = AriC.

Bizonýıtás: Nyilvánvaló, hogy az AriC halmaz konvex, megmutatjuk, hogy
relat́ıv nýılt is. Legyen x ∈ riC, azt kell igazolnunk, hogy tetszőleges
x1 ∈ riC esetén az Ax1 pont túlhúzható az Ax ponton AriC-ben, vagyis
létezik 0 < ε < 1, x2 ∈ riC úgy, hogy Ax = εAx1 + (1 − ε)Ax2 legyen.
Tudjuk, hogy az x1 pont túlhúzható az x ponton riC-ben, vagyis létezik
0 < ε < 1 szám és x2 ∈ riC pont úgy, hogy x = εx1 + (1 − ε)x2 legyen.
Utóbbi egyenlőségre alkalmazva A-t látjuk, hogy az ı́gy választott ε és x2

megfelelnek. Tehát AriC = ri (AriC).
Másrészt nyilván

cl (AriC) ⊇ Acl riC = AclC ⊇ AC ⊇ AriC,

amiből ri (AC) = ri (AriC) is következik. 2
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4.22. Következmény: Legyenek C1, . . . , Ck ⊆ Rd konvex halmazok,
λ1, . . . , λk ∈ R tetszőleges számok. Ekkor

ri
k∑

i=1

λiCi =
k∑

i=1

λiriCi.

Bizonýıtás: Legyen

A := (λ1E, . . . , λkE), C := C1 × . . .× Ck,

és alkalmazzuk az előző tételt. 2

Bár AclC ⊆ cl (AC) (továbbá ArecC ⊆ rec (AC) miatt Arec (clC) ⊆
rec cl (AC)) mindig fennáll, láttunk példát arra, hogy itt lehet szigorú tar-
talmazás, még akkor is, ha C = K zárt, konvex kúp. Bizonyos feltétellel
azonban mindig egyenlőség van e két halmaz között. Mivel cl (AC) =
cl (AclC), azért nem jelent megszoŕıtást, ha feltesszük, hogy C nem csak
konvex halmaz, hanem zárt is.

A következő tétel (amely P = {0} és A = E speciális eseteinek “össze-
ge”) ismét példája annak, hogy néha az általánosabb könnyebben bizonýıt-
ható.

4.23. Tétel: Legyen C ⊆ Rn zárt, konvex halmaz, P ⊆ Rm poliéder,
továbbá A ∈ Rm×n tetszőleges mátrix. Ha teljesül, hogy

Ax ∈ −recP, x ∈ recC esetén x ∈ −recC,

akkor

cl (AC + P ) = AC + P , és rec (AC + P ) = ArecC + recP.

Bizonýıtás: A bizonýıtást hat lépésre bontottam, az első lépés a lényeges,
a többi standard trükkök sorozata. Az első négy lépésben igazoljuk, hogy
cl (AC + P ) = AC + P , az utolsó két lépésben, hogy rec (AC + P ) =
ArecC + recP , a tétel feltételeinek fennállása esetén. Vegyük még észre,
hogy a 2. lépés alábbi bizonýıtásához nem elég az 1. lépést csak a P = {0}
esetben igazolni!

1. Tekintsük azt a speciális esetet, mikor C = K, és P = R, ahol K
és R is kúp, K ráadásul csúcsos. A tétel feltétele ekkor azt követeli, hogy
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Ax ∈ −R, x ∈ K esetén x = 0 legyen. Mivel R poliéder kúp, azért létezik
B mátrix úgy, hogy R = {z ∈ Rm : Bz ≤ 0}. A feltétel ekkor úgy ı́rható
le tömören, hogy {x ∈ K : BAx ≥ 0} = {0}. Legyen xk ∈ K, zk ∈ R
(k = 1, 2, . . .), és tegyük fel, hogy Axk + zk → y (k → ∞). Azt kell
megmutatnunk, hogy ekkor y ∈ AK +R.

Ha az {xk : k = 1, 2, . . .} halmaz korlátos, akkor feltehető, hogy a
megfelelő sorozat konvergens, vagyis xk → x (k → ∞) valamely x ∈ K
esetén. Ekkor Axk → Ax (k → ∞), ı́gy zk → y − Ax (k → ∞). Az R
zártsága miatt y −Ax ∈ R, amiből y ∈ AK +R következik.

Megmutatjuk, hogy {xk : k = 1, 2, . . .} nem lehet korlátlan. Ellenkező
esetben feltehető, hogy ||xk|| → ∞ (k → ∞). Legyen x′k := xk/||xk||
(k = 1, 2, . . .), ezekről az egységvektorokról feltehetjük, hogy konvergálnak
valamely x′ ∈ K egységvektorhoz. Ellentmondáshoz jutunk, ha megmu-
tatjuk, hogy BAx′ ≥ 0, akkor ugyanis csak x′ = 0 lehetne, nem egységvek-
tor. Tegyük fel indirekt, hogy például (BAx′)1 < 0. Mivel

||xk||Ax′k + zk → y (k → ∞),

azért
||xk||BAx′k +Bzk → By (k → ∞).

Itt zk ∈ R miatt Bzk ≤ 0 (k = 1, 2, . . .), és elég nagy k-kra már (BAx′k)1 ≤
(BAx′)1/2, ı́gy az ||xk||(BAx′k)1 +(Bzk)1 sorozatot egy idő után majorálja
a −∞-hez tartó ||xk||(BAx′)1/2 sorozat, az előbbi sorozat nem tarthatna
a véges (By)1 értékhez.

2. Azt az esetet, mikor mint az előbb C = K, és P = R, de K már
nem feltétlenül csúcsos, könnyen visszavezethetjük a már elintézett esetre.
Ekkor ugyanis K = L + (K ∩ L⊥), ahol L := K ∩ −K a K kúp linealitás
tere. Az

AK +R = A(K ∩ L⊥) + (AL+R)

halmaz az előző pont szerint zárt lesz, ha

Ax′ ∈ −(AL+R), x′ ∈ K ∩ L⊥ esetén x′ = 0.

E feltétel fennállása pedig könnyen belátható a tétel feltételéből, ami most
Ax ∈ −R, x ∈ K esetén x ∈ −K.

3. Most még mindig legyen P = R, de a másik halmaz már C zárt, kon-
vex halmaz. Ez az eset homogenizációval vezethető vissza az előző pontra.
Eszerint ugyanis

AC +R = C

((

1 0
0 A

)

clK(C) +

(

0
R

))
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zárt, ha

(

1 0
0 A

)(

λ
x

)

∈ −
(

0
R

)

,
(

λ
x

)

∈ clK(C)







esetén

(

λ
x

)

∈ −clK(C).

Utóbbi feltétel pedig éppen a tétel feltétele ebben a speciális esetben (vö.
4.20).

4. Az általános esetben Motzkin tétele szerint P = Q + R, ahol Q
politóp, R pedig poliéder kúp, a P recessziós kúpja. Minden politóp kom-
pakt, és azt is tudjuk, hogy egy kompakt és egy zárt halmaz összege zárt
lesz. Ezért az

AC + P = Q+AC +R

halmaz zárt lesz, ha AC + R zárt. Ez pedig az előző pont szerint bekö-
vetkezik, ha teljesül, hogy Ax ∈ −R, x ∈ rec (C) esetén x ∈ −rec (C), ami
éppen a tétel feltétele (vö. 4.13).

5. Tekintsük ismét a P = R speciális esetet. Ahogy a harmadik pont
bizonýıtásakor láttuk, a tétel feltételének fennállása esetén

cl

((

1 0
0 A

)

clK(C) +

(

0
R

))

=

(

1 0
0 A

)

clK(C) +

(

0
R

)

.

Másfelől könnyen ellenőrizhetően

cl

((

1 0
0 A

)

clK(C) +

(

0
R

))

=

= cl

((

1 0 0
0 A E

)

cl

(

K(C)
R

))

=

= cl

((

1 0 0
0 A E

)(

K(C)
R

))

=

= cl

((

1 0 0
0 A E

)

K

(

C
R

))

=

= clK(AC +R).

Ezek szerint
(

1 0
0 A

)

clK(C) +

(

0
R

)

= clK(AC +R).
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A {0} ×Rm hiperśıknak az egyenlőség bal oldalán szereplő halmazzal való
metszete {0} × (ArecC + R), a jobb oldali halmazzal való metszete pedig
{0} × rec (AC +R), ı́gy ArecC +R = rec (AC +R).

6. Az általános esetre rátérve legyen Q és R, mint a 4. lépésben. Ekkor

rec (AC + P ) = rec (Q+AC +R) =
= rec (AC +R) = ArecC +R = ArecC + recP.

Itt felhasználtuk, hogy egy zárt, konvex halmazhoz egy kompakt, konvex
halmazt hozzáadva a megfelelő korlát kúp, és ı́gy a recessziós kúp sem
változik (4.12), továbbá a tétel az előző lépésben már igazolt speciális
esetét. 2

4.24. Következmény: Legyen C ⊆ Rn zárt, konvex halmaz, A ∈ Rm×n

egy mátrix, és tegyük fel, hogy

(KerA) ∩ (recC) ⊆ −recC.

Ekkor
cl (AC) = AC, és recAC = ArecC.

Bizonýıtás: Ez éppen a tétel P = {0} esete. 2

Sőt

4.25. Következmény: Legyenek C1 ⊆ Rn, C2 ⊆ Rm zárt, konvex
halmazok, továbbá A ∈ Rm×n. Ha

A−1(−recC2) ∩ (recC1) ⊆ (−recC1) ∩A−1(recC2),

akkor
AC1 + C2 zárt, és recessziós kúpja ArecC1 + recC2.

Bizonýıtás: 4.24 szerint AC1 + C2 = (A,E)(C1 × C2) zárt halmaz lesz, ha
teljesül, hogy

Ker (A,E) ∩ ((recC1) × (recC2)) ⊆ −((recC1) × (recC2)).

2
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Megfogalmazható 4.22 párja is (itt k = 0, vagy l = 0 is lehet):

4.26. Következmény: Legyenek C1, . . . , Ck ⊆ Rd zárt, konvex halma-
zok, P1, . . . , Pl ⊆ Rd poliéderek, továbbá λ1, . . . , λk ∈ R és µ1, . . . , µl ∈ R
tetszőleges számok. Ha teljesül, hogy

zi ∈ recCi (i = 1, . . . , k),
z′j ∈ recPj (j = 1, . . . , l),
∑k

i=1 λizi +
∑l

j=1 µjz
′
j = 0







esetén zi ∈ −recCi (i = 1, . . . , k),

akkor

k∑

i=1

λiCi +
l∑

j=1

µjPj zárt, és recessziós kúpja
k∑

i=1

λirecCi +
l∑

j=1

µjrecPj .

Bizonýıtás: Legyen

A := (λ1E, . . . , λkE), C := C1 × . . .× Ck, és P :=
l∑

j=1

µjPj.

Alkalmazzuk a tételt. 2

4.27. Tétel: Legyen B ∈ Rm×n mátrix, C ⊆ Rm konvex halmaz. Tegyük
fel, hogy B−1(riC) 6= ∅. Ekkor

riB−1(C) = B−1(riC), és clB−1(C) = B−1(clC).

Bizonýıtás: Legyen Ĉ := Rn × C, L̂ := Im (E,BT )T , továbbá V := (E, 0).
Ekkor

L̂ ∩ Ĉ =

{(

x
y

)

: y = Bx, Bx ∈ C

}

, V (L̂ ∩ Ĉ) = B−1(C),

és hasonlóan C helyett riC-vel, illetve clC-vel. A feltétel miatt L̂∩ri Ĉ 6= ∅.
Most már világos (vö. 4.16, 4.21), hogy

riB−1(C) = riV (L̂ ∩ Ĉ) = V ri (L̂ ∩ Ĉ) = V (L̂ ∩ ri Ĉ) = B−1(riC),
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és

clB−1(C) = clV (L̂ ∩ Ĉ) ⊇ V cl (L̂ ∩ Ĉ) = V (L̂ ∩ cl Ĉ) = B−1(clC).

Másfelől a clB−1(C) ⊆ B−1(clC) tartalmazás nyilvánvaló B folytonossága
miatt. 2

Legyen C ⊆ R2 a nemnegat́ıv ortáns belseje, megtoldva az origóval, B
pedig az x1-tengelyre vet́ıtés. Ez a példa mutatja, hogy a tétel feltételére
szükség van.

A recessziós kúpra vonatkozó megfelelő álĺıtás

4.28. Álĺıtás: Legyen B ∈ Rm×n mátrix, C ⊆ Rm zárt, konvex halmaz.
Tegyük fel, hogy a B−1(C) konvex halmaz nemüres. Ekkor recB−1(C) =
B−1(recC). 2

Legyen C ⊆ Rn konvex halmaz, A ∈ Rm×n mátrix. Mivel

A(C + KerA) = AC, és A−1(AC) = C + KerA,

azért 4.21, 4.22 és 4.27 seǵıtségével könnyen belátható, hogy az AC kon-
vex halmaz pontosan akkor relat́ıv nýılt, ha a C + KerA konvex halmaz
relat́ıv nýılt. Hasonló álĺıtás bizonýıtható relat́ıv nýılt halmazok helyett
poliéderekkel. A zárt halmazokra vonatkozó álĺıtás Abrams tétele, amelyet
itt kicsit általánosabban fogalmazunk meg.

4.29. Tétel: (Abrams) Legyenek S1 ⊆ Rn, S2 ⊆ Rm tetszőleges halmazok,
továbbá A ∈ Rm×n. Ha AS1 + S2 zárt halmaz, akkor S1 +A−1(S2) is zárt
halmaz. Megford́ıtva is, ha S2 ⊆ ImA.

Bizonýıtás: Először azt látjuk be, hogy ha AS1+S2 zárt, akkor S1+A
−1(S2)

is zárt. Legyen xk ∈ S1, vk ∈ A−1(S2) (k = 1, 2, . . .), és tegyük fel, hogy

xk + vk → z (k → ∞).

Ekkor
Axk +Avk → Az (k → ∞),

és Az ∈ AS1 + S2 az AS1 + S2 halmaz zártsága miatt. Léteznek tehát
x ∈ S1, y ∈ S2 pontok úgy, hogy Az = Ax+ y. Ekkor

z = x+ (z − x) ∈ S1 +A−1(S2),

amit igazolni kellett.
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A ford́ıtott irányhoz legyen xk ∈ S1, yk ∈ S2 (k = 1, 2, . . .), és tegyük
fel, hogy

Axk + yk → b (k → ∞).

Ekkor az S2 ⊆ ImA feltétel miatt b ∈ ImA teljesül. Továbbá nyilván

A†Axk +A†yk → A†b (k → ∞),

vagyis
xk + vk → A†b (k → ∞),

ahol
vk := A†yk − xk +A†Axk (k = 1, 2, . . .).

Mivel az S2 ⊆ ImA feltételből adódóan vk ∈ A−1(S2) (k = 1, 2, . . .), azért
S1 + A−1(S2) zártsága miatt A†b ∈ S1 + A−1(S2), és akkor b = AA†b ∈
AS1 + S2, amit igazolni kellett. 2

Az A mátrix legyen 0 ∈ R1×1; S1 ⊆ R tetszőleges; S2 ⊆ R pedig
egy nem zárt halmaz úgy, hogy 0 ∈ S2. Ez a példa mutatja, hogy a tétel
feltételére szükség van.

A következő tétel 4.2 általánośıtása.

4.30. Tétel: Legyenek C1, . . . , Ck ⊆ Rd nemüres, konvex halmazok.
Jelölje C az úniójuk konvex burkát. Ekkor

C = ∪
{

k∑

i=1

λiCi : λi ≥ 0 (i = 1, . . . , k),
k∑

i=1

λi = 1

}

,

és

riC = ∪
{

k∑

i=1

λiriCi : λi > 0 (i = 1, . . . , k),
k∑

i=1

λi = 1

}

.

Bizonýıtás: Az első egyenlőség nyilvánvaló: ∪Ci-beli elemek egy konvex
kombinációjáról feltehető, hogy tagjai különböző i indexeknek megfelelő
Ci halmazbeli elemek konvex kombinációi. Az egyforma Ci-hez tartozó
tagokat ugyanis csoportośıthatjuk, súlyaik összegét kiemelve összegükből.

Az első egyenlőségből adódik, hogy C = C(
∑
K(Ci)), ı́gy K(C) =

∑
K(Ci) (vö. 3.20), és akkor 4.22 szerint riK(C) =

∑
riK(Ci). Az utóbbi

egyenlőségre a C(.) operációt alkalmazva máris adódik a ḱıvánt második
egyenlőség (vö. 4.20). 2
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4.31. Tétel: Legyenek C1, . . . , Ck ⊆ Rd nemüres, zárt, konvex halmazok.
Jelölje C az úniójuk konvex burkát. Tegyük fel, hogy

zi ∈ recCi (i = 1, . . . , k),
k∑

i=1

zi = 0 esetén zi ∈ −recCi (i = 1, . . . , k).

Ekkor

clC = ∪
{

k∑

i=1

λiCi : λi ≥ 0+ (i = 1, . . . , k),
k∑

i=1

λi = 1

}

(ahol a λi ≥ 0+ jelölés azt jelenti, hogy a λiCi halmazt {0} helyett recCi-
nek tekintjük, ha λi = 0), és

rec clC =
k∑

i=1

recCi.

Ha az is teljesül, hogy minden Ci halmaz poliéder, akkor a tétel feltéte-
lére sincs szükség a fenti egyenlőségekhez, és clC poliéder lesz.

Bizonýıtás: A tétel feltétele miatt, 4.26 szerint (vö. 4.20 és az előző tétel
bizonýıtása)

clK(C) = cl
∑

K(Ci) = cl
∑

clK(Ci) =
∑

clK(Ci).

A kiemelt egyenlőségre alkalmazva a C(.) operációt, a tételben szereplő első
egyenlőséget kapjuk (vö. 3.20, 4.20). Ha pedig mindkét oldalt elmetsszük
a {0} × Rd hiperśıkkal, akkor a tételbeli második egyenlőséghez jutunk
(felhasználva még 4.20-at, és hogy 3.18 a) szerint clK(C) = clK(clC)).

Ha minden Ci halmaz poliéder, akkor is

clK(C) = cl
∑

K(Ci) = cl
∑

clK(Ci) =
∑

clK(Ci),

mivel az utóbbi kúp 4.20 szerint poliéder. Azt kell még belátnunk, hogy a
clC halmaz poliéder. A Ci poliéderekhez Motzkin tétele szerint léteznek
Si, S

′
i véges halmazok úgy, hogy

Ci = (conv Si) + (coneS′
i) (i = 1, . . . , k).

Legyen
P := conv (∪Si) + cone (∪S′

i),
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ekkor egyrészt nyilván P poliéder, és ∪Ci ⊆ P , tehát clC ⊆ P . Másrészt
Ci ⊆ clC miatt recCi ⊆ rec clC (vö. 4.9 b)). 4.13 szerint recCi = coneS′

i.
Ezért

recP = cone (∪S′
i) =

∑

coneS′
i =

∑

recCi ⊆ rec clC.

Mivel nyilvánvalóan conv (∪Si) ⊆ clC, azért ebből P ⊆ clC is látszik. 2

4.32. Következmény: Ha C1, . . . , Ck ⊆ Rn nemüres, zárt, konvex hal-
mazok, amelyeknek ugyanaz a K ⊆ Rn kúp a recessziós kúpja, akkor a
C := conv (C1 ∪ . . . ∪ Ck) konvex halmaz zárt, és szintén a K kúp a re-
cessziós kúpja.

Bizonýıtás: Legyen zi ∈ K (i = 1, . . . , k), és tegyük fel, hogy z1+. . .+zk =0.
Ekkor

−z1 = z2 + . . .+ zk ∈ (−K) ∩K,
és hasonlóan z1 helyett a z2, . . . , zk vektorokkal. Ezért 4.31 alkalmazható.
Ráadásul a λi ≥ 0+ helyett λi ≥ 0 ı́rható a clC előálĺıtásában, ugyanis

recCi + λjCj = λj(K + Cj) = λjCj = 0Ci + λjCj

valahányszor λj > 0. 4.30-at is figyelembe véve ebből már látszik, hogy
clC = C. 2

5. Szeparációs tételek

A harmadik fejezetben már definiáltuk halmazok szeparálhatóságát,
erős szeparálhatóságát, és szerepeltek alapvető elválasztási tételek, mint
például a kompakt és zárt halmaz erős elválaszthatóságáról szóló Hahn–
Banach-tétel, vagy a két poliéder erős elválaszthatóságáról szóló tétel.

Most két újabb szeparálhatósági fogalmat vezetünk be.
Legyenek S1, S2 ⊆ Rd nemüres halmazok. Azt mondjuk, hogy az S1 és

S2 halmazok valódi módon szeparálhatóak, ha létezik őket elválasztó
hiperśık úgy, hogy az nem tartalmazza egyszerre mindkét halmazt. (Vagyis
létezik 0 6= a ∈ Rd vektor úgy, hogy supaTS1 ≤ inf aTS2, és inf aTS1 <
sup aTS2.)
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Azt mondjuk, hogy az S1 és S2 halmazok szigorúan szeparálhatóak,
ha létezik őket elválasztó hiperśık úgy, hogy az nem metsz bele az egyik
vagy a másik halmazba. (Vagyis létezik 0 6= a ∈ Rd vektor úgy, hogy
aTS1 < aTS2, ezalatt természetesen azt értve, hogy aTx1 < aTx2 minden
x1 ∈ S1, x2 ∈ S2 esetén.)

Néhány megjegyzés a bevezetett szeparálhatóságokkal kapcsolatban:
– Nyilvánvaló, hogy ha az S1 és S2 halmazok erősen szeparálhatóak, akkor
szigorúan szeparálhatóak, és ha szigorúan szeparálhatóak, akkor valódi
módon is szeparálhatóak. Tehát elválaszthatóságok egy hierarchiáját defi-
niáltuk a fentiekben.
– Az is világos, hogy például S1 és S2 pontosan akkor szeparálható, ha
conv S1 és conv S2 szeparálható, ı́gy nem jelentett volna valódi megszoŕıtást
a fenti elválaszthatóságokat csak konvex halmazok esetén definiálni.
– A szigorú szeparálhatóság hagyományos defińıciója az, hogy létezzen egy
elválasztó hiperśık úgy, hogy az általa meghatározott egyik nýılt féltér tar-
talmazza az egyik halmazt, a másik nýılt féltér pedig a másik halmazt.
A fenti defińıció használhatóbb. Például igaz, hogy két konvex halmaz
pontosan akkor választható el valódi módon, ha relat́ıv belsejeik szigorúan
szeparálhatóak. Ehhez mindenekelőtt egy lemmára lesz szükségünk, amely
azt fogalmazza meg, hogy ha egy konvex halmaz egy zárt féltér része, de
nem része a félteret határoló hiperśıknak, akkor a halmaz relat́ıv belseje a
zárt féltér belsejében van.

5.1. Lemma: Legyen C ⊆ Rd nemüres, konvex halmaz, a ∈ Rd, β ∈ R.
Tegyük fel, hogy aTC ≤ β, és létezik x ∈ C pont úgy, hogy aTx < β. Ekkor
aT riC < β.

Bizonýıtás: Válasszunk egy tetszőleges x0 ∈ riC pontot. Ekkor az álĺıtás-
ban szereplő x ∈ C pont túlhúzható ezen a C halmazban, vagyis létezik
x′ ∈ C pont úgy, hogy x0 az [x, x′] szakasz belsejének eleme. Mivel aTx < β,
és aTx′ ≤ β, azért csak aTx0 < β lehet, amit igazolni kellett. 2

5.2. Álĺıtás: Legyenek C1, C2 ⊆ Rd nemüres, konvex halmazok. A C1

és C2 halmazok pontosan akkor választhatók el valódi módon, ha a riC1 és
riC2 halmazok szigorúan szeparálhatók.

Bizonýıtás: Először is ha C1 és C2 valódi módon szeparálhatóak, akkor
létezik a ∈ Rd vektor úgy, hogy

sup aTC1 ≤ inf aTC2, és inf aTC1 < sup aTC2.
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Ekkor vagy létezik x1 ∈ C1 pont úgy, hogy aTx1 < sup aTC1, vagy létezik
x2 ∈ C2 pont úgy, hogy aTx2 > inf aTC2 (vagy C1 és C2 párhuzamos
hiperśıkok részei, amikor is az álĺıtás triviális). Például az előbbi esetben
legyen β := supaTC1, ekkor a lemma szerint aT riC1 < β. Továbbá nyilván
β ≤ aT riC2, ı́gy riC1 és riC2 szigorúan szeparálhatóak.

Megford́ıtva, ha riC1 és riC2 szigorúan szeparálhatóak, akkor létezik
a ∈ Rd vektor úgy, hogy

aT riC1 < aT riC2.

Ekkor nyilván supaTC1 ≤ inf aTC2, sőt sup aT clC1 ≤ inf aT clC2. Más-
részt ha x1 ∈ riC1, x2 ∈ riC2, akkor

inf aTC1 ≤ aTx1 < aTx2 ≤ sup aTC2.

Látjuk, hogy C1 és C2 valódi módon szeparálhatóak. 2

5.3. Tétel: (második Hahn–Banach-tétel) A C1, C2 ⊆ Rd nemüres,
konvex halmazok pontosan akkor választhatóak el valódi módon, ha relat́ıv
belsejeik diszjunktak. Ekkor létezik a ∈ cl cone (C2 − C1) vektor úgy, hogy

sup aTC1 ≤ inf aTC2, és inf aTC1 < sup aTC2.

Bizonýıtás: 5.2 miatt világos, hogy ha C1 és C2 valódi módon szeparálható-
ak, akkor riC1 és riC2 szigorúan szeparálhatóak, speciálisan diszjunktak.

A ford́ıtott irányra három bizonýıtást is adunk, egy-egy speciális eset-
ben igazolva azt először.

Legyen C ⊆ Rd konvex halmaz, x0 ∈ rbC. A C és {x0} halma-
zokat [valódi módon] elválasztó hiperśıkokat a C halmaz x0-beli [valódi]
támaszhiperśıkjainak nevezzük.

5.4. Álĺıtás: Legyen C ⊆ Rd konvex halmaz, x0 ∈ rbC. Ekkor létezik a
C halmaznak x0-beli valódi támaszhiperśıkja, sőt létezik a ∈ cl cone (C−x0)
vektor úgy, hogy

aTx0 = inf aTC, és aTx0 < sup aTC.
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Bizonýıtás: Legyen xk (k = 1, 2, . . .) az x0 ponton egy rögźıtett riC-beli
pontot túlhúzva nyert pontok egy x0-hoz tartó sorozata. Ekkor

xk ∈ (aff C) \ (clC) (k = 1, 2, . . .),

ı́gy az első Hahn–Banach-tétel szerint léteznek ak ∈ (clC) − xk vektorok
úgy, hogy

aT
k xk < inf aT

k clC.

Könnyen belátható, hogy

ak ∈ cone (C − x0).

Az ak vektorokról még az is feltehető, hogy egységvektorok, és hogy kon-
vergálnak valamely a ∈ cl cone (C−x0) egységvektorhoz. Erre az a vektorra
teljesül, hogy

aTx0 = inf aT clC = inf aTC,

és nem lehet, hogy az

{

x ∈ Rd : aTx = aTx0

}

hiperśık tartalmazza a C halmazt, akkor ugyanis az a vektor merőleges
lenne a C − x0 halmaz, és ı́gy a cl cone (C − x0) halmaz minden elemére,
holott önmagára nem merőleges. 2

Ebből a speciális esetből már következik a második Hahn–Banach-tétel.
Annak (riC1) ∩ (riC2) = ∅ feltétele ugyanis azt jelenti, hogy

0 6∈ (riC2) − (riC1), vagyis 0 6∈ ri (C2 − C1).

Ha még az is teljesül, hogy 0 6∈ cl (C2 − C1), akkor az első Hahn–Banach-
tétel szerint létezik a ∈ cl (C2 − C1) vektor úgy, hogy

0 < inf aT (C2 −C1), vagyis sup aTC1 < inf aTC2.

Ha pedig csak annyi igaz, hogy 0 ∈ rb (C2 − C1), akkor 5.4 szerint létezik
a ∈ cl cone (C2 − C1) vektor úgy, hogy

0 = inf aT (C2 − C1), és 0 < sup aT (C2 − C1),

vagyis
sup aTC1 = inf aTC2, és inf aTC1 < sup aTC2.
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Ezzel a második Hahn–Banach-tétel első bizonýıtását befejeztük. 2

5.5. Álĺıtás: Tegyük fel, hogy az L ⊆ Rd altér nem metsz bele a K ⊆ Rd

konvex kúp relat́ıv belsejébe. Ekkor létezik őket valódi módon elválasztó
hiperśık, sőt létezik a ∈ cl (K − L) vektor úgy, hogy

a ∈ L⊥ ∩K∗, és 0 < aT riK.

Bizonýıtás: Legyen xk (k = 1, 2, . . .) riK-beli pontok egy az origóhoz tartó
sorozata. (Például egy rögźıtett riK-beli pont (1/k)-szorosai megfelel-
nek.) Az elérhetőségi lemma seǵıtségével könnyen belátható, hogy ha egy
konvex kúphoz hozzáadjuk a relat́ıv belsejét, akkor eredményül a relat́ıv
belsejét kapjuk. Ezért az xk + clK zárt, konvex halmazok ri clK = riK
részhalmazai, ı́gy diszjunktak az L altértől, speciálisan annak

O := {x ∈ L : ||x|| ≤ 1}

kompakt, konvex részétől is. Az első Hahn–Banach-tétel szerint léteznek
ak ∈ (xk + clK) −O vektorok úgy, hogy

sup aT
kO < inf aT

k (xk + clK) (k = 1, 2, . . .).

Könnyen belátható, hogy

ak ∈ K − L (k = 1, 2, . . .).

Még az is feltehető, hogy az ak vektorok egységvektorok, és sorozatuk kon-
vergál egy a ∈ cl (K−L) egységvektorhoz. Megmutatjuk, hogy az a vektor
megfelel az álĺıtás ḱıvánalmainak.

Először is ha 0 6= x ∈ L, akkor x/||x|| ∈ O, és persze 0 ∈ clK, ezért

aT
k (x/||x||) < aT

k (xk + 0) (k = 1, 2, . . .),

amiből határértéket véve aTx ≤ 0 következik. Tehát a ∈ −L∗ = L⊥.
Másodszor ha x ∈ K, akkor x ∈ clK, és persze 0 ∈ O, ezért

aT
k 0 < aT

k (xk + x) (k = 1, 2, . . .),

amiből határértéket véve aTx ≥ 0 következik. Tehát a ∈ K∗.
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Most már könnyen belátható, hogy aT riK > 0. Tegyük fel indirekt,
hogy valamely x0 ∈ riK esetén aTx0 = 0. Ekkor tetszőleges x ∈ linK pon-
tot behúzhatunk az x0 pont mellé a K halmazba, ugyanakkor túlhúzhatunk
az x0 ponton a K halmazban, vagyis léteznek x′, x′′ ∈ K pontok úgy,
hogy x0 az [x′, x′′] szakasz belső pontja, x pedig az x′, x′′ pontok által
meghatározott egyenesé. Ekkor a ∈ K∗ miatt aTx′ ≥ 0, és aTx′′ ≥ 0;
aTx0 = 0 csak úgy lehet, ha aTx′ = 0 = aTx′′, de akkor aTx = 0 is
teljesülne. Tehát a ∈ (linK)⊥ lenne, és ı́gy

a ∈ L⊥ ∩ (linK)⊥ = (L+ linK)⊥.

Mivel ugyanakkor nyilván a ∈ lin (K−L), és lin (K−L) = L+linK, azért
csak a = 0 lehetne, ami ellentmond annak, hogy a egységvektor. Ezzel
beláttuk azt is, hogy aT riK > 0. 2

Ebből a speciális esetből is következik a második Hahn–Banach-tétel.
Ugyanis, mint az előbb, annak (riC1)∩(riC2) = ∅ feltétele azt jelenti, hogy
0 6∈ (riC2) − (riC1), vagyis 0 6∈ ri (C2 − C1). Legyen

C := C2 − C1, továbbá K := K(C), és L := R× {0}.

Ekkor riK(C) = K(riC) \ {0} miatt L nem metsz bele a K konvex kúp
relat́ıv belsejébe (különben 0 ∈ riC lenne). Ezért alkalmazható 5.5, mely
szerint létezik a ∈ Rd vektor és α ∈ R szám úgy, hogy

(

α
a

)

∈ cl (K − L) ∩ L⊥ ∩K∗, és

(

α
a

)T

riK > 0.

Mivel L⊥ = {0} × Rd, azért α = 0. Könnyen belátható, hogy K − L =
R× coneC, ezért abból, hogy (0, aT )T ∈ cl (K − L), már következik, hogy
a ∈ cl coneC is teljesül. Végül abból, hogy (0, aT )riK > 0, adódik, hogy
aTC(riK) = aT riC > 0, vagyis aT riC1 < aT riC2. Eszerint az a vektor
megfelel a tétel ḱıvánalmainak (lásd még 5.2 bizonýıtását). Ezzel a második
Hahn–Banach-tétel második bizonýıtását is befejeztük. 2

Mindkét bizonýıtás azon az észrevételen alapult, hogy az egyik konvex
halmazról feltehető, hogy éppen a {0} halmaz. Ezután viszont duálisak
abban az értelemben, hogy mı́g az elsőben a pontot távoĺıtottuk a halmaztól
a halmaz külseje felé, addig a másodikban a halmazt távoĺıtottuk a ponttól
a halmaz belseje felé.
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A második Hahn–Banach-tétel harmadik bizonýıtása lényegesen külön-
bözik az első kettőtől: bár nem látszik belőle, hogy a ∈ cl cone (C2 − C1),
de nem használja a Bolzano–Weierstrass-tételt.

Bizonýıtás: A bizonýıtás öt lépésből áll.
1. Feltehető, hogy C1 = L altér, C2 = K pedig konvex kúp: ebből a

speciális esetéből már következik a tétel, mint azt az előző bizonýıtás végén
láttuk.

2. Feltehető, hogy L = {0}. Jelölje ugyanis V az L⊥ altérre való vet́ıtés
mátrixát. Könnyen belátható, hogy a V K konvex kúp relat́ıv belseje nem
tartalmazza az origót. Valóban, 4.21 szerint ri (V K) = V riK. Ha létezne
x ∈ riK pont, amelyre V x = 0, akkor x = x− V x ∈ L is teljesülne, holott
L és riK diszjunkt halmazok. Feltevésünk szerint létezik a0 ∈ Rd vektor
úgy, hogy 0 < aT

0 ri (V K). Ismét 4.21 szerint az a = V Ta0 vektorra teljesül,
hogy 0 < aT riK. Továbbá V = V T miatt a = V a0 ∈ L⊥.

3. Feltehető, hogy dimK = d. Ez egy standard fogás seǵıtségével bi-
zonýıtható, egyszer érdemes végiggondolni. Ha ugyanis dimK = k < d,
akkor válasszuk az affK affin halmaz egy K-beli S = {0, x1, . . . , xk} affin
bázisát. Létezik T : Rd → Rd átkoordinátázás, amely a 0, x1, . . . , xk ∈ Rd

pontokat rendre a 0, e1, . . . , ek ∈ Rd pontokba viszi. Legyen ez éppen
T (x) = Nx + v (x ∈ Rd), ahol N ∈ Rd×d invertálható mátrix, v ∈ Rd

vektor, most v = 0. Legyen továbbá W := (E, 0) ∈ Rk×d. Jelölje K ′ a
WT (K) ⊆ Rk konvex kúpot. Mivel K ′ tartalmazza a WT (S) halmazt, a
0, e1, . . . , ek ∈ Rk vektorokat, azért dimK ′ = k. Könnyen belátható, hogy
0 6∈ riK ′. Valóban, 4.21 szerint riK ′ = WT (riK). Ha létezne x ∈ riK
pont, amelyre WT (x) = 0, akkor x előállna az S-beli pontok affin kom-
binációjaként, T (x) pedig a T (S)-beli pontok ugyanilyen együtthatókkal
vett affin kombinációjaként. A WT (x) = 0 egyenlőségből T (x) = 0, és ı́gy
x = 0 következne, holott 0 6∈ riK. Feltevésünk szerint létezik a0 ∈ Rk

vektor úgy, hogy 0 < aT
0 riK ′. Mivel 4.21 szerint riK ′ = WNriK, azért az

a := (aT
0 WN)T ∈ Rd vektorra teljesül, hogy 0 < aT riK.

4. Elég tehát azt igazolnunk, hogy ha a K ⊆ Rd konvex kúp belseje
nem üres, de nem tartalmazza az origót, akkor létezik a ∈ Rd vektor úgy,
hogy 0 < aT intK. (A dimK = d feltétel ugyanis azzal ekvivalens, hogy K
belseje nem üres, vö. 4.7.)

Ebben a pontban megmutatjuk, hogy vagy található egy a ∈ Rd vektor,
amelyre 0 < aT intK, vagy létezik x ∈ Rd vektor úgy, hogy x 6∈ line intK,
és (xR) ∩ intK = ∅.
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Valóban, legyen a0 egy K belsejében levő pont vetülete a line intK altér
ortogonális kiegésźıtő alterére. Ekkor a0 ∈ intK, ı́gy a0 6= 0. Tekintsük
a H := a0 + a⊥0 hiperśıkot, ennek a K konvex kúppal való metszete tar-
talmazza az a0 vektort, sőt alkalmas ε > 0 szám esetén az O(a0, ε) ∩ H
halmazt is. Ha a H ∩ K konvex halmaz relat́ıv határa üres, akkor 4.5 és
a fenti megjegyzés miatt H ∩ K = H. Könnyen belátható, hogy ekkor
intK = {x : aT

0 x > 0}, tehát az a := a0 vektor megfelel: 0 < aT intK tel-
jesül. Ha a H ∩K konvex halmaz relat́ıv határa nem üres, akkor legyen x0

egy pontja. Nyilván x0 nem eleme a line intK altérnek (az a0 vektor ezen
altér ortogonális kiegésźıtőjének eleme, ı́gy aT

0 x0 = 0 lenne, holott x0 ∈ H
miatt aT

0 x0 = ||a0||2 6= 0). Továbbá x0 ∈ rbK, ı́gy −x0 6∈ intK (különben
az elérhetőségi lemma miatt 0 ∈ intK lenne). Ezért az x0R egyenes nem
metsz bele K belsejébe, tehát az x := x0 vektor megfelel.

5. Az előző pont eredményéből már következik, hogy ha a K ⊆ Rd

konvex kúp belseje nem üres, de nem tartalmazza az origót, akkor létezik
a ∈ Rd vektor úgy, hogy 0 < aT intK. Ezt a következőképpen lehet belátni.

Legyen K1 := K. Az előző pontban igazoltak szerint vagy létezik
a ∈ Rd vektor úgy, hogy 0 < aT intK1 (amikor is készen vagyunk a bi-
zonýıtással), vagy létezik x1 6∈ line intK1 vektor úgy, hogy az x1R egyenes
és intK1 metszete üres.

Az utóbbi esetben legyen K2 := (x1R) + K1. Ekkor K2 konvex kúp,
belseje intK2 = (x1R)+intK1. Ismét az előző pont eredményét alkalmazva
vagy létezik a ∈ Rd vektor úgy, hogy 0 < aT intK2 (amikor is készen
vagyunk a bizonýıtással), vagy létezik x2 6∈ line intK2 vektor úgy, hogy
(x2R) ∩ intK2 = ∅. Utóbbi esetben legyen K3 := (x2R) +K2 . . . stb.

Megmutatjuk, hogy a bizonýıtás legfeljebb d lépésben véget ér, ugyan-
is a keletkező x1, x2, . . . vektorok lineárisan függetlenek. Valóban, x1 6∈
line intK1, ı́gy x1 6= 0. Továbbá x2 6∈ line intK2, ı́gy x2 6∈ x1R. Ha-
sonlóképpen x3 6∈ x1R + x2R . . . stb. Az x1, x2, . . . vektorok lineáris füg-
getlensége ezekből az észrevételekből és 1.5-ből azonnal adódik. 2

5.2 seǵıtségével a második Hahn–Banach-tétel az alábbi ekvivalens for-
mában is megfogalmazható:

5.6. Tétel: Legyenek C1, C2 ⊆ Rd nemüres, relat́ıv nýılt, konvex halma-
zok. Ha C1 és C2 diszjunktak, akkor szigorúan szeparálhatók. 2

Hasonló tétel mondható ki, ha az egyik halmaz poliéder.
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5.7. Tétel: Legyenek C,P ⊆ Rd diszjunkt, nemüres, konvex halmazok, C
relat́ıv nýılt, P poliéder. Ekkor P és C szigorúan szeparálhatók.

Bizonýıtás: Tekintsük először azt a speciális esetet, mikor C = riK és
P = R, ahol K és R konvex kúpok. Megmutatjuk, hogy a tétel feltételei
mellett ekkor létezik a ∈ Rd vektor úgy, hogy

aTR ≤ 0 < aT riK.

Ezt az álĺıtást dim(R ∪ K) szerinti indukcióval bizonýıtjuk. A d = 1
eset nyilvánvaló (R zárt, riK pedig nýılt intervallum). Általában a második
Hahn–Banach-tétel szerint létezik a1 ∈ Rd vektor úgy, hogy

aT
1 riR < aT

1 riK.

Ekkor 4.7 miatt
aT

1 R ≤ 0 ≤ aT
1K.

Ha K nem része az a⊥1 hiperśıknak, akkor

aT
1R ≤ 0 < aT

1 riK

(vö. 5.1), és készen vagyunk a bizonýıtással. Ezért feltehetjük, hogy

aT
1 R ≤ 0 = aT

1K.

Legyen P ′ az R kúp és a −a1 +a⊥1 hiperśık metszete. Ekkor P ′ poliéder, és
nem üres, mivel aT

1 riR < 0. Motzkin tétele szerint létezik egy Q′ politóp
és egy R′ végesen generált kúp úgy, hogy P ′ = Q′ + R′. Ekkor 4.13 és
4.17 szerint R′ = R∩ a⊥1 , ı́gy az R′ ⊆ R kúp diszjunkt K relat́ıv belsejétől.
Mivel az R′ ∪K halmaz dimenziója kisebb, mint az R ∪K halmazé, azért
az indukció feltétel szerint létezik a2 ∈ Rd vektor úgy, hogy

aT
2R

′ ≤ 0 < aT
2 riK.

Válasszuk a λ ≥ 0 számot úgy, hogy

(a2 + λa1)
TQ′ ≤ 0

teljesüljön. (Az egyenlőtlenséget csak Q′ egy olyan véges részhalmazán kell
biztośıtani, amelynek konvex burkaként előáll a Q′ politóp. Továbbá x ∈ Q′
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esetén aT
1 x = −||a1||2 < 0.) Legyen a := a2 + λa1, ekkor aTR′ ≤ 0 szintén

teljesül, ı́gy aTP ′ ≤ 0. Ebből pedig

aTR ≤ 0 < aT riK

könnyen adódik.
A tétel teljes általánosságban a fent igazolt speciális eset következmé-

nye, ha azt azR := clK(P ) ⊆ Rd+1 poliéder kúpra és aK := K(C) ⊆ Rd+1

konvex kúpra alkalmazzuk. (4.20-ból adódóan R ∩ riK = ∅, ı́gy a fentiek
valóban alkalmazhatók.) 2

Ezzel az alábbi szimmetrikus tételtáblázat álĺıtásainak nagy részét be-
láttuk:

C1/C2 rel. nýılt zárt poliéder

rel. nýılt szigorú valódi szigorú

zárt valódi valódi valódi

poliéder szigorú valódi erős

A táblázat azt fejezi ki röviden, hogy ha C1, C2 ⊆ Rd nemüres, disz-
junkt, konvex halmazok, továbbá C1 az első oszlopban léırt tulajdonságú,
C2 pedig az első sorban léırt tulajdonságú, akkor általában legfeljebb meny-
nyire szeparálhatóak. Azt már mindenhol beláttuk, hogy ennyire szeparál-
hatók, még annyi kell, hogy jobban általában nem.

Legyen C1 egy śıkbeli zárt körlap, C2 pedig egy hozzá húzott érintő
egyenes az érintési pontban kezdődő, zárt szakasza. Ekkor riC1 és riC2,
illetve riC1 és C2 mutatja, hogy a táblázatbeli “szigorú” szavak nem cse-
rélhetők “erős”-re. A következő álĺıtás bizonýıtja, hogy a “valódi” szavak
sem cserélhetők “szigorú”-ra.

5.8. Álĺıtás: Legyen C ⊆ R3 a 3.31-beli K zárt, konvex kúp (0, 1, 0)T

vektorral való eltoltja, továbbá legyen L := R× {0} × {0} ⊆ R3. Ekkor C
zárt, konvex halmaz, L altér (speciálisan relat́ıv nýılt, zárt, poliéder), L és
C diszjunktak, de nem szigorúan szeparálhatóak.

Bizonýıtás: Ha C és L összemetszenének, akkor K-nak lenne olyan pont-
ja, amelynek második koordinátája −1, harmadik koordinátája pedig 0.
Ez nem lehetséges (lásd K léırását polinom-egyenlőtlenségekkel, 3.31-ben).
Most megmutatjuk, hogy C és L nem szigorúan szeparálhatók. Tegyük fel
indirekt, hogy létezik a = (a1, a2, a3)

T ∈ R3 vektor úgy, hogy aTL < aTC.
Ekkor persze a ∈ L⊥, és aTC > 0 lenne. Mivel a ∈ L⊥ = {0} × R × R,
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azért a1 = 0. Legyen a′ := (a2, a3)
T ∈ R2, és jelölje A ugyanazt a mátrixot,

mint 3.31 bizonýıtásában. Ekkor a = ATa′, ezért a′T (AC) > 0. Itt

0 < a′T (AC) = a′T (A(0, 1, 0)T +AK) = a2 + a′T (AK).

Mivel R× {1} ⊆ AK, azért a2 = 0. Továbbá (0, 0)T ∈ AK, ezért a2 > 0,
ami ellentmondás. 2

Érdekességként megjegyezzük, hogy már R2-ben található relat́ıv nýılt,
konvex halmaz és zárt, konvex halmaz úgy, hogy nem szigorúan szeparál-
hatók: C1 és riC2 ilyen, ahol C1, C2 az álĺıtás előtti megjegyzésben szereplő
halmazok. Ugyanakkor

5.9. Álĺıtás: Legyen C1, C2 ⊆ R2 két nemüres, zárt, konvex halmaz,
amelyek diszjunktak. Ekkor C1 és C2 szigorúan szeparálható.

Bizonýıtás: A második Hahn–Banach-tétel szerint valódi módon szeparál-
hatók valamely H ⊆ R2 hiperśıkkal (egyenessel). Akkor nem vagyunk
készen, ha C1 ∩ H 6= ∅ 6= C2 ∩H. A C1 ∩ H és a C2 ∩H nemüres, zárt,
diszjunkt intervallumok H-ban, távolságuk pozit́ıv és felvétetik. Legyen ez
éppen ||c1 − c2||, ahol ci ∈ Ci ∩H (i = 1, 2). A [c1, c2] szakasz felezőpontját
jelölje f . Feltehető, hogy f = 0. Legyen ai a legrövidebb Ci-beli vektor
(i = 1, 2). Ekkor az első Hahn–Banach-tétel bizonýıtása szerint aT

i Ci ≥
||ai||2 (i = 1, 2). Legyen Pi az {x ∈ R2 : aT

i x ≥ ||ai||2} félśık elmetszve a
H által meghatározott, Ci-t tartalmazó, zárt félśıkkal (i = 1, 2). Könnyen
belátható, hogy P1 és P2 diszjunkt poliéderek (csak H-ban metszhetnének
össze, de akkor H-beli részük úniója lefedné H-t, a 0 eleme lenne), ı́gy
erősen szeparálhatóak. Mivel C1 ⊆ P1, és C2 ⊆ P2, az álĺıtást ebben az
esetben is beláttuk. 2

Persze két zárt halmaz, sőt egy zárt halmaz és egy poliéder R2-ben
sem szeparálható erősen: ezt egy śıkbeli hiperbolalap és egyik aszimptotája
mutatja.

Viszont a következő álĺıtás seǵıtségével elegendő feltételeket adhatunk
arra, mikor a táblázatban szereplő “valódi” szavakat “erős”-re cserélhetjük.

A második Hahn–Banach-tétel szerint két nemüres, konvex halmaz pon-
tosan akkor szeparálható valódi módon, ha az origó nincs benne a különb-
ségük relat́ıv belsejében. Hasonló álĺıtás mondható ki az erős szeparálha-
tóságról.

95



5.10. Álĺıtás: Legyenek C1, C2 ⊆ Rd nemüres, konvex halmazok. Ekkor
az alábbi álĺıtások ekvivalensek:
a) C1 és C2 erősen szeparálhatók;
b) C1 + O(0, ε) és C2 + O(0, ε) szigorúan szeparálhatók valamely ε > 0
esetén;
c) 0 6∈ cl (C2 − C1).

Bizonýıtás: Először belátjuk, hogy az a) álĺıtásból következik a b) álĺıtás.
Ha C1 és C2 erősen szeparálhatók, akkor létezik a ∈ Rd vektor úgy, hogy
sup aTC1 < inf aTC2, még az is feltehető, hogy a egységvektor. Legyen

β :=
sup aTC1 + inf aTC2

2
, továbbá ε := β − sup aTC1,

ekkor ε = inf aTC2 − β > 0. Megmutatjuk, hogy

aT (C1 +O(0, ε)) < β < aT (C2 +O(0, ε)).

Például legyen x1 ∈ C1, és x ∈ Rd olyan vektor, amelyre ||x − x1|| < ε
teljesül. Azt kell belátnunk, hogy aTx < β. Ez ı́gy van, mivel

aTx = aTx1 + aT (x− x1) ≤
≤ aTx1 + ||a|| · ||x− x1|| < sup aTC1 + 1 · ε = β.

Ezzel beláttuk, hogy aT (C1 + O(0, ε)) < β, a β < aT (C2 + O(0, ε)) egyen-
lőtlenség hasonlóan igazolható. Tehát a C1 +O(0, ε) és C2 +O(0, ε) nýılt,
konvex halmazok szigorúan szeparálhatók.

Másodszor azt igazoljuk, hogy a b) álĺıtásból következik a c) álĺıtás. Ha
a C1 +O(0, ε) és C2 +O(0, ε) halmazok szigorúan szeparálhatók, akkor egy
x1 ∈ C1 és egy x2 ∈ C2 pont távolsága mindig legalább ε > 0, ezért egyetlen
C2 −C1-beli sorozat sem tarthat az origóhoz, vagyis 0 6∈ cl (C2 − C1).

Végül megmutatjuk, hogy a c) álĺıtásnak következménye az a) álĺıtás.
Az első Hahn–Banach-tétel szerint, ha 0 6∈ cl (C2 − C1), akkor az origó
erősen szeparálható a cl (C2 − C1) halmaztól, vagyis létezik a ∈ Rd vektor
úgy, hogy 0 < inf aT cl (C2 −C1). Ekkor persze 0 < inf aT (C2 −C1), vagyis
sup aTC1 < inf aTC2, tehát a C1 és C2 halmazok erősen szeparálhatóak. 2

5.11. Álĺıtás: Legyenek C1, C2 ⊆ Rd nemüres, zárt, konvex halmazok.
Tegyük fel, hogy C1 ∩ C2 = ∅, továbbá hogy

(recC1) ∩ (recC2) ⊆ (−recC1) ∩ (−recC2).

Ekkor C1 és C2 erősen szeparálhatók.
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Bizonýıtás: A feltétel miatt, 4.26 szerint C2 − C1 zárt. Mivel C1 és C2

diszjunktak, azért 0 6∈ C2 −C1. Az álĺıtás ezek után 5.10 következménye.2

5.12. Álĺıtás: Legyen C ⊆ Rd nemüres, zárt, konvex halmaz, amely
diszjunkt a P ⊆ Rd nemüres poliédertől. Tegyük fel továbbá, hogy

(recC) ∩ (recP ) ⊆ −recC.

Ekkor C és P erősen szeparálhatók.

Bizonýıtás: 5.11 bizonýıtásához hasonlóan igazolható. 2

5.13. Álĺıtás: Legyen C1 ⊆ Rd nemüres, relat́ıv nýılt, konvex halmaz,
C2 ⊆ Rd pedig nemüres, zárt, konvex halmaz, amely diszjunkt a C1 halmaz
lezártjától. Tegyük fel továbbá, hogy

(recC1) ∩ (recC2) ⊆ (−recC1) ∩ (−recC2).

Ekkor C1 és C2 erősen szeparálhatók.

Bizonýıtás: 5.11-ből adódik, felhasználva még 4.10-et. 2

Még a Hahn–Banach-tételek a későbbiek szempontjából fontos követ-
kezményét tárgyaljuk.

5.14. Álĺıtás: Legyen C ⊆ Rd zárt, konvex halmaz. Ekkor
a) C az őt tartalmazó zárt félterek metszete;
b) Ha a C halmaz nem affin, akkor itt elég azokat a zárt féltereket venni,
amelyek határoló hiperśıkja tartalmaz valamely rbC-beli pontot;
c) Sőt rbC helyett elegendő annak egy sűrű S részhalmazát tekinteni.

Bizonýıtás: a) az első Hahn–Banach-tétel következménye. A nem C-beli
pontok elválaszthatók C-től a pontot nem tartalmazó hiperśıkkal, és akkor
az e hiperśık által meghatározott, a C halmazt tartalmazó zárt féltér már
nem tartalmazza a pontot. Az összes C-t tartalmazó zárt féltér metszete
egyetlen nem C-beli pontot sem fog tartalmazni, viszont a C-beli pontokat
mind tartalmazza majd.

b) Mivel az aff C affin halmazt tartalmazó hiperśıkok által meghatá-
rozott zárt félterek metszete aff C, azért csak az (aff C) \ C-beli pontokat
kell elválasztani relat́ıv határpontot tartalmazó hiperśıkkal C-től. Az 5.3
harmadik bizonýıtásában látottakhoz hasonlóan okoskodva itt is feltehető,
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hogy dimC = d, legyen x0 ∈ intC. Ha x 6∈ C, akkor az x0 és x pontokat
összekötő szakaszon van (éppen) egy x′ ∈ rbC pont, válasszuk el ezt C-től
egy H hiperśıkkal úgy, hogy a megfelelő H+ zárt féltér tartalmazza C-t,
5.4 szerint ez megtehető. Ekkor x′ ∈ H, és x 6∈ H+.

c) Mint az előbb, itt is feltehetjük, hogy dimC = d. Legyen x0, x, mint
b)-ben, és x′ = x + λ(x0 − x) ∈ rbC, ahol 0 < λ < 1. Ha egy x0 körüli,
ε > 0 sugarú, nýılt gömb intC része, akkor az x′ körüli, λε sugarú, nýılt
gömb bármely pontján túlhúzható az x pont úgy, hogy intC-beli pontba
jussunk, márpedig x′ ezen környezetében van S-beli pont. b) bizonýıtása
alkalmazható. 2

5.15. Álĺıtás: Legyen C ⊆ Rd nemaffin, zárt, konvex halmaz, és tegyük
fel, hogy dimC = d. Ekkor a C halmaz határának sűrű részét alkotják
az úgynevezett sima pontok, vagyis azok a határpontok, amelyeket C-nek
pontosan egy támaszhiperśıkja tartalmazza.

Bizonýıtás: Legyen adott p ∈ rbC, ε > 0, azt kell megmutatnunk, hogy
létezik p-től legfeljebb ε távolságra lévő s sima pont. Válasszunk egy q ∈
intC pontot úgy, hogy ||q − p|| < ε/2 legyen. Legyen r ≥ 0 a q pont
távolsága Rd \C halmaztól, nyilván r ≤ ||p−q||. A q pont köré ı́rt r sugarú
O zárt gömb határa tartalmaz legalább egy s ∈ rbC pontot, és ez sima,
ugyanis ha s-ben lenne két támaszhiperśıkja C-nek, akkor azok különböző
támaszhiperśıkjai lennének s-ben O-nak is (O ⊆ C), ami lehetetlen. Végül

||p − s|| ≤ ||p− q|| + ||q − s|| ≤ 2||p − q|| < ε.

2

6. Kúplineáris alternat́ıva- és dualitási tételek

Most már készen állunk arra, hogy könnyen ellenőrizhető elégséges
feltételeket keressünk az általános kúplineáris Farkas-lemmához és a kúp-
lineáris Farkas-tételhez. E vizsgálatok alapját képezik Stiemke és Krein
tételei, valamint különféle általánośıtásaik.

Stiemke és Krein tételei a következő vegyes tételek azon speciális esetei,
mikor R = L altér. Hasonlóan vezethetők le a második Hahn–Banach-
tételből, mint vegyes általánośıtásaik 5.7-ből.

98



6.1. Tétel: (vegyes Stiemke-tétel) Legyen R ⊆ Rd poliéder kúp, K ⊆ Rd

konvex kúp. Pontosan akkor teljesül R∩riK 6= ∅, ha (−R∗)∩(K∗) ⊆ −K∗.

Bizonýıtás: Először tegyük fel, hogy R ∩ riK 6= ∅, legyen x0 ∈ R ∩ riK,
és válasszunk egy tetszőleges a ∈ (−R∗) ∩ (K∗) elemet. Ekkor aTx0 ≤ 0
(mivel x0 ∈ R, a ∈ −R∗), és aTx0 ≥ 0 is (mivel x0 ∈ K, a ∈ K∗), vagyis
aTx0 = 0. Tetszőleges x ∈ K pont túlhúzható az x0 ∈ riK ponton a K
halmazban, vagyis létezik ε > 0 úgy, hogy x0 − ε(x − x0) ∈ K. Ekkor
a ∈ K∗ miatt

0 ≤ aT (x0 − ε(x− x0)) = −εaTx,

vagyis oda jutottunk, hogy tetszőleges x ∈ K esetén aTx ≤ 0. Ebből
a ∈ −K∗ következik, tehát (−R∗) ∩ (K∗) ⊆ −K∗.

A megford́ıtáshoz tegyük fel, hogy R ∩ riK = ∅, ekkor 5.7 szerint az R
poliéder kúp és a riK relat́ıv nýılt halmaz szigorúan szeparálhatók, azaz
létezik a ∈ Rd vektor úgy, hogy aTR < aT riK, és akkor persze

aTR ≤ 0 < aT riK.

Erre az a vektorra teljesül, hogy a ∈ (−R∗) ∩ (K∗), de a 6∈ −K∗. Ezzel
beláttuk a tétel még nem igazolt irányát is. 2

6.2. Tétel: (vegyes Krein-tétel) Legyen R ⊆ Rd poliéder kúp, K ⊆ Rd

konvex kúp. Ha R ∩ riK 6= ∅, akkor (R ∩K)∗ = R∗ +K∗.

Bizonýıtás: A nemtriviális (R ∩ K)∗ ⊆ R∗ + K∗ tartalmazáshoz legyen
c ∈ (R ∩K)∗. Azt kell megmutatnunk, hogy c ∈ R∗ +K∗.

Tekintsük először azt a speciális esetet, mikor nem csak, hogy R bele-
metsz a K kúp relat́ıv belsejébe, hanem ráadásul {c}⊥ ∩ R ∩ riK 6= ∅.
Legyen x0 ∈ R ∩ riK, amelyre cTx0 = 0. Ekkor tetszőleges x ∈ R ∩ linK
pont behúzható az x0 pont mellé az R ∩K halmazba, vagyis létezik ε > 0
úgy, hogy x0 + ε(x− x0) ∈ R ∩K. Mivel c ∈ (R ∩K)∗, azért

0 ≤ cT (x0 + ε(x− x0)) = εcTx,

vagyis oda jutottunk, hogy tetszőleges x ∈ R∩ linK esetén cTx ≥ 0. Ebből

c ∈ (R ∩ linK)∗ = R∗ + (linK)⊥

következik, és mivel (linK)⊥ ⊆ K∗, azért ekkor c ∈ R∗ +K∗ is fennáll.
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Ha pedig ({c}⊥ ∩R)∩ riK = ∅, akkor 5.7 szerint létezik a ∈ Rd vektor
úgy, hogy

aT ({c}⊥ ∩R) ≤ 0 < aT riK.

Ekkor
a ∈ −({c}⊥ ∩R)∗ = Rc−R∗, és a ∈ K∗.

Választható tehát λ ∈ R, b ∈ R∗ úgy, hogy a = λc − b legyen. Ekkor
x0 ∈ R ∩ riK esetén egyrészt cTx0 > 0, másrészt

0 < aTx0 = λcTx0 − bTx0 ≤ λcTx0,

amiből λ > 0 következik. De akkor

c =
1

λ
b+

1

λ
a ∈ R∗ +K∗,

és a tételt ebben az esetben is beláttuk. 2

A vegyes Krein-tételnek még egy bizonýıtását adjuk, most az 5.7 sze-
parációs tétel helyett a vegyes Stiemke-tételből vezetjük le. Hasonlóan
következik Stiemke tételéből Krein tétele.

Bizonýıtás: Válasszunk A mátrixot úgy, hogy R = Ker+A legyen. Ha
a ∈ (R ∩K)∗, akkor az

Ax ≥ 0, x ∈ K, aTx < 0

rendszer megoldhatatlan. Könnyen belátható, hogy ekkor

Ker+






A 0
aT 1
−aT −1




 ∩ ri

(

K
R+

)

= ∅.

A vegyes Stiemke-tétel szerint

−Im+

(

AT a −a
0T 1 −1

)

∩
(

K∗

R+

)

6⊆
(

−K∗

−R+

)

,

vagyis létezik y vektor és ζ szám úgy, hogy

−AT y − aζ ∈ K∗, y ≥ 0, −ζ ≥ 0; de AT y + aζ 6∈ K∗, vagy ζ 6≥ 0.
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Nem lehet, hogy ζ = 0, ekkor ugyanis −AT y ∈ K∗ \ −K∗, y ≥ 0 lenne,
holott az R ∩ riK 6= ∅ feltétel miatt (ismét a vegyes Stiemke-tétel szerint)
(−Im+A

T ) ∩K∗ ⊆ −K∗. Ezért ζ < 0, és akkor

−AT y

−ζ + a ∈ K∗,
y

−ζ ≥ 0

miatt a ∈ (Im+A
T )+K∗, vagyis a ∈ R∗+K∗. Ezzel a vegyes Krein-tételbeli

nemtriviális (R ∩K)∗ ⊆ R∗ +K∗ tartalmazást újra beláttuk. 2

6.3. Megjegyzés: A Stiemke-tétel alternat́ıváit átfogalmazva kapjuk
alábbi bizonýıtását. Először is vegyük észre, hogy S ⊆ Rd konvex kúp
esetén ekvivalensek: a) S altér; b) 0 ∈ riS; c) S ⊆ −S; d) S∗ altér;
e) S∗∗ = clS altér. A bizonýıtás három lépése ezek után:
1. L ∩ riK 6= ∅ pontosan akkor, ha L+K altér (b) miatt).
2. L⊥ ∩K∗ ⊆ −K∗ pontosan akkor, ha L⊥ ∩K∗ altér (c) miatt).
3. L+K pontosan akkor altér, ha adjungáltja, L⊥ ∩K∗ altér (d) miatt).

A vegyes Stiemke-tétel is bizonýıtható ı́gy: pl. R ∩ riK 6= ∅ pontosan
akkor, ha R ∩ (K − K) − K altér. A [vegyes] Stiemke-tétel egyenértékű
5.5-tel [5.7 P = R, C = riK speciális esetével], ı́gy 5.3 [5.7] egy újabb
bizonýıtását is nyertük.

Megjegyezzük még, hogy R ∩ riK 6= ∅ esetén cl (R ∩ K) = R ∩ clK.
Ezért a vegyes Krein-tétel átfogalmazható úgy, hogy R ∩ riK 6= ∅ esetén
R∗ +K∗ zárt.

A diagonális alteres fogást felhasználva megfogalmazhatók a (vegyes)
Stiemke- és Krein-tételek többkúpos általánośıtásai.

6.4. Tétel: (többkúpos Stiemke-tétel) Legyenek K1, . . . ,Kl ⊆ Rd konvex
kúpok. Pontosan akkor teljesül ∩l

j=1riKj 6= ∅, ha

bj ∈ K∗
j (j = 1, . . . , l),

l∑

j=1

bj = 0 esetén bj ∈ −K∗
j (j = 1, . . . , l).

Bizonýıtás: Legyen K := K1 × . . . × Kl, és D ⊆ Rdl a diagonális altér.
Nyilván ∩l

j=1riKj 6= ∅ pontosan akkor, ha D ∩ riK 6= ∅. Másrészt Stiemke

tétele szerint D ∩ riK 6= ∅ pontosan akkor, ha D⊥ ∩K∗ ⊆ −K∗, azaz

∪
{

{b1} × . . .× {bl} :
∑l

j=1 bj = 0
}

∩
∩(K∗

1 × . . .×K∗
l ) ⊆ (−K∗

1 ) × . . .× (−K∗
l ),

ami éppen a tétel álĺıtása. 2
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6.5. Tétel: (többkúpos Krein-tétel) Legyenek K1, . . . ,Kl ⊆ Rd konvex
kúpok. Ha ∩l

j=1riKj 6= ∅, akkor (∩l
j=1Kj)

∗ =
∑l

j=1K
∗
j .

Bizonýıtás: Legyen K,D, mint az előző tétel bizonýıtásában. A feltételből
adódóan ekkor D ∩ riK 6= ∅, ı́gy Krein tétele szerint

(D ∩K)∗ = D⊥ +K∗.

Szorozzuk meg ezt az egyenlőséget balról az (E, . . . , E) ∈ Rd×(dl) mátrix-
szal, máris kapjuk a ḱıvánt (∩Kj)

∗ =
∑
K∗

j egyenlőséget, mivel

(D ∩K)∗ = ∪





{a1} × . . .× {al} :

l∑

j=1

aj ∈ (∩Kj)
∗






.

2

6.6. Tétel: (többkúpos vegyes Stiemke-tétel) Legyenek R1, . . . , Rk ⊆ Rd

poliéder kúpok, továbbá K1, . . . ,Kl ⊆ Rd konvex kúpok. Ekkor az alábbi
álĺıtások ekvivalensek:
a)

(∩k
i=1Ri) ∩ (∩l

j=1riKj) 6= ∅;
b)

ai ∈ R∗
i (i = 1, . . . , k),

bj ∈ K∗
j (j = 1, . . . , l),

∑k
i=1 ai +

∑l
j=1 bj = 0







esetén bj ∈ −K∗
j (j = 1, . . . , l).

Bizonýıtás: Ha a) fennáll, akkor legyen x0 az a) szerint nemüres halmaz egy
eleme, továbbá ai, bj a b) premisszáját teljeśıtő vektorok. Ekkor

aT
i x0 ≥ 0 (i = 1, . . . , k), bTj x0 ≥ 0 (j = 1, . . . , l)

miatt a




k∑

i=1

ai +
l∑

j=1

bj





T

x0 = 0

egyenlőségből

aT
i x0 = 0 (i = 1, . . . , k), bTj x0 = 0 (j = 1, . . . , l)

adódik. De akkor x0 ∈ riKj (j = 1, . . . , l) miatt, akárcsak 6.1 bizonýı-
tásában, könnyen meggyőződhetünk róla, hogy bj ∈ −K∗

j (j = 1, . . . , l).

102



A ford́ıtott irányhoz néhány jelölést vezetünk be. Legyen

R := ∩Ri, K := ∩Kj, továbbá K ′ := ∩riKj .

Ha b) teljesül, akkor ai = 0 (i = 1, . . . , k) választással alkalmazva, a
többkúpos Stiemke-tétel szerint K ′ 6= ∅, és akkor K ′ = riK (4.16). Mivel
R∗ =

∑
R∗

i (3.6), és a többkúpos Krein-tétel szerint K∗ =
∑
K∗

j , azért
látjuk, hogy b) fennállása esetén (−R∗)∩ (K∗) ⊆ −K∗. A vegyes Stiemke-
tétel szerint R ∩ riK 6= ∅, vagyis R ∩K ′ 6= ∅, a)-hoz jutottunk. 2

6.7. Tétel: (többkúpos vegyes Krein-tétel) Legyenek R1, . . . , Rk ⊆ Rd

poliéder kúpok, továbbá K1, . . . ,Kl ⊆ Rd konvex kúpok. Ha

(∩k
i=1Ri) ∩ (∩l

j=1riKj) 6= ∅,

akkor
(

(∩k
i=1Ri) ∩ (∩l

j=1Kj)
)∗

=
k∑

i=1

R∗
i +

l∑

j=1

K∗
j .

Bizonýıtás: Legyen R,K,K ′, mint az előző tétel bizonýıtásában. Most is
R ∩ riK 6= ∅, amiből a vegyes Krein-tétel szerint (R ∩ K)∗ = R∗ + K∗

adódik. Most már elég annyit észrevenni, hogy R∗ =
∑
R∗

i , és a többkúpos
Krein-tétel szerint K∗ =

∑
K∗

j . 2

A többkúpos Stiemke-tétel két egyszerű következményét emĺıtjük. Itt
x <K y jelölje azt, hogy y − x ∈ riK, ahol K ⊆ Rd konvex kúp, x, y ∈ Rd

vektorok.

6.8. Tétel: (Carver) Legyen A ∈ Rm×n, b ∈ Rm, továbbá K1 ⊆ Rm,
K2 ⊆ Rn konvex kúpok. Ekkor az alábbi álĺıtások ekvivalensek:
a) létezik x ∈ Rn vektor úgy, hogy Ax >K1

b, x >K2
0;

b) valahányszor egy y ∈ Rm vektor esetén AT y ≥K∗

2
0, y ≤K∗

1
0, bT y ≤ 0,

akkor AT y ≤K∗

2
0, y ≥K∗

1
0, bT y ≥ 0 is egyben.

Bizonýıtás: Az a) álĺıtás azt jelenti, hogy b ∈ ri (AK2−K1), mı́g a b) álĺıtás
könnyen beláthatóan azt, hogy

y ∈ (AK2 −K1)
∗, bT y ≤ 0 esetén y ∈ −(AK2 −K1)

∗, bT y ≥ 0.
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Ezért elég azt igazolni, hogy tetszőleges K konvex kúp esetén

b ∈ riK ⇐⇒
{

y ∈ K∗ : bT y ≤ 0
}

⊆
{

y ∈ −K∗ : bT y ≥ 0
}

.

Mivel b ∈ riK pontosan akkor, ha ri (Im+ b) ∩ riK 6= ∅, azért ez az álĺıtás
a többkúpos Stiemke-tétel egyszerű következménye. 2

6.9. Tétel: (első Dubovickij–Miljutyin-tétel) Legyenek K, K1, . . . ,Kl

Rd-beli, konvex kúpok úgy, hogy intKj 6= ∅ (j = 1, . . . , l). Ekkor az alábbi
álĺıtások ekvivalensek:
a)

K ∩ (∩l
j=1intKj) 6= ∅;

b)

b ∈ K∗, bj ∈ K∗
j (j = 1, . . . , l),

b+
∑l

j=1 bj = 0

}

esetén b = 0 = b1 = . . . = bl.

Bizonýıtás: Mivel intKj 6= ∅ esetén linKj = Rd, azért

{0} = (linKj)
⊥ = (Kj −Kj)

⊥ = (Kj −Kj)
∗ = K∗

j ∩ −K∗
j .

Igaz továbbá, hogy

K ∩ (∩intKj) 6= ∅ ⇐⇒ (riK) ∩ (∩intKj) 6= ∅,

mivel egy konvex halmaz pontosan akkor metsz bele egy nýılt halmazba,
ha a relat́ıv belseje belemetsz. E két észrevétel után a tétel a többkúpos
Stiemke-tétel egyszerű következménye. 2

Új dimenziót ad a vizsgálódásnak a poláris fogalma.

Egy S ⊆ Rd halmaz polárisa legyen az

S◦ :=
{

a ∈ Rd : aTx ≥ −1 (x ∈ S)
}

halmaz. Könnyen belátható, hogy tetszőleges S ⊆ Rd halmaz esetén S◦

az origót tartalmazó, zárt, konvex halmaz. Ha S ⊆ Rd az origót tar-
talmazó, zárt, konvex halmaz, akkor polárisát nevezzük még az S duális
halmazának is (vö. 6.13).
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Néhány megjegyzés a polárisképzéssel kapcsolatban:
– Egy konvex kúp polárisa a konvex kúp adjungáltja.
– Fontos észrevétel, hogy a poláris homogenizációval is nyerhető: ha C
Rd-beli, konvex halmaz, akkor

C◦ = C(K(C)∗).

– A polárisképzés direkt szorzattal felcserélhetősége már csak korlátozottan
igaz: ha K ⊆ Rd kúp, és S ⊆ Rd tetszőleges halmaz, 0 ∈ S, akkor

(K × S)◦ = K∗ × S◦.

Emiatt a diagonális alteres fogás nem működik ebben az általánosságban.
– A polárisképzés tartalmazás-ford́ıtó: ha S1, S2 ⊆ Rd tetszőleges halma-
zok, amelyekre S1 ⊆ S2, akkor S◦

1 ⊇ S◦
2 . Sőt

6.10. Álĺıtás: Legyen Si ⊆ Rd (i ∈ I) halmazoknak egy tetszőleges
rendszere. Ekkor

(∪i∈ISi)
◦ = ∩i∈IS

◦
i .

2

6.11. Álĺıtás: Tetszőleges S ⊆ Rd halmaz esetén

S◦ = (clS)◦, és S◦ = (conv S)◦ = (conv (S ∪ {0}))◦.
2

A következő lemma alapvető fontosságú a polárisokkal kapcsolatos vizs-
gálatok során, feltétele szinte minden polárisokra vonatkozó tételben meg-
jelenik.

6.12. Lemma: Legyen C ⊆ Rd konvex halmaz, és tegyük fel, hogy az
origó C lezártjának eleme. Ekkor

clK(C◦) = K(C)∗, és K(C◦)∗ = clK(C).

Bizonýıtás: Mivel e1 ∈ clK(C) = K(C)∗∗, azért eT1K(C)∗ ≥ 0, továbbá
nyilván 0 ∈ C(K(C)∗). 3.20 szerint

clK(C◦) = clK(C(K(C)∗)) = K(C)∗.

A második igazolandó egyenlőség az elsőből adjungált kúpokat véve
adódik. 2
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Egy S ⊆ Rd halmaz bipolárisa az

S◦◦ := (S◦)◦

halmaz. A megfelelő dualitástétel a következő

6.13. Tétel: (bipoláris tétel) Tetszőleges S ⊆ Rd halmaz esetén

S◦◦ = cl conv (S ∪ {0}).

Speciálisan, ha C ⊆ Rd konvex halmaz, amelyre 0 ∈ clC teljesül, akkor
C◦◦ = clC. Speciálisan minden az origót tartalmazó, zárt, konvex halmaz
bipolárisa önmaga.

Bizonýıtás: A tétel részálĺıtásai valójában ekvivalensek, mivel 6.11 szerint
feltehető, hogy S = C az origót tartalmazó, zárt, konvex halmaz. Ekkor
6.12 szerint

C◦◦ = C(K(C◦)∗) = C(clK(C)) = clC = C.

2

Lássuk, hogyan általánośıtódik 3.6 és 3.29.

6.14. Tétel: Tetszőleges K ⊆ Rd kúp és S ⊆ Rd halmaz esetén

(K + S)◦ = K∗ ∩ S◦.

Teljesül továbbá, hogy

(K ∩ S)◦ ⊇ cl (K∗ + S◦),

egyenlőséggel, ha K zárt, konvex kúp, S = C pedig az origót tartalmazó
zárt, konvex halmaz.

Bizonýıtás: A tétel nem nyilvánvaló része az, hogy ha K zárt, konvex kúp,
S = C pedig az origót tartalmazó, zárt, konvex halmaz, akkor (K ∩C)◦ ⊆
cl (K∗ + C◦). E feltételekkel pedig 3.28 és 6.13 szerint

(K ∩ C)◦ = (K∗∗ ∩ C◦◦)◦ = (K∗ + C◦)◦◦ = cl (K∗ + C◦).

2

6.15. Álĺıtás: Poliéder polárisa is poliéder.
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Bizonýıtás: Motzkin tétele szerint egy P poliéder előáll P = Q+R alakban,
ahol Q = conv S1, R = coneS2, ahol S1, S2 véges halmazok. 6.14 miatt
P ◦ = Q◦ ∩R∗, ahol Q◦ = S◦

1 , R∗ = S∗
2 poliéderek. Ezért P ◦ poliéder. 2

6.16. Álĺıtás: Ha R ⊆ Rd poliéder kúp, P ⊆ Rd az origót tartalmazó
poliéder, akkor

(R ∩ P )◦ = R∗ + P ◦.

Bizonýıtás: Most R∗ +P ◦ poliéder, tehát zárt, ı́gy az álĺıtás 6.14 következ-
ménye. 2

Most a (vegyes) Stiemke- és Krein-tételek általánośıtásait bizonýıtjuk.
Az általános (vegyes) Krein-tétel további feltételt ad arra, hogy (K∩S)◦ =
K∗ + S◦ legyen.

6.17. Tétel: (általános Stiemke-tétel) Legyen K ⊆ Rd konvex kúp, to-
vábbá C ⊆ Rd konvex halmaz. Pontosan akkor teljesül (riK) ∩ (riC) 6= ∅,
ha

(−K∗) ∩ C∗ ⊆ K∗ ∩ −C∗.

Bizonýıtás: Felhasználva még a 4.15, 4.20 tételeket, a többkúpos Stiemke-
tétel seǵıtségével könnyen belátható, hogy

(riK) ∩ (riC) 6= ∅ ⇐⇒ (ri (R×K)) ∩ (riK(C)) 6= ∅ ⇐⇒
⇐⇒ −(R×K)∗ ∩K(C)∗ ⊆ (R×K)∗ ∩ −K(C)∗ ⇐⇒
⇐⇒ ({0} × −K∗) ∩K(C)∗ ⊆ ({0} ×K∗) ∩ −K(C)∗ ⇐⇒
⇐⇒ −K∗ ∩ C∗ ⊆ K∗ ∩−C∗.

2

6.18. Tétel: (általános vegyes Stiemke-tétel) Legyen R ⊆ Rd poliéder
kúp, C ⊆ Rd konvex halmaz. Pontosan akkor teljesül R ∩ riC 6= ∅, ha

(−R∗) ∩ C∗ ⊆ −C∗.

Bizonýıtás: 6.17 bizonýıtásának mintájára, csak most a többkúpos Stiemke-
tétel helyett a vegyes Stiemke-tételt használva igazolható. 2
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6.19. Tétel: (általános Krein-tétel) Legyen K ⊆ Rd konvex kúp, C ⊆ Rd

konvex halmaz. Ha (riK) ∩ (riC) 6= ∅, akkor (K ∩ C)◦ = K∗ + C◦, és
(K ∩ C)∗ = K∗ + C∗.

Bizonýıtás: 6.17 bizonýıtásából tudjuk, hogy (riK) ∩ (riC) 6= ∅ esetén

(ri (R×K)) ∩ (riK(C)) 6= ∅,

ı́gy a többkúpos Krein-tételből

((R×K) ∩K(C))∗ = (R×K)∗ +K(C)∗

adódik. Ez az egyenlőség úgy fogalmazható át, hogy

K(K ∩ C)∗ = ({0} ×K∗) +K(C)∗.

Az {1}×Rd és a {0} ×Rd hiperśıkokkal metszve mindkét oldalt nyerjük a
bizonýıtandó egyenlőségeket. 2

6.20. Tétel: (általános vegyes Krein-tétel) Legyen R ⊆ Rd poliéder kúp,
C ⊆ Rd konvex halmaz. Ha R ∩ riC 6= ∅, akkor (R ∩ C)◦ = R∗ + C◦, és
(R ∩ C)∗ = R∗ + C∗.

Bizonýıtás: 6.19 bizonýıtásának mintájára, csak most a többkúpos Krein-
tétel helyett a vegyes Krein-tételt használva igazolható. 2

A Stiemke-tételt az L := D ⊆ R(d+1)k diagonális altérre és a K :=
K(C1)× . . .×K(Ck) konvex kúpra alkalmazva ekvivalens feltételt kapunk
arra, hogy a C1, . . . , Ck ⊆ Rd konvex halmazok relat́ıv belsejei össze-
metsszenek. Hasonlóképpen adódik a Krein-tételből, hogy ha ∩k

i=1riCi 6= ∅,
akkor

(∩k
i=1Ci)

◦ = C(
∑k

i=1K(Ci)
∗).

Az általános (vegyes) Stiemke- és Krein-tételekben szerepel C adjungált
kúpja. Erről a kúpról szól a következő álĺıtás.

6.21. Álĺıtás: Legyen C ⊆ Rd konvex halmaz. Ekkor
a) cone (C◦) = barC;
b) rec (C◦) = (coneC)∗.

Bizonýıtás: Az a) és a b) álĺıtás is a defińıciók egyszerű következménye. 2

108



Fontos következményként nyerjük az alábbi álĺıtást.

6.22. Álĺıtás: Legyen C ⊆ Rd konvex halmaz. Ekkor
a) C◦ pontosan akkor korlátos, ha 0 ∈ intC;
b) C pontosan akkor korlátos, ha 0 ∈ int (C◦).

Bizonýıtás: a) C◦ nemüres, zárt, konvex halmaz lévén pontosan akkor
korlátos, ha recessziós kúpja a triviális {0} kúp (4.9). Továbbá 6.21 sze-
rint rec (C◦) = (coneC)∗, és (coneC)∗ pontosan akkor a triviális kúp,
ha adjungáltja, cl coneC az egész tér. Ez persze azzal ekvivalens, hogy
int coneC = Rd, ami pontosan akkor áll fenn, ha 0 ∈ intC.

b) a)-ból adódik, azt C helyett C◦-re alkalmazva. 2

Most már rátérhetünk a fejezet elején ı́gért zártsági tételekre. Az össze-
foglaló zártsági tételek előtt a 4.23 és 4.25 Tételek duálisait bizonýıtjuk, az
alábbi lemma seǵıtségével.

6.23. Lemma: Legyen A ∈ Rm×n, C ⊆ Rm nemüres, zárt, konvex
halmaz, és tegyük fel, hogy A−1(C) 6= ∅. Ekkor

AT ri barC = ri barA−1(C).

A ri operáció elhagyható a képletből, ha C = P poliéder.

Bizonýıtás: Az álĺıtás első fele könnyen igazolható, felhasználva, hogy tet-
szőleges K konvex kúp esetén

cl (ATK) = (A−1(K∗))∗,

valamint a 4.7, 4.11, 4.21 és 4.28 Tételeket.
Az álĺıtás poliéderekre vonatkozó része a 4.13 és 4.28 Tételek egyszerű

következménye. 2

6.24. Tétel: Legyen A ∈ Rm×n, C ⊆ Rn nemüres, zárt, konvex halmaz,
P ⊆ Rm poliéder. Tegyük fel, hogy

(AT barP ) ∩ ri (barC) 6= ∅.

Ekkor A−1(P ) + C zárt halmaz, és az A−1(recP ) + recC kúp a recessziós
kúpja.
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Bizonýıtás: A lemma szerint feltehető, hogy A = E. Az is feltehető, hogy
0 ∈ C. (Ha nem ı́gy lenne, vonjuk ki a C halmazból egy elemét, ezáltal a
tétel feltétele és konklúziója sem változik.)

Először vizsgáljuk azt a speciális esetet, mikor P = R kúp. Az általános
vegyes Krein-tétel szerint

R∗ ∩ riC◦ 6= ∅ ⇒ R+ C zárt, (R∗ ∩ C◦)∗ = R+ C◦∗,

felhasználva, hogy R∗∗ = R, és C◦◦ = C. Mivel R∗ kúp, a feltételben a
riC◦ halmaz lecserélhető a ri coneC◦ halmazra (vö. 4.18), ami 6.21 a) miatt
éppen a ri barC halmaz. Továbbá 6.14, 6.21 és 4.11 miatt

(R∗ ∩ C◦)∗ = (R+ C)◦∗ = (bar (R+ C))∗ = rec (R+ C);

és hasonlóképpen R + C◦∗ = R + recC. Látjuk, hogy éppen a tételbeli
álĺıtáshoz jutottunk a P = R speciális esetben.

Általában az
Â := E, Ĉ := C, P̂ := recP

választással alkalmazzuk a tétel az előbb elintézett speciális esetét. A
feltételek nyilvánvalóan ekvivalensek, hiszen

ÂT bar P̂ = bar recP = (recP )∗ = barP

(vö. 4.13). Tehát a feltételek fennállása esetén (recP ) + C, és ı́gy a belőle
egy politóp hozzáadásával nyert P + C halmaz is zárt (lásd még Motzkin
tételét, és a 4.12 előtti megjegyzést vagy 3.35-t). A recessziós kúpról szóló
egyenlőség hasonlóképpen adódik 4.12 seǵıtségével. 2

6.25. Következmény: Legyen A ∈ Rm×n, C1 ⊆ Rn, C2 ⊆ Rm nemüres,
zárt, konvex halmazok. Tegyük fel, hogy

(AT ri barC2) ∩ ri (barC1) 6= ∅.

Ekkor az A−1(C2) + C1 halmaz zárt, és az A−1(recC2) + recC1 kúp a re-
cessziós kúpja.

Bizonýıtás: 6.23 szerint feltehető, hogy A = E. Alkalmazzuk 6.24-et

Â := (E,E), Ĉ := C1 × C2, P̂ := {0}

választással. A feltételek és a konklúziók is ekvivalensek (vö. Abrams tétele;
a recessziós egyenlőségek egymás Â-, illetve Â−1-szeresei). 2
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6.26. Tétel: Legyen A ∈ Rm×n, C1 ⊆ Rn, C2 ⊆ Rm nemüres, zárt,
konvex halmazok, Ki := recCi (i = 1, 2). Ekkor

a) (AT ri barC2) ∩ ri (barC1) 6= ∅ ⇒ b) A−1(C2) +C1 zárt
m ⇑

c) A−1(−K2) ∩K1 ⊆ A−1(K2) ∩ −K1 ⇒ d) AC1 + C2 zárt.

Ráadásul b)⇒d) is teljesül, ha C2 ⊆ ImA. (Vagy ha b)-t az alábbi álĺıtásra
cseréljük:

b’) Ker (A,E) +C1 × C2 zárt.)

Speciálisan (és ehhez az álĺıtáshoz kétféle úton is eljuthatunk):
a)⇒d) Ha létezik y ∈ ri barC2 úgy, hogy AT y ∈ ri barC1, akkor AC1 + C2

zárt.

Bizonýıtás: a)⇒b) 6.25 szerint. a)⇐⇒c) a többkúpos Stiemke-tételből
következik (lásd még 4.11). A b) és d) álĺıtások kapcsolatáról szóló részál-
ĺıtás Abrams tételének következménye, végül c)⇒d) a 4.25 Tételé. 2

6.27. Tétel: Legyen A ∈ Rm×n, C ⊆ Rn nemüres, zárt, konvex halmaz,
P ⊆ Rm poliéder. Ekkor

a) (AT barP ) ∩ ri (barC) 6= ∅ ⇒ b) A−1(P ) + C zárt
m ⇑

c) A−1(−recP ) ∩ recC ⊆ −recC ⇒ d) AC + P zárt.

Ráadásul b)⇒d) is teljesül, ha P ⊆ ImA. (Vagy ha b)-t az alábbi álĺıtásra
cseréljük:

b’) Ker (A,E) + C × P zárt.)

Speciálisan (és ehhez az álĺıtáshoz kétféle úton is eljuthatunk):
a)⇒d) Ha létezik y ∈ barP úgy, hogy AT y ∈ ri barC, akkor AC +P zárt.

Bizonýıtás: 6.26 bizonýıtásához hasonlóan igazolható, csak most 6.24-et,
4.23-at és a vegyes Stiemke-tételt használva. Az a)⇒b’) részálĺıtás bi-
zonýıtásához seǵıtségképpen még megjegyezzük, hogy

Ker (A,E) + C × P = (Ker (A,E) + {0} × P ) + C × {0}.

2
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Adott, az Rd tér valamely részhalmazán értelmezett, valós értékkészletű
f függvény, S ⊆ f−1(R) halmaz esetén minimalizálási feladatnak ne-
vezzük azt a feladatot, mikor az S halmazban (a feladat megengedett
megoldásai között) keresünk egy olyan x̂ vektort (a feladat optimális
megoldását), ahol az f függvény (a feladat célfüggvénye) a lehető leg-
kisebb, vagyis inf{f(x) : x ∈ S} értéket (a feladat optimumértékét)
veszi fel, vagy ha ilyen x̂ vektor nem létezik, akkor olyan x̂k (k = 1, 2, . . .)
sorozatát megengedett megoldásoknak (optimalizáló sorozat), hogy az
f(x̂k) sorozat a feladat optimumértékéhez tart, ahogy k → ∞. Ezt a
feladatot röviden ı́gy jelöljük:

inf f(x), x ∈ S.

Ha a megengedett megoldások halmaza valamiféle, az x változóra tett F (x)
feltételekkel van léırva, akkor inf f(x), x ∈ {x : F (x)} helyett röviden azt
ı́rjuk, hogy

inf f(x), F (x)

Hasonlóan definiálható a

sup f(x), x ∈ S,

illetve
sup f(x), F (x)

maximalizálási feladat.
A minimalizálási és maximalizálási feladatokat közösen programnak

nevezzük. Általában egy programot zárójelbe tett nyomtatott, nagy betűvel
jelölünk (például (P )), ekkor a program megengedett megoldásainak hal-
mazát a fenti betű vastagon szedett változatával jelöljük (például P), op-
timális megoldásainak halmazát pedig úgy, hogy a vastagon szedett betű
mellé alsó indexbe egy “o” betűt ı́runk (például Po). Az optimumérték
jele például a (P ) program esetében vP , ahol a v betű az angol “value” szó
rövid́ıtése.

Azt mondjuk, hogy egy program megoldható, ha létezik megengedett
megoldása. A megoldható programot korlátosnak nevezzük, ha optimum-
értéke véges, különben pedig korlátlannak. Ha egy programnak létezik
optimális megoldása, akkor azt mondjuk, hogy a program optimumértéke
felvétetik.
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Két minimalizálási feladatot megegyezőnek tekintünk, ha ugyanaz a
megengedett megoldásaik halmaza és a célfüggvényük megszoŕıtása erre
a halmazra. Két minimalizálási feladatot ekvivalensnek nevezünk, ha
optimumértékeik megegyeznek és egyszerre vétetnek fel, vagy egyszerre
nem vétetnek fel. Hasonlóan maximalizálási feladatra. Például két mini-
malizálási feladat ((P1) és (P2), f1, illetve f2 célfüggvényekkel) pontosan
akkor ekvivalens, ha léteznek

ϕ : P1 → P2 és ψ : P2 → P1

leképezések (ún. változótranszformációk) úgy, hogy

f2(ϕ(x)) ≤ f1(x), és f1(ψ(y)) ≤ f2(y)

valahányszor x ∈ P1, y ∈ P2.
Egy inf f(x), x ∈ S minimalizálási feladat −1-szerese a

− inf f(x), x ∈ S := sup−f(x), x ∈ S

maximalizálási feladat. Hasonlóan definiálható egy maximalizálási feladat
−1-szerese az inf és a sup felcserélésével.

Az
inf cTx, Ax ≥K1

b, x ≥K2
0

alakú minimalizálási feladatot, ahol A ∈ Rm×n mátrix, b ∈ Rm, c ∈ Rn

vektorok, és K1 ⊆ Rm, K2 ⊆ Rn konvex kúpok, kúplineáris mini-
malizálási feladatnak nevezzük. Ekkor azt mondjuk, hogy az

(A, b, c,K1,K2, inf)

hatos a feladat egy léırása. Hasonlóan definiálható a kúplineáris maxi-
malizálási feladat és léırásai.

A kúplineáris minimalizálási és maximalizálási feladatokat együtt kúp-
lineáris programoknak nevezzük.

Egy kúplineáris program adott (A, b, c,K1,K2, inf vagy sup) léırásához
tartozó szigorúan megengedett megoldásai mindazon x ∈ Rn vektorok,
amelyekre

Ax >K1
b, x >K2

0.

Az adott módon léırt kúplineáris programot szigorúan megoldhatónak
nevezzük, ha létezik a léıráshoz tartozó szigorúan megengedett megoldása.
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Tekintsük például az

inf cTx, Ax ≥K1
b, x ≥K2

0

kúplineáris programot, melyre a rövidség kedvéért (P )-ként fogunk hi-
vatkozni, megengedett megoldásainak halmazát P-vel, (A, b, c,K1,K2, inf)
léırásához tartozó szigorúan megengedett megoldásainak halmazát Ps-sel,
optimális megoldásainak halmazát Po-val, optimumértékét pedig vP -vel
jelöljük.

Vegyük észre, hogy ha K1,K2 zárt, konvex kúpok (ezt a továbbiakban
feltesszük, bár nem mindig lesz rá szükség), akkor

P = K2 ∩A−1(b+K1)

zárt, konvex halmaz, és

Ps = (riK2) ∩A−1(b+ riK1) = riP,

amennyiben (P ) szigorúan megoldható.
Az általános kúplineáris Farkas-lemma az AK2 − K1 zártsága esetén

szükséges és elégséges feltételét adja e program megoldhatóságának. 6.26-
ot is felhasználva (bár általánosságáról lemondunk) kimondható, hogy

6.28. Tétel: Tegyük fel, hogy AK2 −K1 zárt. Ekkor az alábbi álĺıtások
ekvivalensek:
a) (P ) megoldható, vagyis létezik x ∈ Rn vektor úgy, hogy Ax ≥K1

b,
x ≥K2

0;
b) valahányszor egy y ∈ Rm vektor esetén AT y ≥K∗

2
0, y ≤K∗

1
0, akkor

bT y ≥ 0 is egyben.
Speciálisan, ha létezik y0 ∈ Rm vektor, amelyre AT y0 >K∗

2
0, y0 <K∗

1
0,

akkor a) és b) ekvivalensek. (Az utóbbi feltétel azt jelenti, hogy az origó az
ATK∗

1 +K∗
2 konvex kúp relat́ıv belső pontja, ı́gy ez a kúp valójában altér.)2

Most megvizsgáljuk, hogy egy megoldható kúplineáris program pon-
tosan mikor korlátos.

6.29. Tétel: Tegyük fel, hogy (P ) megoldható, továbbá teljesül, hogy
ATK∗

1 +K∗
2 zárt. Ekkor az alábbi álĺıtások ekvivalensek:

a) (P ) korlátos;
b) nem létezik z ∈ Rn vektor, amelyre Az ≥K1

0, z ≥K2
0, cT z < 0;

c) létezik y ∈ Rm vektor, amelyre AT y ≤K∗

2
c, y ≥K∗

1
0.
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Speciálisan, ha létezik z0 ∈ Rn vektor, amelyre Az0 >K1
0, z0 >K2

0,
akkor a), b) és c) ekvivalensek. (Az utóbbi feltétel azt jelenti, hogy 0 ∈
ri (AK2 −K1), vagyis az AK2 −K1 konvex kúp valójában altér.)

Bizonýıtás: Először megmutatjuk, hogy a)⇒b). Legyen x0 a (P ) prog-
ram megengedett megoldása. Ha mégis létezne a b) álĺıtásban léırt tulaj-
donságokkal rendelkező z vektor, akkor x0+zR+ ⊆ P lenne, és e félegyenes
mentén −∞-hez tartana a célfüggvény, ami ellentmond (P ) korlátosságá-
nak.

Másodszor belátjuk, hogy c)⇒a). Ha y a c) álĺıtásban léırt tulaj-
donságokkal rendelkező vektor, akkor tetszőleges x ∈ P esetén

0 ≤ yT (Ax− b) + xT (c−AT y) = cTx− bT y,

tehát a bT y érték a (P ) program optimumértékének alsó korlátja.
Végül a b) és c) álĺıtások ekvivalenciája, és az álĺıtás fennmaradó része

6.28 következménye. 2

A tétel bizonýıtásában burkoltan feltűnt egy (a (P ) léırásától függő)
újabb kúplineáris program, amelynek optimumértéke alsó korlátja (P ) op-
timumértékének, és amely bizonyos feltétellel megoldható, ha (P ) megold-
ható és korlátos. Ez a

sup bT y, AT y ≤K∗

2
c, y ≥K∗

1
0

kúplineáris program, melyet a (P ) program duáljának nevezünk. A (P )
programot ekkor a duál programtól való megkülönböztetés céljából primál
programnak nevezzük. Ha a primál program léırása (A, b, c,K1,K2, inf),
akkor a duál program léırása lesz

(−AT ,−c, b,K∗
2 ,K

∗
1 , sup).

A rövidség kedvéért a duál kúplineáris programra (D)-ként fogunk hi-
vatkozni, megengedett megoldásainak halmazát D-vel, (fenti léırásához
tartozó) szigorúan megengedett megoldásainak halmazát Ds-sel, optimális
megoldásainak halmazát Do-val, optimumértékét pedig vD-vel jelöljük.

Vegyük észre, hogy

−(D) = inf −bT y, −AT y ≥K∗

2
−c, y ≥K∗

1
0

duálja
sup−cTx, −Ax ≤K1

−b, x ≥K2
0 = −(P ).
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(Itt kihasználtuk, hogy K1,K2 zárt, konvex kúpok, és hogy ı́gy K∗∗
1 =K1,

K∗∗
2 = K2.) Ennek a fontos észrevételnek két következményét emĺıtjük.

Egyrészt a (D) duáljának tekinthető a (P ) program, ı́gy kúplineáris maxi-
malizálási feladat duálisát is definiáltuk, ráadásul úgy, hogy bármely kúpli-
neáris program biduálisa (duálisának duálisa) önmaga. (Egészen prećızen a
léırások halmazán értelmezett duálisképzésről van szó.) Másrészt (D) meg-
oldhatósága, illetve megoldhatósága esetén korlátossága is karakterizálható
bizonyos zártsági feltételek mellett. Az erről szóló tételek megfelelőik, 6.28
és 6.29 azonnali következményei.

6.30. Tétel: Tegyük fel, hogy ATK∗
1 +K∗

2 zárt. Ekkor az alábbi álĺıtások
ekvivalensek:
a) (D) megoldható, vagyis létezik y ∈ Rm vektor úgy, hogy AT y ≤K∗

2
c,

y ≥K∗

1
0;

b) valahányszor egy x ∈ Rn vektor esetén Ax ≥K1
0, x ≥K2

0, akkor
cTx ≥ 0 is egyben.

Speciálisan, ha létezik x0 ∈ Rn vektor, amelyre Ax0 >K1
0, x0 >K2

0,
akkor a) és b) ekvivalensek. (Az utóbbi feltétel azt jelenti, hogy az origó az
AK2 −K1 konvex kúp relat́ıv belső pontja, ı́gy ez a kúp valójában altér.) 2

6.31. Tétel: Tegyük fel, hogy (D) megoldható, továbbá teljesül, hogy
AK2 −K1 zárt. Ekkor az alábbi álĺıtások ekvivalensek:
a) (D) korlátos;
b) nem létezik w ∈ Rm vektor, amelyre ATw ≤K∗

2
0, w ≥K∗

1
0, bTw > 0;

c) létezik x ∈ Rn vektor, amelyre Ax ≥K1
b, x ≥K2

0.
Speciálisan, ha létezik w0 ∈ Rm vektor, amelyre ATw0<K∗

2
0, w0>K∗

1
0,

akkor a), b) és c) ekvivalensek. (Az utóbbi feltétel azt jelenti, hogy az origó
az ATK∗

1 + K∗
2 konvex kúp relat́ıv belsejében van, ı́gy ez a kúp valójában

altér.) 2

Ezzel a primál és duál program közötti kapcsolatokról szóló első tétele-
ket lényegében már be is láttuk.

6.32. Tétel: (gyenge dualitási tétel) A (P ) program optimumértéke leg-
alább akkora, mint a (D) program optimumértéke.

Bizonýıtás: Ez persze ı́gy van, ha (P ) vagy (D) nem megoldható (ekkor
ugyanis defińıció szerint vP = ∞, illetve vD = −∞). Különben (mint
azt 6.29 bizonýıtásakor láttuk) tetszőleges x ∈ P, y ∈ D esetén cTx ≥
bT y. Ebből az észrevételből az álĺıtás megoldható programok esetében is
következik. 2
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6.29 és 6.31 következményeként adódik az alábbi

6.33. Tétel:
a) Tegyük fel, hogy ATK∗

1 +K∗
2 zárt. Ha (P ) megoldható és korlátos, akkor

(D) megoldható.
b) Tegyük fel, hogy AK2 −K1 zárt. Ha (D) megoldható és korlátos, akkor
(P ) megoldható.
c) Tegyük fel, hogy létezik z0 ∈ Rn vektor amelyre Az0 >K1

0, z0 >K2
0.

Ha (P ) megoldható és korlátos, akkor (D) megoldható, és (P ) szigorúan
megoldható.
d) Tegyük fel, hogy létezik w0 ∈ Rm vektor amelyre ATw0 <K∗

2
0, w0 >K∗

1
0.

Ha (D) megoldható és korlátos, akkor (P ) megoldható, és (D) szigorúan
megoldható.

Bizonýıtás: Például c)-hez elég annyit észrevenni, hogy ha x ∈ P, akkor
x+ z0 ∈ Ps, mivel K + riK = riK tetszőleges K konvex kúp esetén. 2

6.34. Tétel: (erős dualitási tétel)
a) Tegyük fel, hogy az

(

A
−cT

)

K2 −
(

K1

R+

)

konvex kúp zárt. (E feltétel teljesül például, ha K1 és K2 is poliéder kúp.)
Ha (P ) vagy (D) megoldható, akkor vP = vD, és (P ) optimumértéke felvé-
tetik, ha véges.
b) Tegyük fel, hogy az

(

AT

−bT
)

K∗
1 +

(

K∗
2

R+

)

konvex kúp zárt. (E feltétel teljesül például, ha K1 és K2 is poliéder kúp.)
Ha (P ) vagy (D) megoldható, akkor vD = vP , és (D) optimumértéke
felvétetik, ha véges.
c) Ha (D) szigorúan megoldható, akkor vP = vD. Ha (D) még korlátos is,
akkor Po 6= ∅.
d) Ha (P ) szigorúan megoldható, akkor vD = vP . Ha (P ) még korlátos is,
akkor Do 6= ∅.
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Bizonýıtás: a) 3.33 azonnali következménye. Ha vP > vD lenne, akkor
egy vP > δ > vD számot választva 3.33 b) teljesülne, ı́gy a zártsági és
megoldhatósági feltétel miatt létezne x ∈ P úgy, hogy cTx ≤ δ < vP , ami
lehetetlen. Ezért vP = vD. Ha ez a közös érték véges, akkor jelölje δ, ismét
teljesül 3.33 b), ı́gy 3.33 a) szerint Po 6= ∅.

b) a) következménye, hiszen a duál program (−1-szeresének) duálja a
primál program (−1-szerese).

c) 6.26 szerint az a) pont zártsági feltétele teljesül, ha

−
(

A
−cT

)T

ri (K1 ×R+)∗ ∩ riK∗
2 6= ∅,

vagyis létezik y vektor és µ szám úgy, hogy

−AT y + cµ >K∗

2
0, y >K∗

1
0, µ > 0.

Legyen y ∈ Ds, µ := 1, ekkor y, µ megfelel.
c) Carver tétele seǵıtségével is igazolható (vö. 6.2 második bizonýıtásá-

val). Nyilván nem létezik y ∈ Ds, amelyre bT y > vD, vagyis a

(

−AT

bT

)

y −
(

−c
vD

)

>K∗

2
×R+

0, y >K∗

1
0

rendszer nem megoldható. Carver tétele szerint létezik x vektor és λ szám,
amelyre

−Ax+ bλ ≥K1
0, x ≤K2

0, λ ≤ 0, −cTx+ vDλ ≤ 0,

de nem mindegyik egyenlőtlenségjel ford́ıtható meg. Nem lehet λ = 0,
különben Carver tétele szerint ellentmondásba keverednénk azzal, hogy (D)
szigorúan megoldható. Ezért λ < 0, de akkor x/λ ∈ P, és cT (x/λ) ≤ vD,
vagyis x/λ ∈ Po.

d) c) következménye, ugyanis a duál program (−1-szeresének) duálja a
primál program (−1-szerese). 2

Vegyük észre, hogy az erős dualitási tétel már inhomogén tétel, bi-
zonýıtásához az előtte használt homogén segédtételek (a Stiemke-tétel és a
Farkas-lemma) inhomogén változatait (a Carver-tételt és a Farkas-tételt)
használtuk.

A gyenge és erős dualitási tételek egyszerű következménye az alábbi
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6.35. Tétel: (kiegésźıtő eltérések tétele) Tegyük fel, hogy az erős dualitási
tétel a) vagy b) részének zártsági feltétele teljesül (ez ı́gy van, ha (P ) vagy
(D) szigorúan megoldható). Ekkor tetszőleges x ∈ P, y ∈ D megengedett
megoldások esetén az alábbi álĺıtások ekvivalensek:
a) x ∈ Po, y ∈ Do;
b) cTx = bT y;
c) xT (c−AT y) = 0 = yT (Ax− b). 2

A következő tétel szintén a (P ) program szigorú megoldhatóságát karak-
terizáló Carver-tétel seǵıtségével igazolható.

6.36. Tétel: Tegyük fel, hogy D 6= ∅, és legyen

Dα :=
{

y ∈ D : bT y ≥ α
}

(α ∈ R).

(P ) pontosan akkor szigorúan megoldható, ha tetszőleges α ∈ R esetén
recDα = lineDα, vagyis a Dα halmazok egyeneseiket leszámı́tva korlátosak.

Bizonýıtás: Könnyen belátható, hogy egy nemüres Dα halmaz recessziós
kúpja

recDα =
{

y : bT y ≥ 0,−AT y ∈ K∗
2 , y ∈ K∗

1

}

,

linealitás tere pedig

lineDα =
{

y : bT y = 0,−AT y ∈ lineK∗
2 , y ∈ lineK∗

1

}

.

Carver tétele szerint (P ) pontosan akkor szigorúan megoldható, ha Dα re-
cessziós kúpja a Dα linealitás terének része (és akkor egyenlőség is fennáll),
ami éppen a ḱıvánt álĺıtás. 2

6.37. Következmény: Pontosan akkor teljesül, hogy D 6= ∅ 6= Ps, ha
Do 6= ∅, és recDo = lineDo.

Bizonýıtás: 6.34 és 6.36 következménye. 2

Természetesen 6.36 és 6.37 megfelelő változtatásokkal fennáll akkor is,
ha (P ) és (D) szerepét felcseréljük.

6.37-ből adódik, hogy ha az egyik program megengedett megoldásainak
halmaza nemüres, korlátos, akkor a másik program szigorúan megoldható.
Viszont kevés primál-duál programpár van, amely emiatt szigorúan megold-
ható:
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6.38. Álĺıtás: Ha P, D nemüres, korlátos halmazok, akkor K1,K2 altér.

Bizonýıtás: A feltétel szerint P nemüres, kompakt, konvex halmaz, ı́gy
recessziós kúpja csak a 0 vektorból áll, vagyis

Az ∈ K1, z ∈ K2 esetén z = 0.

Carver tétele szerint ekkor létezik w0 vektor úgy, hogy

−ATw0 ∈ riK∗
2 , w0 ∈ riK∗

1 .

Mivel a D konvex halmaz kompaktsága miatt

recD =
{

w ∈ K∗
1 : −ATw ∈ K∗

2

}

= {0},

azért w0 csak a 0 vektor lehet, de akkor 0 ∈ riK∗
2 , 0 ∈ riK∗

1 miatt K∗
1 ,K

∗
2 ,

és ı́gy K1,K2 is altér. 2

7. Extremális és exponált részhalmazok

Könnyen belátható, hogy lineáris függvényt optimalizálni egy halmaz és
annak konvex burka felett ekvivalens programokat jelent. Ha tehát C ⊆ Rd

konvex halmaz, és C = conv S valamely S ⊆ Rd halmaz esetén, akkor
az inf cTx, x ∈ C és inf cTx, x ∈ S minimalizálási feladatok ekvivalensek
(c ∈ Rd), akárcsak a megfelelő maximalizálási feladatok. Ezért keressük
egy konvex halmaz lehetőleg minél szűkebb konvex generáló részhalmazát
(vagyis egy olyan halmazt, amelynek konvex burka az eredeti konvex hal-
maz), amelyen esetleg könnyebb optimalizálni. Így jutunk az extremális
pont fogalmához.

Adott C ⊆ Rd konvex halmaz esetén az x ∈ C pont a C konvex halmaz
extremális pontja, ha nincs benneC-beli, nem elfajuló szakasz belsejében,
vagyis

x1, x2 ∈ C, λ1, λ2 > 0, λ1 + λ2 = 1, x = λ1x1 + λ2x2 esetén x1 = x2 = x.

(Vagy még másképpen C \ {x} konvex halmaz.) A C konvex halmaz ext-
remális pontjainak halmazát extC-vel jelöljük.
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A pontok elemszáma szerinti indukcióval könnyen belátható, hogy ha az
x pont a C konvex halmaz extremális pontja, akkor a definiáló tulajdonság
kettő helyett akárhány pontot véve is fennáll. Ebből már következik, hogy
ha az S halmaz a C konvex halmaz konvex generáló részhalmaza, akkor
extC ⊆ S. Minkowski tétele szerint kompakt, konvex C halmaz esetén az
extremális pontok halmaza elég is a C halmaz konvex generálásához, tehát
ekkor extC a C halmaz legszűkebb konvex generáló részhalmaza.

Ha a C zárt, konvex halmaz tartalmaz egyenest (vagyis linealitás tere
nemtriviális), akkor a C halmaznak nem létezhet extremális pontja. A
megfelelő konvex generálási tételhez az extremális pontoknál általánosabb
fogalomra van szükség, ez az extremális részhalmaz fogalma.

Adott C ⊆ Rd konvex halmaz esetén ennek egy F ⊆ C konvex rész-
halmaza a C halmaz extremális részhalmaza (vagy röviden lapja), ha
minden belsejével belemetsző C-beli szakaszt tartalmaz, vagyis

x1, x2 ∈ C, λ1, λ2 > 0, λ1 + λ2 = 1, λ1x1 + λ2x2 ∈ F esetén x1, x2 ∈ F.

(Vagy még másképpen F, C \ F konvex halmazok.) Az extremális pontok
éppen az egyelemű extremális részhalmazok elemei. Annak jelölésére, hogy
az F halmaz a C konvex halmaz extremális részhalmaza, az F ⊳ C jelölést
alkalmazzuk. A C konvex halmaz extremális részhalmazainak halmazát
jelölje F(C). Nyilván ∅, C ∈ F(C), az e két laptól különböző lapokat a C
konvex halmaz valódi lapjainak nevezzük.

A Minkowski-tételnek megfelelő konvex generálási tétel Klee első tétele.
Ha most konvex generáló részhalmaz helyett lezárt konvex generáló

részhalmazokat tekintünk, akkor az exponált pontok fogalmához jutunk.
Adott C ⊆ Rd konvex halmaz esetén az x ∈ C pont a C halmaz ex-

ponált pontja, ha a C halmazból annak egy támaszhiperśıkja metszi ki,
vagyis létezik a ∈ Rd vektor és β ∈ R szám úgy, hogy

aTx = β < aT (C \ {x}).

A C konvex halmaz exponált pontjainak halmazát expC-vel jelöljük.
Straszewicz első tétele szerint minden kompakt, konvex halmaz az ex-

ponált pontjainak lezárt konvex burka. Könnyen belátható, hogy tetszőle-
ges C konvex halmaz esetén expC ⊆ extC (sőt Straszewicz második tétele
szerint expC az extC halmaz sűrű része), ı́gy egyenest tartalmazó, zárt,
konvex halmaz esetén az extremális pontok halmazával együtt az exponált
pontok halmaza is üres. A megfelelő lezárt konvex generálási tételhez itt is
egy általánosabb fogalomra van szükség.
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Adott C ⊆ Rd konvex halmaz esetén ennek egy F ⊆ C konvex részhal-
maza a C halmaz exponált részhalmaza (vagy röviden exponált lapja),
ha a C halmazból annak egy támaszhiperśıkja metszi ki, vagyis létezik
a ∈ Rd vektor és β ∈ R szám úgy, hogy

aTC ≥ β, és F =
{

x ∈ C : aTx = β
}

.

Ekkor azt mondjuk, hogy az a vektor exponálja az F részhalmazt. Annak
jelölésére, hogy az F halmaz a C konvex halmaz exponált részhalmaza, az
F ⊳eC jelölést alkalmazzuk. A C konvex halmaz exponált részhalmazainak
halmazát jelölje EF(C). Nyilván tetszőleges C konvex halmaz esetén

EF(C) ⊆ F(C),

de lehet szigorú a tartalmazás, mint azt a

C :=
{

x ∈ R2 : x1 ≤ 0, x2 ≥ 0
}

∪
{

x ∈ R2 : x1 ≥ 0, x2 ≥ x2
1

}

halmaz mutatja.
Az első Straszewicz-tételnek megfelelő lezárt konvex generálási tétel

Klee második tétele.
A fejezetben először, példák elemzése után, a Minkowski–Klee-tétel és a

Straszewicz–Klee-tétel seǵıtségével belátjuk, hogy a poliéderek éppen azok
a zárt, konvex halmazok, amelyeknek véges sok exponált részhalmaza van.

Először három tételt bizonýıtunk, rendre konvex kúpok, konvex halma-
zok, illetve poliéderek extremális és exponált részhalmazairól.

7.1. Tétel: Legyen K ⊆ Rd konvex kúp. Ekkor
a) a K konvex kúp nemüres lapjai is konvex kúpok.
b) Egy F ⊆ K konvex kúp pontosan akkor lesz a K konvex kúp lapja, ha
az F -beli elemek által majorált K-beli elemek is F -beliek, vagyis x ∈ F ,
0 ≤K y ≤K x esetén y ∈ F .
c) A K konvex kúp legszűkebb nemüres, extremális részhalmaza K ∩ −K.
d) A K konvex kúp legszűkebb nemüres, exponált részhalmaza K ∩ −clK.
e) Ha a K konvex kúp nem tartalmaz egyenest, akkor az origó exponált
pontja. Megford́ıtva is, ha a K kúp még zárt is.

Bizonýıtás: a) Legyen F a K kúp lapja. Tetszőleges x ∈ F esetén

x =
1

2
· 0 +

1

2
· (2x) ∈ F.
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Itt 0 ∈ K, 2x ∈ K, ı́gy F ⊳K miatt 0, 2x ∈ F . Ez az F halmaz konvexitása
miatt elég ahhoz, hogy F kúp legyen.

b) Először is legyen F ⊳ K. Ha x ∈ F , 0 ≤K y ≤K x, akkor a) miatt

F ∋ 1

2
· x =

1

2
· y +

1

2
· (x− y).

Mivel y, x− y ∈ K, azért ebből F extremalitása miatt y ∈ F következik.
Megford́ıtva tegyük fel, hogy az F ⊆ K konvex kúp rendelkezik az

álĺıtásban léırt tulajdonsággal. Megmutatjuk, hogy ekkor F ⊳ K. Legyen
x1, x2 ∈ K, és tegyük fel, hogy valamely 0 < ε < 1 esetén εx1 + (1 − ε)x2

F -ben van. Ekkor F kúpsága miatt

x := x1 +
1 − ε

ε
· x2 ∈ F.

Mivel x1, x2 ∈ K, ı́gy 0 ≤K x1 ≤K x, amiből a feltétel szerint x1 ∈ F
következik. Hasonlóan x2 ∈ F . Ezzel beláttuk, hogy F valóban a K
konvex kúp lapja.

c) Először is belátjuk, hogy K ∩−K ⊳K. Legyen x1, x2 ∈ K, és tegyük
fel, hogy valamely 0 < ε < 1 esetén az x := εx1 + (1− ε)x2 pont a K ∩−K
altér eleme. Ekkor −x ∈ K, továbbá (1 − ε)x2 ∈ K, ı́gy összegük, −εx1 is
K-beli. De akkor x1 ∈ −K, és hasonlóan x2 ∈ −K is teljesül.

Azt kell még belátnunk, hogy ha F a K konvex kúp nemüres lapja,
akkor K ∩ −K ⊆ F . Legyen x ∈ K ∩ −K. Ekkor x,−x ∈ K, továbbá
ezen elemek átlaga, 0 ∈ F . Mivel F ⊳K, azért ebből x,−x ∈ F következik.
Ezzel beláttuk, hogy K ∩ −K ⊆ F .

d) Először is belátjuk, hogy K ∩ −clK ⊳e K. Legyen a ∈ riK∗, ekkor,
mint azt a Carver-tétel bizonýıtásakor láttuk,

{

x ∈ clK : aTx ≤ 0
}

⊆
{

x ∈ −clK : aTx ≥ 0
}

.

Ebből pedig már könnyen következik, hogy a exponálja a K ∩ −clK rész-
halmazt, vagyis

aTK ≥ 0, és K ∩ −clK =
{

x ∈ K : aTx = 0
}

.

Azt kell még megmutatnunk, hogy ha F a K konvex kúp nemüres,
exponált lapja, akkor K ∩ −clK ⊆ F . Tegyük fel, hogy az F lapot az a
vektor exponálja, vagyis

a ∈ K∗, és F =
{

x ∈ K : aTx = 0
}

.
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Azt kell belátnunk, hogy x0 ∈ K ∩ −clK esetén aTx0 = 0. Mivel x0 ∈ K,
azért aTx0 ≥ 0. Másrészt −x0 előáll, mint valamely xk (k = 1, 2, . . .) K-beli
pontsorozat limesze, ebből pedig

aT (−x0) = lim
k→∞

aTxk ≥ 0,

vagyis aTx0 ≤ 0 is adódik.
e) Azt kell megmutatnunk, hogy ha K nem tartalmaz egyenest, akkor

K ∩ −clK = {0} (vö. d)). Tegyük fel indirekt, hogy a K ∩ −clK halmaz-
nak volna nemnulla eleme. Ekkor persze lenne nemnulla elem a bővebb
line clK = (clK) ∩ −(clK) halmazban is. Mivel rec clK = rec riK, azért
oda jutnánk, hogy riK, és ı́gy K is tartalmazna egyenest, ellentmondásban
a feltétellel.

Ha K zárt, és az origó exponált pontja, akkor világos, hogy nem mehet
át K-beli egyenes az origón, ı́gy K zártsága miatt K egyetlen más pontján
sem. 2

7.2. Tétel: Legyenek C,C ′ ⊆ Rd konvex halmazok, C ′ ⊆ C. Ekkor
a) F ⊳C, F ⊆ C ′ esetén F ⊳C ′ (és ez az álĺıtás fennáll ⊳ helyett ⊳e-vel is);
b) F ⊳ C ′ és C ′ ⊳ C esetén F ⊳ C (ez az álĺıtás nem marad igaz, ha benne a
⊳ jelet ⊳e-re cseréljük);
c) F ⊳C, (riC ′)∩F 6= ∅ esetén C ′ ⊆ F , speciálisan F 6= C esetén F ⊆ rbC
(és akkor dimF < dimC);
d) F ⊳ C esetén F = C ∩ aff F ;
e) F ⊳ C esetén F = C ∩ clF ;
f) ha C zárt is, akkor lapjai zártak, F ⊳ C esetén recF ⊳ recC, továbbá
lineF = lineC;
g) x ∈ C, dim(cone (C − x))∗ = d esetén x ∈ expC.

Bizonýıtás: Az a) és b) álĺıtások nyilvánvalóak a defińıciókból.
c) Legyen x0 ∈ (riC ′)∩F . Ekkor minden x ∈ C ′ pont túlhúzható az x0

ponton a C ′ halmazban, vagyis létezik y ∈ C ′ pont úgy, hogy x0 az x és y
közti szakasz belsejének az eleme. Mivel F ⊳ C, azért ebből x ∈ F adódik.

Ha most F 6= C, akkor F ∩ riC = ∅ (különben C ⊆ F lenne a már
igazoltak szerint), ı́gy F ⊆ rbC. Nem lehet dimF = dimC, abból ugyanis
aff F = aff C, és ı́gy F ⊆ C miatt riF ⊆ riC következne, holott F diszjunkt
a C relat́ıv belsejétől.

d) és e) közül például d)-t látjuk be, e) hasonlóan igazolható. Mivel

F ⊆ C ∩ aff F ⊆ aff F,
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azért aff F = aff (C ∩ aff F ), amiből riF ⊆ ri (C ∩ aff F ) adódik. A C ′ :=
C ∩ aff F választással alkalmazzuk c)-t.

f) d)-ből és e)-ből is következik, hogy zárt, konvex halmaz lapjai is
zártak. Az álĺıtás hátralévő részéből lássuk be például azt, hogy ha F ⊳ C
nemüres, akkor recF ⊳ recC.

Legyen z1, z2 ∈ recC, z ∈ recF , és tegyük fel, hogy valamely 0 < ε < 1
esetén εz1 + (1 − ε)z2 = z. Ekkor tetszőleges x ∈ F , λ ≥ 0 esetén

x+ λz1, x+ λz2 ∈ C, x+ λz ∈ F,
ε(x+ λz1) + (1 − ε)(x+ λz2) = x+ λz,

amiből F extremalitása miatt x + λz1, x + λz2 ∈ F , és ı́gy z1, z2 ∈ recF
következik. Itt C zártsága ahhoz kellett, hogy recF ⊆ recC legyen.

g) Legyen K := cone (C − x). A feltétel szerint K∗ −K∗ = Rd, vagyis
adjungált kúpokat véve (clK)∩−(clK) = {0}. Ez azt jelenti, hogy line clK
a triviális kúp, vagyis clK nem tartalmaz egyenest. De akkor K sem tar-
talmazhat egyenest, és 7.1 e) szerint 0 ∈ expK. Ekkor 0 ∈ exp (C − x),
vagyis x ∈ expC is teljesül. 2

7.3. Tétel: Legyen P ⊆ Rd poliéder, továbbá F a P poliéder nemüres
lapja. Legyen A ∈ Rm×d, b ∈ Rm, amelyre P = {x ∈ Rd : Ax ≥ b}, és
jelölje I az A mátrix azon i sorindexeinek halmazát, amelyekre iax = bi
(x ∈ F ). Jelölje A=

F az A mátrix I-beli indexű soraiból álló részmátrixát,
A>

F pedig azt a mátrixot, amelyet úgy kapunk az A mátrixból, hogy elhagyjuk
annak I-beli indexű sorait. Definiáljuk hasonló módon a b=F , b

>
F vektorokat.

Ekkor
a) aff F = {x ∈ Rd : A=

Fx = b=F };
b) F = {x ∈ Rd : A=

Fx = b=F , A
>
Fx ≥ b>F };

c) riF = {x ∈ Rd : A=
Fx = b=F , A

>
Fx > b>F };

d) F a P poliéder exponált lapja.

Bizonýıtás: Először is vegyük észre, hogy létezik x0 ∈ F pont úgy, hogy
A=

Fx0 = b=F , A
>
Fx0 > b>F legyen. Ha ugyanis i 6∈ I, akkor létezik xi ∈ F

pont, amelyre az i-edik egyenlőtlenség szigorúan teljesül, és akkor ezeknek
az xi pontoknak az átlaga megfelelő x0 pont.

a) Jelölje S az álĺıtásban az egyenlőség jobb oldalán szereplő halmazt.
Ekkor egyrészt S affin halmaz, és tartalmazza az F halmazt. Ebből látszik
az aff F ⊆ S tartalmazás. Másrészt ha x0 a bizonýıtás elején léırt tu-
lajdonságú pont, akkor tetszőleges S-beli pont behúzható az x0 mellé a P
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halmazba, és túlhúzható az x0 ponton a P halmazban. Az ı́gy kapott két P -
beli pont által meghatározott szakasz a belsejében tartalmazza az F -beli x0

pontot, tehát végpontjai is F -beliek, ı́gy a végpontok által meghatározott
egyenes minden pontja aff F -beli. Ez mutatja az S ⊆ aff F tartalmazást is.

b) az a) álĺıtás következménye, mivel F = P ∩ aff F 7.2 d) szerint.
c) Az F lap b) szerint előáll, mint aff F és az {x : iax ≥ bi} (i 6∈ I) zárt

félterek metszete. E halmazok relat́ıv belsejei összemetszenek (x0 mutatja),
ı́gy F relat́ıv belseje a relat́ıv belsők metszete.

d) Legyen aT az A=
F mátrix sorainak összege, β pedig a b=F vektor ele-

meinek összege. Könnyen belátható, hogy ekkor {x : aTx = β} a P poliéder
támaszhiperśıkja, amely P -ből éppen az F lapot metszi ki. 2

Máris látszik, hogy poliéderek esetén az extremális részhalmazok éppen
az exponált részhalmazok. Továbbá minden nemüres extremális részhalmaz
előáll úgy, hogy a poliédert léıró egyenlőtlenség-rendszer néhány egyen-
lőtlenségét egyenlőségnek kötjük meg, speciálisan egy poliéder zárt, kon-
vex halmaz, amelynek véges sok extremális (azaz exponált) részhalmaza
van. E tétel megford́ıtásának igazolása a következő célunk, ehhez az ext-
remális/exponált részhalmazok konvex/lezárt konvex generáló tulajdonsá-
gait vizsgáljuk.

7.4. Tétel: (Minkowski) Minden kompakt, konvex halmaz az extremális
pontjainak konvex burka.

Bizonýıtás: Legyen C ⊆ Rd kompakt, konvex halmaz, továbbá C ′ :=
conv extC. Nyilvánvaló, hogy C ′ ⊆ C. A ford́ıtott irányú tartalmazást
dimC szerinti teljes indukcióval bizonýıtjuk. Ha dimC ≤ 1, akkor C zárt
intervallum, amelynek extremális pontjai a végpontjai, ı́gy ekkor C = C ′.

Az általános esetre rátérve legyen x ∈ C, 0 6= z ∈ parC tetszőleges.
A C halmaz korlátossága miatt létezik λ ≥ 0 úgy, hogy x1 := x + λz a C
halmaz relat́ıv határpontja. Legyen H a C halmaz x1 pontbeli, a C halmazt
nem tartalmazó támaszhiperśıkja, ekkor F := H∩C exponált részhalmaza,
ı́gy lapja is C-nek. Mivel C 6⊆ H, azért F 6= C, tehát F kompakt, konvex
halmaz, amelynek dimenziója kisebb, mint a C halmazé. Az indukciófeltétel
miatt F = conv extF . Másfelől 7.3 szerint extF ⊆ extC. Mindebből x1 ∈
C ′ adódik (a C halmaz zártsága miatt x1 ∈ F ). A fenti gondolatmenetet z
helyett −z-re ismételve jutunk egy x2 := x − µz ∈ rbC ponthoz, amelyre
szintén teljesül, hogy x2 ∈ C ′, ı́gy x ∈ [x1, x2] is C ′-beli. 2
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Minkowski kompakt, konvex halmazokra vonatkozó tételének egyszerű
következménye Minkowski poliéder kúpokra vonatkozó tétele. Ha ugyanis
az R ⊆ Rd poliéder kúpot elmetsszük például a

{

x ∈ Rd : −1 ≤ xi ≤ 1 (i = 1, . . . , d)
}

kockapoliéderrel, akkor az ı́gy kapott poliéder extremális pontjai konvex
burka, és könnyen látható, hogy ezen extremális pontok konvex kúp burka
viszont az R kúp.

Vegyük még észre, hogy 7.4 bizonýıtásában kevéssé használtuk ki a C
halmaz korlátosságát. Olyan z = z(x) irányra volt szükségünk, hogy x-ből
z és −z irányba indulva is kijuthassunk a C relat́ıv határáig. Nevezzük a C
zárt, konvex halmazt primit́ıvnek, ha ilyen irány nincs valamely x ∈ (ri )C
pont esetén. Ekkor a fenti bizonýıtás megismétlésével az alábbi tételhez
jutunk: Minden C zárt, konvex halmaz előáll primit́ıv lapjainak konvex
burkaként. Egy affin halmaz, vagy annak a fele (tehát az affin halmaz
elmetszve egy őt nem tartalmazó zárt féltérrel) nyilván primit́ıv. Megmu-
tatjuk, hogy éppen ezek a halmazok primit́ıvek.

Az S halmaz az L altér fele, ha L és egy L-et nem tartalmazó homogén
zárt féltér metszeteként áll elő, vagyis S = {x ∈ L : aTx ≥ 0} alakú, ahol
0 6= a ∈ L.

Az S halmaz az M affin halmaz fele, ha M és egy M -et nem tartal-
mazó zárt féltér metszeteként áll elő, vagyis S = {x ∈M : aTx ≥ β} alakú,
ahol 0 6= a ∈ parM , β ∈ R.

7.5. Lemma: Legyen C ⊆ Rd nemüres, zárt, konvex halmaz. Ekkor az
alábbi álĺıtások ekvivalensek:
a) parC = recC ∪ −recC (vagyis C primit́ıv);
b) recC a parC altér, vagy annak a fele;
c) C az aff C affin halmaz, vagy annak a fele;
d) az rbC halmaz konvex;
e) C ⊃ conv rbC.

Bizonýıtás: Először azt látjuk be, hogy a)⇒b). Tegyük fel, hogy a recC
kúp nem az egész L := parC altér, legyen x0 ∈ L \ recC. Mivel recC zárt,
konvex kúp, azért az első Hahn–Banach-tétel szerint létezik a ∈ L vektor
úgy, hogy

aTx0 < 0 ≤ aT recC.
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Tehát a H+ := {x : aTx ≥ 0} zárt féltér tartalmazza a recC kúpot.
Megmutatjuk, hogy recC = H+ ∩ L. Teljesül, hogy

z ∈ L, aT z > 0 esetén z ∈ recC,

különben sem z, sem −z nem lenne recC-ben, ellentétben a feltétellel.
Tehát L∩intH+ ⊆ recC, amiből a recC kúp zártsága miatt L∩H+ ⊆ recC
következik. A másik irányú tartalmazás nyilvánvaló.

Másodszor azt igazoljuk, hogy b)⇒c). Legyen x0 ∈ C, ekkor aff C =
x0 + parC, ı́gy ha recC = parC, akkor

aff C = x0 + recC ⊆ C ⊆ aff C

miatt C = aff C affin halmaz. Tegyük fel most, hogy recC = {z ∈ parC :
aT z ≥ 0} valamely 0 6= a ∈ parC esetén. Mivel ekkor −a 6∈ recC, azért
tetszőleges C-beli pontból −a irányba kiindulva találunk utolsó C-beli pon-
tot, legyen egy ilyen x0. Könnyen belátható, hogy

C =
{

x ∈ aff C : aTx ≥ aTx0

}

az aff C fele.
A tétel c)⇒d), d)⇒e) része nyilvánvaló.
Végül bebizonýıtjuk, hogy e)⇒a). Legyen x0 ∈ C \ conv rbC. Ekkor

bármely z ∈ parC esetén z vagy −z recC-beli, különben x0-ból elindulva
mindkét irányban kiérnénk a C relat́ıv határáig, és ekkor x0 előállna rbC-
beli pontok konvex kombinációjaként, ellentétben a feltétellel. 2

A fentiek azonnali következménye az alábbi

7.6. Tétel: (első Klee-tétel) Minden zárt, konvex halmaz előáll azon ext-
remális részhalmazai úniójának konvex burkaként, amelyek affin halmazok,
vagy affin halmazok felei. 2

Speciális esetként adódik Minkowski tétele, vagy hogy egyenesmentes
zárt, konvex halmaz előáll extremális pontjainak és extremális sugarainak
konvex kombinációjaként. (Extremális sugár alatt az {x + λz : λ≥ 0}
alakú extremális részhalmazokat értjük, úniójukat jelölje rextC. Egy ext-
remális sugár végpontja természetesen extremális pont.)

Nyilván ha C ⊆ Rd zárt, konvex halmaz, akkor

C = lineC +C ∩ (lineC)⊥,

speciálisan

recC = lineC + (recC) ∩ (lineC)⊥ = lineC + recC ′,

ahol C ′ := C ∩ (lineC)⊥ a C egyenesmentes része.
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Mivel az első Klee-tétel szerint

C ′ = conv (extC ′ ∪ rextC ′) ⊆ conv (extC ′) + recC ′ ⊆ C ′,

azért a

C = lineC + conv (extC ′) + recC ′ = conv (extC ′) + recC

felbontás is látszik.
Ha P ⊆ Rd poliéder, akkor előáll P = Q+R alakban, ahol Q politóp,

R poliéder kúp, szükségképpen a P recessziós kúpja. Most azt is látjuk,
hogy Q := conv (extP ′) megfelel, ahol a P ′ := P ∩ (lineP )⊥ poliéder a P
poliéder egyenesmentes része. Sőt, ez a Q politóp a legszűkebb a (lineP )⊥-
beli politópok közül, amelyre a P poliéder előáll, mint a politóp és a recP
kúp összege:

7.7. Álĺıtás: Ha Q ⊆ Rd politóp, R ⊆ Rd végesen generált kúp, továbbá
L = R ∩ −R az R kúp linealitás tere, akkor

ext ((Q+R) ∩ L⊥) ⊆ ext ((Q+ L) ∩ L⊥).

Itt (Q+L)∩L⊥ a Q politóp vetülete az L⊥ altérre, tehát politóp. Speciálisan
Minkowski tétele szerint extremális pontjainak konvex burka, ı́gy a fenti
tartalmazásból

conv ext ((Q+R) ∩ L⊥) ⊆ (Q+ L) ∩ L⊥

adódik. Ebből az is látszik, hogy ha P ⊆ Rd poliéder, akkor

Q0 := conv ext (P ∩ (lineP )⊥)

a legszűkebb (lineP )⊥-beli Q politóp, amelyre P = Q+ recP .

Bizonýıtás: Először L = {0} esetén bizonýıtjuk az álĺıtást. Azt kell belát-
nunk, hogy ext (Q + R) ⊆ extQ, ami Q ⊆ Q + R miatt azzal ekvivalens,
hogy ext (Q + R) ⊆ Q. Márpedig ha q + r ∈ ext (Q + R) (ahol q ∈ Q és
r ∈ R), akkor a q + r = 1

2q + 1
2(q + 2r) egyenlőségből q + r extremalitása

miatt q + r = q, és ı́gy r = 0 adódik.
Az általános eset erre vezethető vissza, ugyanis

(Q+R) ∩ L⊥ = ((Q+ L) ∩ L⊥) + (R ∩ L⊥).

2
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Most már rátérhetünk a Minkowski–Klee-tételnek megfelelő lezárt kon-
vex generálási tételekre.

7.8. Tétel: (első Straszewicz-tétel) Minden kompakt, konvex halmaz az
exponált pontjainak lezárt konvex burka.

Bizonýıtás: Legyen C ⊆ Rd kompakt, konvex halmaz, C ′ := cl conv expC.
Ekkor nyilván C ′ kompakt, konvex halmaz; nemüres, hiszen egy tetszőleges
rögźıtett ponttól legtávolibb C-beli pont eleme; továbbá C ′ ⊆ C. A for-
d́ıtott tartalmazáshoz tegyük fel indirekt, hogy létezik x0 ∈ C \ C ′ pont.
Az első Hahn–Banach-tétel szerint ekkor létezik H hiperśık úgy, hogy az
általa meghatározott H+ zárt féltér tartalmazza a C ′ halmazt, de az x0

pontot nem. Feltehető, hogy H homogén hiperśık, sőt az is, hogy az x0

pont vetülete a H altérre éppen az origó. A (C ′-t tartalmazó) C ∩ H+

halmaz kompakt, ezért belefoglalható egy O(0, ̺) gömbbe. Ekkor az

S := (H ∩O(0, ̺)) + [0,−(̺/||x0||)x0]

henger tartalmazza a C ∩H+ halmazt, és ı́gy C ′-t is. Könnyen belátható,
hogy elég nagy µ > 0 szám esetén

S ⊆ O(−µx0, (µ+ 1)||x0||)

Az utóbbi gömb középpontját jelölje y, és legyen x1 az y ponttól legtávo-
labbi C-beli pont. Ekkor egyrészt x1 ∈ expC, másrészt

||y − x1|| ≥ ||y − x0|| = (µ+ 1)||x0||

miatt x1 6∈ H+, ami ellentmond annak, hogy a H+ zárt féltér a C halmaz
minden exponált pontját tartalmazza. 2

Straszewicz tételének még egy bizonýıtását adjuk, amely az előző bi-
zonýıtás duálisa.

Bizonýıtás: A C halmaznak van exponált pontja (a valamely ponttól legtá-
volabbi C-beli pont ilyen), feltehető, hogy ez éppen az origó. A C halmaz
kompaktsága, illetve 0 ∈ C miatt 0 ∈ intC◦, és C◦◦ = C. Jelölje S a C◦

halmaz határa sima pontjainak halmazát, H+
s pedig azt az egyértelműen

meghatározott, a C◦ halmazt tartalmazó zárt félteret, amelynek határa
támaszhiperśıkja a C◦ halmaznak, és tartalmazza az s ∈ S sima pontot.
Mivel 0 ∈ intC◦, azért létezik egyértelműen cs ∈ Rd vektor úgy, hogy

H+
s = {cs}◦ =

{

x ∈ Rd : cTs x ≥ −1
}

(s ∈ S).
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5.14, 5.15 szerint C◦ = ∩s∈SH
+
s . Könnyen belátható, hogy minden cs pont

a C◦◦ = C halmaz exponált pontja lesz (az s vektor exponálja), ı́gy

C = C◦◦ = (∩s∈SH
+
s )

◦
= (∩s∈S({cs}◦))◦ = (∪s∈S{cs})◦◦ =

= cl conv ({0} ∪ {cs : s ∈ S}) ⊆ cl conv expC = C ′,

ami a tétel nemtriviális része. 2

Minkowski tétele és az első Straszewicz-tétel seǵıtségével könnyen be-
látható, hogy tetszőleges zárt, konvex halmaz esetén a halmaz exponált
pontjai a halmaz extremális pontjainak sűrű részét alkotják (persze ez a
tétel semmitmondó, ha az alaphalmaz tartalmaz egyenest). Előbb az alábbi
lemmát igazoljuk.

7.9. Lemma: Legyenek C1, C2 ⊆ Rd konvex halmazok, x ∈ C1 ∩ C2.
Tegyük fel, hogy valamely ε > 0 esetén C1 ∩O(x, ε) = C2 ∩O(x, ε). Ekkor
a) x ∈ (extC1) ∩ (extC2), vagy x 6∈ (extC1) ∪ (extC2);
b) x ∈ (expC1) ∩ (expC2), vagy x 6∈ (expC1) ∪ (expC2).

Bizonýıtás: a) Szimmetriaokok miatt elég azt igazolni, hogy ha x ∈ extC1,
akkor x ∈ extC2 is teljesül. Legyen x ∈ extC1, és tegyük fel, hogy valamely
y1, y2 ∈ C2, 0 < λ < 1 esetén x = λy1 + (1 − λ)y2 teljesül. Húzzuk
be az y1, y2 pontokat az x pont mellé az O(x, ε) halmazba, az ı́gy kapott
pontokat jelölje y′1, y

′
2. Ekkor x az y′1, y

′
2 pontok által meghatározott szakasz

belsejében van, továbbá y′1, y
′
2 ∈ C2 ∩ O(x, ε) miatt y′1, y

′
2 ∈ C1 ∩ O(x, ε)

is teljesül. Mivel x ∈ extC1, azért ebből y′1 = y′2 = x, és ı́gy y1 = y2 = x
adódik.

b) Itt is elég csak annyit igazolni, hogy ha x ∈ expC1, akkor x ∈ expC2.
Legyen a ∈ Rd olyan vektor, amelyre aT (C1 \ {x}) > aTx. Megmutatjuk,
hogy ekkor aT (C2 \{x}) > aTx is teljesül. Legyen y ∈ C2 \{x}. Húzzuk be
az y pontot az x pont mellé az O(x, ε) gömbbe, az ı́gy kapott pontot jelölje
y′. Ekkor valamely λ > 0 esetén y′ = x + λ(y − x), és most is könnyen
belátható, hogy y′ ∈ C1 teljesül. Ezért aT y′ > aTx, amiből aT y > aTx is
következik. 2

7.10. Tétel: (második Straszewicz-tétel) Legyen C ⊆ Rd zárt, konvex
halmaz. Ekkor extC ⊆ cl expC.

Bizonýıtás: Ha C még kompakt is, akkor az első Straszewicz-tétel szerint
C = cl conv expC, továbbá cl expC, és ı́gy conv cl expC is kompakt (vö.
3.22). Ezért ekkor

C = cl conv expC ⊆ conv cl expC ⊆ C
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miatt cl expC a C konvex generáló részhalmaza, és ı́gy tartalmazza az extC
halmazt.

Általában legyen x ∈ extC, az x pontot kell előálĺıtanunk expC-beli
pontsorozat limeszeként. Legyen C ′ := C ∩ clO(x, 1), ekkor C ′ kompakt,
konvex halmaz, továbbá a lemma szerint (alkalmazzuk ε = 1 választással)
x ∈ extC ′. A tétel már igazolt esete szerint x előáll, mint x = limk→∞ xk,
ahol xk ∈ expC ′ (k = 1, 2, . . .). Elég nagy k indexek esetén a sorozat elemei
kevesebb, mint egységnyi távolságra vannak az x ponttól, és akkor a lemma
szerint expC-beliek, mivel a C és a C ′ halmazt elmetszve az xk pont körüli
1 − ||xk − x|| sugarú nýılt gömbbel, ugyanazt a halmazt kapjuk. 2

A C ⊆ Rd konvex halmaz exponált sugarai az {x+λz : λ ≥ 0} alakú
exponált részhalmazai, ahol x, z ∈ Rd. Az exponált sugarak únióját jelölje
rexpC.

7.11. Tétel: (második Klee-tétel) Minden zárt, konvex halmaz előáll
azon exponált részhalmazai úniójának lezárt konvex burkaként, amelyek af-
fin halmazok, vagy affin halmazok felei.

Bizonýıtás: A tételt először abban az esetben bizonýıtjuk, mikor a szóban
forgó C ⊆ Rd zárt, konvex halmaz nem tartalmaz egyenest.

Az egyszerűség kedvéért feltesszük, hogy dimC = d, és d ≥ 2 (ha
dimC < 2, akkor triviálisan igaz a tétel). Jelölje S az (expC) ∪ (rexpC)
halmazt, ekkor nyilván cl conv S ⊆ C zárt, konvex halmaz, amely tartal-
mazza a C halmaz összes extremális pontját, és ı́gy nem üres. Tegyük
fel indirekt, hogy cl conv S nem az egész C, ekkor az első Hahn–Banach-
tétel szerint létezik H hiperśık, amely belemetsz az intC halmazba, de
elkerüli a cl conv S halmazt. Az első Klee-tétel egyszerű következménye,
hogy ekkor a C ∩ H halmaznak van legalább egy extremális pontja, és
akkor a második Straszewicz-tételből adódóan létezik x ∈ exp (C ∩H) ex-
ponált pontja is. Az exponált pontság defińıciója szerint létezik H-ban egy
d− 2-dimenziós M affin halmaz, amely az x pontot metszi ki a C ∩H hal-
mazból. Speciálisan M nem metsz bele a nemüres intC halmazba (hiszen
x 6∈ intC), ı́gy a második Hahn–Banach-tétel szerint létezik őt tartalmazó
H ′ hiperśık, ami nem metsz bele az intC halmazba. Ez a H ′ a C halmaz
támaszhiperśıkja, ı́gy C ′ := C ∩ H ′ a C halmaz exponált részhalmaza. A
“⊳” reláció tranzitivitása miatt extC ′ ⊆ extC, ı́gy extC ⊆ cl conv S mi-
att (extC ′) ∩ H = ∅. Mivel H ∩ H ′ = M (H ∩ H ′ ⊃ M esetén H = H ′

lenne), azért H ∩ C ′ = {x}. Az x ∈ H pont nem lehet expC ′-beli (hiszen
expC ′ ⊆ extC ′, és (extC ′) ∩ H = ∅), ı́gy H ∩ riC ′ = {x} (különben
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5.6 szerint létezne a vektor, amelyre aTH < aT riC ′; ez az a vektor ex-
ponálná az x pontot), és akkor (affin burkot véve) H ∩ aff C ′ = {x},
amiből dimC ′ ≤ 1 adódik (vö. 2.10). A C halmazra tett egyenesmentességi
feltétel szerint C ′ nem lehet egyenes. Ugyanakkor nem lehet szakasz sem,
annak végpontjai ugyanis extC ′-beliek, és ı́gy cl conv S-beliek lennének,
ebből pedig x ∈ cl conv S következne. Marad az a lehetőség, hogy C ′ egy
exponált sugara a C halmaznak, amiből ismét csak x ∈ S következne, el-
lentmondásban azzal, hogy x 6∈ cl conv S.

Általában, ha a C halmazról nem tesszük fel, hogy egyenesmentes, akkor
jelölje linealitás terét L. A tétel már igazolt része szerint a C halmaz egye-
nesmentes része, C ∩ L⊥ előáll, mint exponált pontjai és exponált sugarai
lezárt konvex burka. Ha most egyenként az exponált pontokhoz és az ex-
ponált sugarakhoz is hozzáadjuk az L alteret, akkor könnyen láthatóan a
C halmaz olyan exponált részhalmazait kapjuk, amelyek affin halmazok,
illetve affin halmazok felei. Az is belátható, hogy ekkor C = L+ (C ∩ L⊥)
előáll ezen exponált részhalmazok úniójának lezárt konvex burkaként. 2

Ha C ⊆ Rd zárt, konvex halmaz, amelynek csak véges sok exponált
részhalmaza van, akkor a második Klee-tétel szerint C véges sok poliéder
úniójának lezárt konvex burkaként áll elő, tehát poliéder. Ezzel beláttuk
az alábbi tétel még nem igazolt irányát is.

7.12. Tétel: A poliéderek éppen azok a zárt, konvex halmazok, amelyeknek
véges sok exponált részhalmaza van. 2

Megjegyezzük, hogy a tétel nehezebbik irányára közvetlenebb, duális
bizonýıtás is adható 5.14 és 5.15 seǵıtségével. Legyen ugyanis C ⊆ Rd zárt,
konvex halmaz, amelynek véges sok exponált részhalmaza van. Megmu-
tatjuk, hogy C poliéder. Feltehető, hogy dimC = d, ekkor C határa sima
pontjaihoz tartozó, egyértelmű támaszhiperśıkok által meghatározott zárt
félterek metszete. Ezekhez a zárt félterekhez injekt́ıv módon hozzárendel-
hető a határuk által a C halmazból kimetszett exponált lap. Mivel C-nek
csak véges sok exponált lapja van, azért a fentiek szerint véges sok zárt
féltér metszeteként is előáll, vagyis poliéder.

A fejezet most következő részében a poliéderek minimális és maximális
oldalaival foglalkozunk. Ezen belül megmutatjuk, hogy a bázismegoldás-
nak, ennek az algebrai módon definiált fogalomnak mi a geometriai tar-
talma. Az is kiderül, hogy a bázismegoldások halmaza csak a megoldáshal-
maztól függ, annak léırásától nem.
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7.13. Álĺıtás: Legyen P ⊆ Rn poliéder, továbbá A ∈ Rm×n, b ∈ Rm,
amelyre P = {x : Ax ≥ b}. Jelölje L a P poliéder linealitás terét, továbbá
legyen P ′ := P∩L⊥ a P egyenesmentes része. Ekkor egy x0 vektor pontosan
akkor bázismegoldása az Ax ≥ b rendszernek, ha x0 ∈ L+ extP ′.

Bizonýıtás: Válasszunk x ∈ L, x′ ∈ P ′ pontokat úgy, hogy x0 = x+x′

legyen. (Mivel L = KerA, azért speciálisan Ax0 = Ax′.) Azt kell megmu-
tatnunk, hogy x0 pontosan akkor bázismegoldás, ha x′ ∈ extP ′. Legyen I
az A mátrix azon i sorindexeinek a halmaza, amelyekre iax0 = bi teljesül.

Tegyük fel először, hogy x0 bázismegoldás, és hogy x′ = εx1 +(1−ε)x2,
ahol 0 < ε < 1, és x1, x2 ∈ P ′. Ekkor

bI = IAx0 = IAx
′ = εIAx1 + (1 − ε)IAx2 ≥ bI

miatt x1 − x2 ∈ Ker IA = KerA, vagyis x1 − x2 ∈ L ∩ L⊥ = {0}. Ezért
x′ ∈ extP ′.

A másik irányhoz azt kell megmutatnunk, hogy ha x′ ∈ extP ′, akkor

IAz = 0 esetén Az = 0. Ha IAz = 0, akkor elég kis ε > 0 esetén x1, x2 :=
x0 ± εz ∈ P . Ekkor

x′ =
1

2
(x′ + εz′) +

1

2
(x′ − εz′),

ahol z′ a z vektor vetülete az L⊥ altérre. Az x′ pont extremalitása miatt
z′ = 0, vagyis z ∈ L = KerA. 2

7.14. Következmény: Legyen P ⊆ Rn poliéder, és tegyük fel, hogy előáll

P = {x ∈ Rn : Ax = b, x ≥ 0}

alakban, ahol A ∈ Rm×n, b ∈ Rm. Ekkor egy x0 vektor pontosan akkor
bázismegoldása az Ax = b, x ≥ 0 rendszernek, ha extremális pontja P -nek.

Bizonýıtás: Az előző álĺıtás következménye, ugyanis x0 pontosan akkor
bázismegoldása az Ax = b, x≥0 rendszernek, ha bázismegoldása az Ax≥b,
−Ax ≥ −b, Ex ≥ 0 rendszernek, és a megoldások halmaza most egyenes-
mentes. 2

7.15. Álĺıtás: Legyen P,L, P ′, mint 7.13-ban. Ekkor P minimális
(szűkebb valódi lapot nem tartalmazó, nemüres) lapjai éppen az x+L alakú
halmazok, ahol x ∈ extP ′. Speciálisan az Ax ≥ b rendszer bázismegoldásai
éppen a P poliéder minimális lapjainak elemei.
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Bizonýıtás: Először megmutatjuk, hogy az L⊥ altérrel való metszés tartal-
mazástartó bijekció a P és a P ′ poliéderek lapjai között. Ehhez eleveńıtsük
fel az alábbi két észrevételt:
– Ha F lapja P -nek, akkor lineF = lineP .
– P ′ lapjai éppen az F ′ = F ∩ L⊥ alakú halmazok, ahol F a P lapja.

Mindkét észrevétel 7.3 egyszerű következménye (az elsőt általánosabban
is beláttuk 7.2-ben, a másodikat általánosabban is belátjuk 7.23-ban). Ezek
után már könnyen igazolható, hogy a fenti leképezés P lapjaihoz P ′ lapjait
rendeli, és szuperjekt́ıv. Injektivitása abból következik, hogy ha F1 ∩L⊥ =
F2 ∩ L⊥, akkor

F1 = L+ (F1 ∩ L⊥) = L+ (F2 ∩ L⊥) = F2.

Az, hogy a leképezés tartalmazástartó, nyilvánvaló.
Másodszor P ′ egyenesmentes poliéder, ı́gy lapjai is azok, speciálisan van

extremális pontjuk (az első Klee-tételnek, vagy Caratheodory tételének és
7.13-nak a következménye), melyek P ′ extremális pontjai is egyben. Ezért
P ′ minimális lapjai az extremális pontjai, vagyis P minimális lapjai ezek
inverz képei. 2

7.16. Következmény: Legyen P ⊆ Rn nemüres poliéder, az Ax ≥ b
rendszer megoldáshalmaza, ahol A ∈ Rm×n, b ∈ Rm. Ekkor a P poliéder
minimális lapjainak dimenziója n− r (A). 2

Legyen A ∈ Rm×n, b ∈ Rm. Az Ax ≥ b lineáris egyenlőtlenség-
rendszert irredundánsnak h́ıvjuk, ha egyetlen egyenlőtlensége sem logikai
következménye a többinek, vagyis minden i sorindex esetén létezik xi ∈ Rn

vektor, amelyre a rendszer minden egyenlőtlensége teljesül, kivéve az i-
ediket. Az Ax ≥ b rendszert redundánsnak h́ıvjuk, ha nem irredundáns.
Redundáns rendszer például az x ≥ 0, x ≤ 1, x ≤ 1 rendszer. A redundáns
egyenlőtlenségeket (a többi egyenlőtlenség logikai következményeit) egyesé-
vel elhagyva az eredeti rendszerrel azonos megoldáshalmazú, irredundáns
rendszerhez juthatunk.

A következő álĺıtásban 7.3 jelöléseit használjuk.

7.17. Álĺıtás: Tegyük fel, hogy az Ax ≥ b rendszer irredundáns. Ekkor a
P = {x : Ax ≥ b} poliéder maximális valódi lapjai éppen az

{x ∈ P : ax = β}

alakú lapok, ahol az a vektor az A>
P mátrix sorvektora, a β szám pedig a b>P

vektor megfelelő eleme.

135



Bizonýıtás: Legyen ∅ ⊂ F ⊂ P maximális valódi lap, ekkor 7.3 szerint
F = {x ∈ P : A=

Fx = b=F }. Legyen x0 ∈ P \ F , ekkor ax0 > β valamely A>
P

és A=
F mátrixbeli a sorvektorral, és megfelelő b>P és b=F vektorbeli β elemmel.

Legyen F̂ := {x ∈ P : ax = β}, ekkor F̂ ⊂ P (az x0 pont mutatja), és F̂ a
P poliéder az F lapot tartalmazó (exponált) lapja, amiből F maximalitása
miatt F = F̂ következik.

A ford́ıtott irányhoz elég megmutatnunk, hogy ha F az álĺıtásban léırt
alakú lap, akkor F 6= ∅, és hogy A=

F nem más, mint az A=
P mátrix, megtoldva

még az a sorvektorral. Ehhez azt kell igazolnunk, hogy létezik x0 ∈ F
vektor úgy, hogy A′x0 > b′, ahol A′ azt a mátrixot jelöli, amelyet akkor
kapunk, ha az A>

P mátrixból elhagyjuk az a sorvektorát, b′ pedig a b>P vektor
megfelelő része. Legyen x1 ∈ riP , ekkor 7.3 szerint A>

Px1 > b>P . Mivel az
ax ≥ β egyenlőtlenség nem redundáns, azért létezik x2 vektor úgy, hogy

A=
Px2 ≥ b=P , A

′x2 ≥ b′, ax2 < β.

Ekkor az ]x1, x2[ szakaszon találunk megfelelő x0 pontot. 2

7.18. Következmény: A P ⊆ Rn poliéder minden maximális valódi
lapjának dimenziója dim(P ) − 1.

Bizonýıtás: Legyen Ax ≥ b a P poliéder irredundáns léırása. Ha F a
P poliéder maximális valódi lapja, akkor az előző álĺıtás jelöléseivel F =
{x ∈ P : ax = β}. 7.3 szerint, figyelembe véve még a 7.17 bizonýıtásában
látottakat

aff F = {x : A=
Px = b=P , ax = β} , és aff P = {x : A=

Px = b=P } .

Az álĺıtás ezek után 2.24 következménye, mivel az a vektor nem állhat elő
az A=

P mátrix sorvektorainak lineáris kombinációjaként (F 6= P ). 2

Az extremális pont defińıciója “csak” egy kvantorban különbözik a re-
lat́ıv belső pont defińıciójától: mı́g ez utóbbi azt követeli, hogy minden
tőle különböző pont túlhúzható legyen az alaphalmazban a ponton, ad-
dig az extremális pont defińıciójában éppen ellenkezőleg: egyetlen tőle
különböző pontot se lehessen túlhúzni az alaphalmazban a ponton. Ennek a
különbözőségnek köszönhetően az extremális részhalmazokra bizonýıtható
felcserélhetőségi tételek is más jellegűek lesznek, mint a relat́ıv belső ese-
tében. E tételek bizonýıtására térünk rá a lap- és exponáltlap-burkokkal
kapcsolatos néhány alapvető észrevétel után.
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7.19. Álĺıtás: Legyen Fi (i ∈ I) a C ⊆ Rd konvex halmaz lapjainak
[exponált lapjainak] egy tetszőleges rendszere. Ekkor ∩i∈IFi is a C halmaz
lapja [exponált lapja] lesz.

Bizonýıtás: A lapokra vonatkozó álĺıtás triviális. Legyenek most az Fi hal-
mazok C exponált lapjai, méghozzá

Fi =
{

x ∈ C : aT
i x = βi

}

,

ahol ai ∈ Rd, βi ∈ R, aT
i C ≥ βi (i ∈ I). Feltehető, hogy ∩i∈IFi 6= ∅ (mivel

∅ ⊳e C), ekkor ∩i∈IFi = ∩j∈JFj , valahányszor J ⊆ I olyan indexhalmaz,
hogy az {aj : j ∈ J} halmaz a lin {ai : i ∈ I} altér bázisa. Feltehető tehát,
hogy I véges indexhalmaz. Jelölje az ai (i ∈ I) vektorok átlagát a, és
hasonlóan a βi (i ∈ I) számok átlagát β. Könnyen belátható, hogy ekkor
aTC ≥ β, és hogy

∩i∈IFi =
{

x ∈ C : aTx = β
}

.

2

Ezért tetszőleges C ⊆ Rd konvex halmaz (univerzum), S ⊆ C esetén
definiálható az S halmaz C-beli lap-[exponáltlap-]burka:

ΦC(S) := ∩{F : S ⊆ F ∈ F(C)}
[Φe

C(S) := ∩{F : S ⊆ F ∈ EF(C)}].

7.20. Tétel: Legyenek C,C ′ ⊆ Rd konvex halmazok, C ′ ⊆ C, továbbá
F ⊳ C. Ekkor
a) riC ′ ⊆ ri ΦC(C ′) (speciálisan x ∈ C esetén x ∈ ri ΦC(x));
b) (riC ′) ∩ (riF ) 6= ∅ esetén F = ΦC(C ′) (speciálisan ha x ∈ riF , akkor
F = ΦC(x));
c) lapjainak relat́ıv belsejei a C konvex halmaz egy part́ıcióját alkotják,
vagyis diszjunktak, és úniójuk a C halmaz.

Bizonýıtás: a) Tegyük fel indirekt, hogy létezik x ∈ (riC ′) ∩ (rbΦ(C ′))
pont. Ekkor 5.4 szerint létezik a Φ(C ′) halmaznak egy őt nem tartalmazó
H támaszhiperśıkja úgy, hogy x ∈ H. Legyen F := H ∩ Φ(C ′), ez a
halmaz exponált részhalmaza, ı́gy lapja is Φ(C ′)-nek, amiből a ⊳ reláció
tranzitivitása miatt F ⊳ C következik. Továbbá Φ(C ′) 6⊆ H miatt F ⊂
Φ(C ′), és x ∈ (riC ′)∩F , ı́gy 7.2 c) miatt C ′ ⊆ F . Összefoglalva C ′ ⊆ F ⊳C,
F ⊂ Φ(C ′), ami ellentmondás.
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b) a) miatt feltehető, hogy C ′ ⊳ C. Az álĺıtás ezek után 7.2 c) egyszerű
következménye.

c) a) és b) következménye. 2

Speciálisan C pontosan akkor véges lapú, ha véges sok relat́ıv nýılt,
konvex halmaz úniója. Ezért ha C véges lapú, akkor AC, B−1(C) is véges
lapú; és AC pontosan akkor véges lapú, ha C + KerA véges lapú (A, B
mátrixok).

Most már rátérhetünk az emĺıtett felcserélhetőségi tételekre.

7.21. Tétel: Legyenek Ci ⊆ Rdi (i = 1, . . . , k) konvex halmazok. Ekkor
a) F(×k

i=1Ci) = {×k
i=1Fi : Fi ∈ F(Ci) (i = 1, . . . , k)};

b) EF(×k
i=1Ci) = {×k

i=1Fi : Fi ∈ EF(Ci) (i = 1, . . . , k)}.

Bizonýıtás: A bizonýıtásban a k = 2 esetre szoŕıtkozunk, az általános k
esete csak jelölésben bonyolultabb.

a) A “⊇” tartalmazás a defińıciók könnyű következménye.
A ford́ıtott irányú tartalmazáshoz legyen ∅ 6= F ⊳ C1 × C2, x ∈ riF ,

továbbá x1 ∈ C1, x2 ∈ C2, amelyre x ∈ {x1} × {x2}. Definiáljuk az Fi

halmazokat a következőképpen: Fi := ΦCi
(xi) (i = 1, 2), ekkor xi ∈ riFi

(7.20 a)), ı́gy
x ∈ (riF1) × (riF2) = ri (F1 × F2).

Itt F1 × F2 ⊳ C1 × C2 a már igazolt “⊇” tartalmazás miatt, és a relat́ıv
belsejében tartalmaz egy riF -beli pontot, következésképpen F = F1 × F2

(vö. 7.20 b)).
b) A “⊇” tartalmazást igazoljuk először. Tegyük fel, hogy Fi ⊳

e Ci

(i = 1, 2), ekkor léteznek ai ∈ Rdi vektorok és βi ∈ R számok úgy, hogy

aT
i Ci ≥ βi, és Fi =

{

x ∈ Ci : aT
i x = βi

}

(i = 1, 2).

Legyen a ∈ {a1} × {a2}, β := β1 + β2. Nyilvánvaló, hogy

aT (C1 ×C2) ≥ β, és F1 × F2 =
{

x ∈ C1 × C2 : aTx = β
}

,

tehát F1 × F2 exponált lapja a C1 × C2 halmaznak.
A “⊆” tartalmazáshoz legyen ∅ 6= F ⊳eC1 ×C2, ekkor az álĺıtás a) része

szerint léteznek ∅ 6= Fi ⊳Ci (i = 1, 2) halmazok úgy, hogy F = F1×F2. Azt
kell belátnunk, hogy Fi ⊳

e Ci (i = 1, 2). Ez az előző érvelés megford́ıtásával
igazolható. Tudjuk, hogy létezik a ∈ Rd1 ×Rd2 vektor és β ∈ R szám úgy,
hogy

aT (C1 × C2) ≥ β, és F =
{

x ∈ C1 × C2 : aTx = β
}

.
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Legyen ai ∈ Rdi (i = 1, 2), amelyre a ∈ {a1} × {a2}, valamint βi :=
inf aT

i Ci (i = 1, 2). Nyilván mindegyik βi véges, különben nem lehetne
aT (C1 × C2) ≥ β. Megmutatjuk, hogy β = β1 + β2. Egyrészt tetszőleges
f ∈ F , f ∈ {f1} × {f2} esetén

β = aT f = aT
1 f1 + aT

2 f2 ≥ β1 + β2,

másrészt ha c
(j)
i olyan Ci-beli pont, amelyre

aT
i c

(j)
i < βi + 1/j (i = 1, 2; j = 1, 2, . . .),

és c(j) ∈ {c(j)1 } × {c(j)2 } (j = 1, 2 . . .), akkor

β ≤ aT c(j) = aT
1 c

(j)
1 + aT

2 c
(j)
2 ≤ β1 + β2 +

2

j
(j = 1, 2, . . .),

amiből β ≤ β1 + β2 is adódik. Megmutatjuk, hogy

aT
i Ci ≥ βi, és Fi =

{

x ∈ Ci : aT
i x = βi

}

(i = 1, 2).

Az aT
i Ci ≥ βi egyenlőtlenségek a βi számok defińıciójából következnek.

Az egyenlőséghez tegyük fel először, hogy valamely i ∈ {1, 2}, és fi ∈ Fi

esetén aT
i fi > βi lenne. Legyen fj ∈ Fj (j 6= i) tetszőleges elem, továbbá

f ∈ {f1} × {f2}. Ekkor f ∈ F , a

β = aT f = aT
1 f1 + aT

2 f2 > β1 + β2 = β

ellentmondáshoz jutottunk. Másfelől ha valamely i ∈ {1, 2} esetén x ∈ Ci,
aT

i x = βi, akkor egy tetszőleges f ∈ F elem i-edik blokkját x-re cserélve
a kapott f ′ pont is F -beli lesz, hiszen aT f = aT f ′ a már bizonýıtott Fi ⊆
{x ∈ Ci : aT

i x = βi} tartalmazás miatt. Ezért az f ′ i-edik blokkja, x ∈ Fi,
ami a ford́ıtott tartalmazást igazolja. 2

7.22. Tétel: Tetszőleges C ⊆ Rd konvex halmaz esetén
a) F(K(C)) = {K(F ) : F ∈ F(C)} ∪ {∅};
b) EF(K(C)) = {K(F ) : F ∈ EF(C)} ∪ {∅}.

Bizonýıtás: a) Először a “⊇” tartalmazást igazoljuk. Mivel K(∅) = {0} ⊳
K(C) (sőt {0} ⊳e K(C)), azért azt kell megmutatnunk, hogy ha ∅ 6= F ⊳C,
akkor K(F ) ⊳ K(C). Legyen ĉ1, ĉ2 ∈ K(C), f̂ ∈ K(F ), és tegyük fel, hogy
valamely 0 < ε < 1 esetén εĉ1 +(1− ε)ĉ2 = f̂ . 4.20 triviális első fele szerint
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léteznek λ1, λ2, λ ≥ 0 számok és c1, c2 ∈ C, f ∈ F vektorok úgy, hogy
ĉi ∈ λi({1} × {ci}) (i = 1, 2), és f̂ ∈ λ({1} × {f}). Ekkor

ελ1 + (1 − ε)λ2 = λ, és ελ1c1 + (1 − ε)λ2c2 = λf.

Ha λ = 0, akkor

λ1 = λ2 = 0, és ĉ1 = ĉ2 = 0 ∈ K(F ).

Ha λ > 0, akkor legalább az egyik a λ1, λ2 számok közül pozit́ıv. Ha például
λ1 > 0 = λ2, akkor c1 = f , amiből ĉ1 ∈ K(F ), továbbá ĉ2 = 0 ∈ K(F )
adódik. Ha λ1 és λ2 is pozit́ıv, akkor

0 < ε′ := ελ1/λ < 1, és ε′c1 + (1 − ε′)c2 = f.

Az F extremalitása miatt ebből c1, c2 ∈ F , és ı́gy ĉ1, ĉ2 ∈ K(F ) következik.
A ford́ıtott irányú tartalmazáshoz legyen ∅ 6= F̂ ⊳K(C), azt kell megmu-

tatnunk, hogy ekkor F̂ = K(F ) valamely F ⊳C esetén. Legyen F := C(F̂ ),
ekkor 3.20 szerint F̂ = K(F ). Megmutatjuk, hogy F ⊳C. Legyen c1, c2 ∈ C,
f ∈ F , és tegyük fel, hogy valamely 0 < ε < 1 esetén εc1 + (1 − ε)c2 = f .
Legyen ĉi ∈ {1} × {ci} (i = 1, 2), és f̂ ∈ {1} × {f}. Ekkor

ĉ1, ĉ2 ∈ K(C), f̂ ∈ K(F ), és εĉ1 + (1 − ε)ĉ2 = f̂ .

Ebből F̂ extremalitása miatt ĉ1, ĉ2 ∈ F̂ , vagyis c1, c2 ∈ F adódik.
b) A “⊆” tartalmazáshoz legyen ∅ 6= F̂ ⊳eK(C), azt kell megmutatnunk,

hogy ekkor létezik F ⊳eC úgy, hogy F̂ = K(F ). Mivel ∅ 6= F̂ ⊳eK(C), azért
létezik a ∈ Rd vektor és β ∈ R szám úgy, hogy â ∈ {−β} × {a} esetén

âTK(C) ≥ 0, és F̂ =
{

x̂ ∈ K(C) : âT x̂ = 0
}

.

Legyen F := C(F̂ ). Mint az előbb, most is belátható, hogy F̂ = K(F ).
Megmutatjuk, hogy

aTC ≥ β, és F =
{

x ∈ C : aTx = β
}

.

Ebből aTC ≥ β nyilvánvaló abból, hogy âT ({1} ×C) ≥ 0. Másrészt x ∈ F
pontosan akkor, ha {1} × {x} ⊆ F̂ pontosan akkor, ha x ∈ C, aTx = β.
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A “⊇” tartalmazáshoz legyen ∅ 6= F ⊳e C, ekkor létezik a ∈ Rd vektor
és β ∈ R szám úgy, hogy

aTC ≥ β, és F =
{

x ∈ C : aTx = β
}

.

Ekkor â ∈ {−β} × {a} esetén âTK(C) ≥ 0, ı́gy

F̂ :=
{

x̂ ∈ K(C) : âT x̂ = 0
}

⊳e K(C).

Megmutatjuk, hogy F̂ = K(F ). 3.20 miatt elég belátnunk, hogy F = C(F̂ ),
és ez nyilvánvaló a defińıciókból. 2

7.23. Tétel: Legyenek Ci ⊆ Rd (i = 1, . . . , k) konvex halmazok. Ekkor
a) F(∩k

i=1Ci) = {∩k
i=1Fi : Fi ∈ F(Ci) (i = 1, . . . , k)};

b) EF(∩k
i=1Ci) ⊇ {∩k

i=1Fi : Fi ∈ EF(Ci) (i = 1, . . . , k)}, egyenlőséggel, ha
∩k

i=1riCi 6= ∅.

Bizonýıtás: A bizonýıtásban a k = 2 esetre szoŕıtkozunk, az általános k
esete csak jelölésben bonyolultabb.

a) A “⊇” tartalmazás a defińıciók könnyű következménye. A “⊆” tar-
talmazáshoz legyen F ⊳ C1 ∩ C2, x ∈ riF . Legyen továbbá

Fi := ΦCi
(x) (i = 1, 2).

Ekkor F,F1 ∩ F2 ⊳ C1 ∩ C2 (a már igazolt “⊇” tartalmazás szerint),

x ∈ riF , és x ∈ (riF1) ∩ (riF2) = ri (F1 ∩ F2),

tehát
F = ΦC1∩C2

(x) = F1 ∩ F2.

(Itt felhasználtuk 7.20 a)-t, a konvex halmazok metszetének relat́ıv belse-
jéről szóló 4.16-ot és 7.20 b)-t is.)

b) Tekintsük először a C1 = K1, C2 = K2 esetet, ahol K1,K2 ⊆ Rd

konvex kúp. A “⊇” tartalmazáshoz legyen ∅ 6= Fi ⊳
e Ki (i = 1, 2), ekkor

létezik ai ∈ K∗
i vektor úgy, hogy

Fi =
{

x ∈ Ki : aT
i x = 0

}

(i = 1, 2).

Nyilvánvalóan a1 + a2 ∈ (K1 ∩K2)
∗, és

F1 ∩ F2 =
{

x ∈ K1 ∩K2 : (a1 + a2)
Tx = 0

}

,
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ı́gy F1 ∩F2 ⊳
e K1 ∩K2. A “⊆” tartalmazáshoz legyen F ′ ⊳e K1 ∩K2, ekkor

létezik a ∈ (K1 ∩K2)
∗ vektor úgy, hogy

F ′ =
{

x ∈ K1 ∩K2 : aTx = 0
}

.

A többkúpos Krein-tétel szerint a = a1 + a2 valamely a1 ∈ K∗
1 és a2 ∈ K∗

2

esetén. Ekkor

Fi :=
{

x ∈ Ki : aT
i x = 0

}

⊳e Ki (i = 1, 2),

és könnyen belátható, hogy F ′ = F1 ∩ F2.
Az általános eset homogenizációval vezethető vissza a már elintézett

esetre. Legyen
Ki := K(Ci) (i = 1, 2),

ekkor (riC1) ∩ (riC2) 6= ∅ esetén (riK1) ∩ (riK2) 6= ∅, vö. 4.20. A már
elintézett eset szerint K1 ∩K2 exponált lapjai éppen az egy K1-beli és egy
K2-beli exponált lap metszeteként előálló halmazok. 7.22 szerint ebből,
figyelembe véve még, hogy a K(.) operáció felcserélhető a metszetképzéssel

K(EF(C1 ∩ C2)) = {K(F1 ∩ F2) : Fi ∈ EF(Ci) (i = 1, 2)}

adódik, és innen (alkalmazva a C(.) operációt) a ḱıvánt egyenlőség az
általános esetben is. 2

7.24. Megjegyzés: Definiáljuk a C1, C2 ⊆ R2 halmazokat a következő-
képpen:

C1 :=

{(

x1

x2

)

: x1 ≤ 0, x2 ≥ 0

}

∪
{(

x1

x2

)

: x1 ≥ 0, x2 ≥ x2
1

}

C2 :=

{(

x1

x2

)

: x1 ≤ 0, x2 ≤ 0

}

∪
{(

x1

x2

)

: x1 ≥ 0, x2 ≤ −x2
1

}

.

Ekkor a C1, C2 halmazok mutatják, hogy az előző tétel b) részében a Ci

halmazok relat́ıv belsejeinek diszjunktsága esetén előfordulhat szigorú tar-
talmazás.

A következő tétel a K(C)-nél “recC-vel nehezebben” kezelhető clK(C)
lapjairól szól.
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7.25. Tétel: Legyen C ⊆ Rd nemüres, zárt, konvex halmaz. Ekkor
a) F(clK(C)) = {clK(F ) : ∅ 6= F ∈ F(C)} ∪ {{0} ×G : G ∈ F(recC)};
b) EF(clK(C)) ⊆ {clK(F ) : ∅ 6= F ∈ EF(C)}∪{{0}×G : G ∈ EF(recC)};
c) EF(clK(C)) ⊇ {clK(F ) : ∅ 6= F ∈ EF(C)};
d) EF(clK(C)) ⊇ {{0} × G : G ∈ EF(recC)}, ha barC zárt (speciálisan
ha C poliéder, kúp vagy kompakt halmaz).

Bizonýıtás: a) A “⊆” tartalmazáshoz legyen F̂ ⊳ clK(C). Először is ha
F̂ ⊆ {0} × Rd, akkor 7.2 a) és 4.20 szerint

F̂ ⊳ ({0} × Rd) ∩ clK(C) = {0} × recC.

7.21 szerint ekkor létezik G ⊳ recC, amelyre F̂ = {0} × G. Másodszor ha
F̂ -nak létezik pozit́ıv első koordinátájú pontja, akkor F := C(F̂ ) nemüres,
zárt, konvex halmaz, és 3.20 használatával a szokásos módon belátható,
hogy F̂ = clK(F ), F ⊳ C.

A “⊇” tartalmazáshoz legyen először G ⊳ recC. Ekkor {0} × G lapja
{0} × recC-nek, ami (exponált) lapja clK(C)-nek, ı́gy a ⊳ reláció tranzi-
tivitása miatt {0}×G⊳clK(C). Másodszor legyen ∅ 6= F⊳C. Megmutatjuk,
hogy clK(F ) ⊳ clK(C). Legyen ĉ1, ĉ2 ∈ clK(C), f̂ ∈ clK(F ), és tegyük
fel, hogy valamely 0 < ε < 1 esetén εĉ1 +(1−ε)ĉ2 = f̂ . Azt kell belátnunk,
hogy ekkor ĉ1, ĉ2 ∈ clK(F ). Azt az esetet, mikor ĉ1, ĉ2 ∈ K(C), f̂ ∈ K(F ),
már elintéztük 7.22 bizonýıtásában, ekkor még ĉ1, ĉ2 ∈ K(F ) is fennáll.
Feltehető tehát, hogy a ĉ1, ĉ2, f̂ vektorok közül legalább az egyiknek az első
koordinátája 0 (vö. 4.20). Ha például f̂ ∈ {0} × {f}, ahol f ∈ recF , akkor
eT1 ĉ1 = eT1 ĉ2 = 0, vagyis ĉi ∈ {0} × {ci} (i = 1, 2) valamely c1, c2 ∈ recC
esetén. Ekkor az εc1 + (1 − ε)c2 = f egyenlőségből 7.2 f) seǵıtségével
c1, c2 ∈ recF adódik, tehát ĉ1, ĉ2 ∈ clK(F ). Ezek szerint feltehető, hogy
f̂ ∈ λ({1} × {f}), ĉ1 ∈ µ({1} × {c}), ĉ2 ∈ {0} × {z} valamely λ, µ > 0,
f ∈ F , c ∈ C, z ∈ recC esetén. Ekkor

εµ = λ, és εµc+ (1 − ε)z = λf,

amiből
c+ ((1 − ε)/λ)z = f

adódik. Mivel z ∈ recC, azért c+ 2((1 − ε)/λ)z ∈ C. Az

f = c+ ((1 − ε)/λ)z = (1/2)c + (1/2)(c + 2((1 − ε)/λ)z)
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egyenlőségből F extremalitása miatt c ∈ F , c+ 2((1 − ε)/λ)z ∈ F adódik,
és itt kettő helyett akármilyen egynél nagyobb számot ı́rhattunk volna, ı́gy
z ∈ recF is teljesül. Most is ĉ1, ĉ2 ∈ clK(F ).

b) Legyen ∅ 6= F̂ ⊳e clK(C), ekkor a) szerint két lehetőség van: 1)
F̂ = clK(F ) valamely ∅ 6= F ⊳ C esetén, vagy 2) F̂ = {0} × G valamely
G ⊳ recC esetén. Az alábbiakban külön megvizsgáljuk mindkét esetet.

1) Azt kell megmutatnunk, hogy F ⊳e C. Mivel ∅ 6= F̂ ⊳e clK(C), azért
létezik a ∈ Rd vektor és β ∈ R szám úgy, hogy â ∈ {−β} × {a} esetén

âT clK(C) ≥ 0, és F̂ =
{

x̂ ∈ clK(C) : âT x̂ = 0
}

.

Speciálisan âT ({1} × C) ≥ 0, amiből aTC ≥ β következik. Másrészt

F = C(F̂ ) =

=
{

x ∈ Rd : {1} × {x} ⊆ clK(C), âT ({1} × {x}) = 0
}

=

=
{

x ∈ C : aTx = β
}

,

ı́gy valóban F ⊳e C.
2) Azt kell megmutatnunk, hogy G ⊳e recC. Mivel ∅ 6= F̂ ⊳e clK(C),

azért létezik a ∈ Rd vektor és β ∈ R szám úgy, hogy â ∈ {−β}×{a} esetén

âT clK(C) ≥ 0, és F̂ =
{

x̂ ∈ clK(C) : âT x̂ = 0
}

.

Speciálisan âT ({0} × recC) ≥ 0, amiből aT recC ≥ 0 következik. Másrészt

G =
{

x ∈ Rd : {0} × {x} ⊆ F̂
}

=

=
{

x ∈ Rd : {0} × {x} ⊆ clK(C), âT ({0} × {x}) = 0
}

=

=
{

x ∈ recC : aTx = 0
}

,

ı́gy valóban G ⊳e recC.
c) Legyen ∅ 6= F ⊳e C, továbbá F̂ := clK(F ). Azt kell megmutatnunk,

hogy ekkor F̂ ⊳e clK(C). Mivel F ⊳eC, azért létezik a ∈ Rd vektor és β ∈ R
szám úgy, hogy

aTC ≥ β, és F =
{

x ∈ C : aTx = β
}

.

Ekkor â ∈ {−β} × {a} esetén âT clK(C) ≥ 0, ezért

F̂ ′ :=
{

x̂ ∈ clK(C) : âT x̂ = 0
}

⊳e clK(C).

Az pedig, hogy F̂ = F̂ ′, mostanra már rutin alkalmazása 3.20-nak.
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d) Legyen ∅ 6= G ⊳e recC, továbbá F̂ := {0} ×G. Azt kell megmutat-
nunk, hogy ekkor F̂ ⊳e clK(C). Mivel ∅ 6= G ⊳e recC, azért létezik a ∈ Rd

vektor úgy, hogy

aT recC ≥ 0, és G =
{

x ∈ recC : aTx = 0
}

.

Ekkor 4.11 és a feltétel szerint

a ∈ (recC)∗ = cl barC = barC,

létezik tehát β ∈ R szám úgy, hogy aTC ≥ β. Ekkor â ∈ {−β}×{a} esetén
âT clK(C) ≥ 0 (4.20), ı́gy

F̂ ′ :=
{

x̂ ∈ clK(C) : âT x̂ = 0
}

⊳e clK(C).

Ezért
F̂ = F̂ ′ ∩

{

x̂ ∈ clK(C) : eT1 x̂ = 0
}

exponált lapok metszeteként maga is exponált lapja clK(C)-nek (7.19). 2

Most már megfogalmazható 7.23 vegyes változata.

7.26. Tétel: Legyenek Ci ⊆ Rd (i = 1, . . . , k) konvex halmazok, Pj ⊆ Rd

(j = 1, . . . , l) poliéderek. Tegyük fel, hogy (∩jPj) ∩ (∩iriCi) 6= ∅. Ekkor

EF((∩iCi) ∩ (∩jPj)) =

{

(∩iFi) ∩ (∩jGj)

∣
∣
∣
∣
∣

Fi ∈ EF(Ci) (i = 1, . . . , k),
Gj ∈ EF(Pj) (j = 1, . . . , l)

}

.

Bizonýıtás: A k = 0 eset 7.23 bizonýıtásához hasonlóan intézhető el: Az
egyszerűség kedvéért feltesszük, hogy l = 2. Ha P1, P2 poliéder kúpok,
akkor itt a többkúpos Krein-tétel helyett 3.6-ot használjuk, általában az
Ri := clK(Pi) (i = 1, 2) poliéder kúpokra (4.20) alkalmazzuk a már
elintézett esetet.

Ha k 6= 0, akkor feltehető, hogy k = l = 1, hiszen 7.23 és a már elintézett
eset miatt elég a C = ∩Ci és P = ∩Pj halmazokra belátni a tételt. Az
az eset, mikor C és P is kúpok, 7.23 bizonýıtásának megfelelő részéhez
hasonlóan intézhető el, csak most a többkúpos Krein-tétel helyett a vegyes
Krein-tételt használva. Az általános eset ismét homogenizációval vezethető
vissza az előbbi speciális esetre, a K := K(C) és R := clK(P ) kúpokra
alkalmazva azt. A bizonýıtás hasonlóan fejezhető be, mint 7.23 esetében,
felhasználva 7.25-öt is. 2
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A felcserélhetőségi tételek alkalmazásaként homogenizációval bevezet-
hetjük a konjugált lap fogalmát, és bizonýıthatjuk a megfelelő dualitásté-
teleket.

Ha K ⊆ Rd zárt, konvex kúp, és F ennek lapja, akkor az F lap (konvex
kúp) konjugáltja az

F△ :=
{

x ∈ K∗ : fTx = 0 (f ∈ F )
}

zárt, konvex kúp. Például

∅△ = K∗, és K△ = K∗ ∩ −K∗.

Megmutatjuk, hogy az F△ konvex kúp a K∗ konvex kúp nemüres, exponált
lapja. Ha F = ∅, akkor ez nyilvánvaló. Különben legyen f0 ∈ riF , ekkor
persze f0 ∈ K = K∗∗, és könnyen belátható, hogy

F△ =
{

x ∈ K∗ : fT
0 x = 0

}

,

vagyis az f0 vektor exponálja az F△ lapot. Definiálható

F△△ := (F△)△,

amely a K∗∗ = K konvex kúp nemüres, exponált lapja lesz. Például

∅△△ = K ∩−K, és K△△ = K.

7.27. Tétel: Legyen K ⊆ Rd zárt, konvex kúp. Pontosan akkor teljesül
F△△ = F , ha az F halmaz a K konvex kúp nemüres, exponált lapja.

Bizonýıtás: A “csak akkor” irányt az imént láttuk be. Az “akkor” irányhoz
először vegyük észre, hogy

F△△ = (F⊥ ∩K∗)⊥ ∩K ⊇ (linF ) ∩K = F

mindig teljesül. Másrészt ha F nemüres, exponált lapja K-nak, akkor
létezik a ∈ K∗ vektor úgy, hogy F = {x ∈ K : aTx = 0}. Azt kell
megmutatnunk, hogy ekkor

(({a}⊥ ∩K)⊥ ∩K∗)⊥ ∩K ⊆ {a}⊥ ∩K.
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Ez abból adódik, hogy most is

({a}⊥ ∩K)⊥ ∩K∗ ⊇ (lin {a}) ∩K∗ ∋ a.

2

Most általánośıtjuk (homogenizációval) ezt a fogalmat tetszőleges C
Rd-beli, az origót tartalmazó, zárt, konvex univerzum esetére. Ha F a C
halmaz nemüres (exponált) lapja, akkor láttuk, hogy clK(F ) a clK(C)
(exponált) lapja, ı́gy értelmes a clK(C) univerzumra vonatkozó (konvex
kúp) konjugáltjáról beszélni. Legyen a nemüres F ⊳ C lap (konvex) kon-
jugáltja az

F♦ := C((clK(F ))△) =
{

x ∈ C◦ : fTx = −1 (f ∈ F )
}

C◦-beli, zárt, konvex halmaz, ∅♦ := C◦. Például C♦ = ∅, mivel 6.12 és
4.20 szerint

(clK(C))△ = K(C)∗ ∩ −K(C)∗ =
= clK(C◦) ∩ −clK(C◦) = {0} × rec (C◦).

Megmutatjuk, hogy F♦ exponált lapja C◦-nek. (Ez a konvex kúp kon-
jugáltra vonatkozó hasonló álĺıtás és 7.25 b) következménye is.) Ha F = ∅,
akkor ez nyilvánvaló. Nemüres F ⊳C esetén legyen f0 ∈ riF , ekkor f0 ∈ C
miatt fT

0 C
◦ ≥ −1, másrészt könnyen belátható, hogy

F♦ =
{

x ∈ C◦ : fT
0 x = −1

}

,

vagyis az f0 vektor exponálja az F♦ halmazt. (Itt a “⊆” tartalmazás
nyilvánvaló. Másrészt ha x a jobb oldali halmaz eleme, és valamely f ∈ F
pont esetén fTx > −1 lenne, akkor az f -et túlhúzva f0-on F -ben, olyan
f ′ ∈ F pontot találnánk, amelyre f ′Tx < −1 teljesülne, ami ellentmond
annak, hogy x ∈ C◦.)

Ezért definiálható
F♦♦ := (F♦)♦,

amely C◦◦ = C exponált lapja lesz. A bikonjugált tételhez felhasználjuk
az alábbi lemmát:

7.28. Lemma: Tegyük fel, hogy még 0 ∈ intC is teljesül. Ekkor a C zárt,
konvex halmaz tetszőleges F valódi, exponált lapjára
a) clK(F♦) = (clK(F ))△;
b) (clK(F♦))△ = clK(F ).
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Bizonýıtás: Először azt igazoljuk, hogy a)⇒ b). Ha ∅ 6= F ⊳e C, akkor
∅ 6= clK(F ) ⊳e clK(C), ezért 7.27 szerint (clK(F ))△△ = clK(F ), ı́gy b)
az a)-beli egyenlőséget konjugálva adódik. Elég tehát a)-t belátnunk.

A tétel a) része pedig 3.20 rutin alkalmazásával adódik. Egyrészt

clK(F♦) ⊆ clK(C◦), és (clK(F ))△ ⊆ (clK(C))∗ = clK(C◦)

(6.12), ı́gy
eT1 clK(F♦) ≥ 0, és eT1 (clK(F ))△ ≥ 0.

Mindkét kúp zárt, ı́gy egyenlőségükhöz elég, hogy ugyanaz a nemüres hal-
maz a C(.) operációnál vett képük (vö. 3.20). Könnyen belátható, hogy

C(clK(F♦)) = C((clK(F ))△) = F♦,

ı́gy azt kell igazolnunk, hogy ha F a C valódi, exponált lapja, és 0∈ intC,
akkor F♦ 6= ∅. Létezik 0 6= a ∈ Rn vektor és β ∈ R szám úgy, hogy

aTC ≥ β, és F =
{

x ∈ C : aTx = β
}

.

Mivel 0 ∈ intC, azért létezik (kis) λ > 0 úgy, hogy −λa ∈ C, ekkor
−λ||a||2 ≥ β, vagyis β negat́ıv. Feltehető, hogy β = −1, ekkor

F =
{

x ∈ C : aTx = −1
}

,

és
F♦ =

{

x ∈ C◦ : fTx = −1 (f ∈ F )
}

∋ a.

2

7.29. Tétel: (bikonjugált tétel) Tegyük fel, hogy C ⊆ Rd zárt, konvex
halmaz, amely a belsejében tartalmazza az origót. Ekkor F♦♦ = F pontosan
akkor, ha F exponált lapja C-nek.

Bizonýıtás: Ebből a “csak akkor” irányt már beláttuk. Az “akkor” irányhoz
vegyük észre, hogy ∅♦♦ = ∅, és C♦♦ = C, ı́gy feltehető, hogy F valódi,
exponált lapja C-nek. Ekkor 7.28 szerint

F♦♦ = C((clK(F♦))△) = C(clK(F )) = F.

2

A bikonjugált tétel és 6.22 következménye az alábbi
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7.30. Álĺıtás: Legyen C ⊆ Rd az origót belső pontként tartalmazó
kompakt, konvex halmaz. Ekkor ♦ tartalmazás-ford́ıtó bijekció EF(C) és
EF(C◦) között. 2

Ha Q ⊆ Rd az origót belső pontként tartalmazó politóp, akkor a Q◦

politópot a Q politóp duális politópjának nevezzük. A fenti dualitás
miatt politópokra vonatkozó bizonyos tételek párba álĺıthatók, “duálisak”,
akárcsak a Weyl- és a Minkowski-tétel poliéder kúpok esetében. Például
egy ilyen duális tételpár:
– Minden valódi lap az extremális pontjainak konvex burka (7.4 következ-
ménye).
– Minden valódi lap az őt tartalmazó maximális valódi lapok metszeteként
áll elő (7.17 következménye).

A harmadik fejezetben felmerült az a kérdés, hogy ha egy konvex kúp
minden vetülete zárt, akkor poliéder kúp-e. Waksman és Epelman [31]
cikkükben bizonýıtják, hogy ha K zárt, konvex kúp, amely nem poliéder
kúp, akkor létezik x ∈ K pontja úgy, hogy a cone (K − x) kúp nem zárt.
Ugyanakkor könnyen belátható, hogy

cone (K − x) = K + lin ΦK(x).

Ezért a K nempoliéder kúpot a (lin ΦK(x))⊥ altérre vet́ıtve, Abrams tétele
miatt, a vetület nem lesz zárt halmaz. Így a fenti kérdésre igenlő választ
adhatunk. Tetszőleges konvex halmazra már nem igaz a tétel: a gömb
minden vetülete zárt, mégsem poliéder. Ebben az általánosságban a 7.12-
ben léırt kritérium alkalmazható.

A fejezet végén kúplineáris programok regularizációjával foglalkozunk.

Az (A, b, c,K1,K2, inf) léırású (P ) kúplineáris program regularizáltja
az (A, b, c,K ′

1,K
′
2, inf) léırású (P ′) kúplineáris program, ahol a hatodik fe-

jezetbeli jelöléseket használva

K ′
1 := ΦK1

(AP − b), K ′
2 := ΦK2

(P).

A megfelelő duál kúplineáris programokat jelölje (D), illetve (D′).
Néhány észrevétel a regularizált programmal kapcsolatban (vö. 7.20):

– P = P′, és D ⊆ D′;
– Ps ⊆ riP ⊆ P′

s, speciálisan ha (P ) megoldható, akkor (P ′) szigorúan
megoldható;
– ha (P ) szigorúan megoldható, akkor K1 = K ′

1, és K2 = K ′
2, vagyis a (P )

és (P ′), illetve a (D) és (D′) programok léırásaikkal együtt megegyeznek.
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A fenti észrevételek és az erős dualitási tétel azonnali következménye az
alábbi

7.31. Tétel: Ha a fenti jelölésekkel a (P ) program megoldható és korlátos,
akkor a (P ) és (D′) programok optimumértékei megegyeznek, és a (D′) prog-
ram optimumértéke felvétetik. 2

Az álĺıtás nem szimmetrikus: abból, hogy a (D′) program megoldható
és korlátos, még nem következik, hogy vP = vD′ , és Po 6= ∅. Legyen ugyanis
(P ) és (D) az alábbi kúplineáris programpár:

(P ) : inf eT1 x, e
T
2 x =

√
2, x ∈ K,

(D) : sup
√

2y, e2y ≤K∗ e1, y ∈ R,

ahol K ⊆ R3 ugyanaz a konvex kúp, mint 3.31-ben. Ekkor intK 6= ∅,√
2(1, 1, 1)T ∈ Ps, ezért (P ) = (P ′), és (D) = (D′). Ugyanakkor Po = ∅,

és 0 ∈ D. Az erős dualitási tétel szerint vP = vD ∈ R, mégis Po = ∅.
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Operátorok a konvex
anaĺızisben

8. Zárt/konvex függvények

A következőkben szereplő függvények többnyire vagy egy adott S ⊆ Rn

halmazon értelmezett, valós értékű; vagy az egész Rn téren értelmezett,
azt a bőv́ıtett számegyenesbe képező függvények lesznek. Ezért ebben a
fejezetben az alapvető defińıciókat (alulról félig folytonosság, konvexitás) e
két t́ıpus közös általánośıtására; egy S ⊆ Rn halmazon értelmezett, azt a
bőv́ıtett számegyenesbe képező függvényekre mondjuk ki.

Itt a bőv́ıtett számegyenes az

R := R∪ {−∞,+∞}

halmaz. Az összeadást úgy értelmezzük, hogy érvényben maradjon a so-
rozatok limeszének összege a sorozatok összegének limesze tétel, vagyis
például α+(+∞) = +∞ (α ∈ R), mı́g ∞−∞, −∞+∞ nem értelmes. Ha-
sonlóan értelmezzük a bőv́ıtett számegyenesen a valós skalárral való szorzást
is, azonban 0 · (±∞) = 0. A rendezésről: természetesen −∞ < R < +∞.

Adott S ⊆ Rn halmaz esetén az f : S → R függvényt egyértelműen
meghatározza epigráfja [hipográfja],

epi f := ∪{{x} × {µ} : x ∈ S, µ ∈ R, f(x) ≤ µ} ,
[hipo f := ∪{{x} × {µ} : x ∈ S, µ ∈ R, f(x) ≥ µ}],

vagy alsó [felső] ńıvóhalmazai, az

{x ∈ S : f(x) ≤ α} (α ∈ R)
[{x ∈ S : f(x) ≥ α} (α ∈ R)]
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halmazok. Sokszor ennek az észrevételnek seǵıtségével vezethetünk visz-
sza függvényekről szóló álĺıtásokat halmazokról szóló álĺıtásokra. Ezért
fontos annak vizsgálata, hogy az epigráf, illetve a ńıvóhalmazok mikor
rendelkeznek olyan, az előző fejezetekből már jól ismert halmaztulajdon-
ságokkal, mint például a zártság (8.8) vagy a konvexitás (8.12, 8.13).

Először a zártság kérdésével foglalkozunk. Az erről szóló 8.8 tétel előtt
eleveńıtsünk fel néhány fogalmat a valós anaĺızisből.

Legyen αk ∈ R (k = 1, 2, . . .) egy számsorozat. Az αk sorozat alsó
határértéke (limesz inferiorja)

lim inf
k→∞

αk := sup{inf{αk : k ≥ l} : l ∈ N},

és hasonlóan az αk sorozat felső határértéke (limesz szuperiorja)

lim sup
k→∞

αk := inf{sup{αk : k ≥ l} : l ∈ N}.

Könnyen belátható, hogy α = lim infk→∞ αk [α = lim supk→∞ αk] pon-
tosan akkor, ha β, γ ∈ R, β < α < γ esetén a sorozat véges sok eleme
kisebb [nagyobb], mint β [γ], és végtelen sok eleme kisebb [nagyobb], mint
γ [β].

Ha β, γ ∈ R, β < α < γ esetén az αk sorozat véges sok eleme kisebb,
mint β, és véges sok eleme nagyobb, mint γ, akkor azt mondjuk, hogy az
α ∈ R szám az αk sorozat határértéke, jele α = limk→∞ αk.

Azt mondjuk, hogy az αk számsorozat konvergens, ha létezik véges
α = limk→∞ αk határértéke.

8.1. Álĺıtás: Legyen

βl := inf{αk : k ≥ l}, γl := sup{αk : k ≥ l} (l ∈ N ).

Ekkor
lim
l→∞

βl = lim inf
k→∞

αk, lim
l→∞

γl = lim sup
k→∞

αk.

Bizonýıtás: Például βl (l = 1, 2, . . .) monoton növő sorozat, ı́gy limesze
elemeinek szuprémuma, lim inf αk. 2

8.2. Álĺıtás: Mindig teljesül, hogy lim inf αk ≤ lim supαk. Itt pontosan
akkor van egyenlőség, ha létezik limk→∞ αk, és akkor

lim
k→∞

αk = lim inf
k→∞

αk = lim sup
k→∞

αk.
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Bizonýıtás: Mivel βl ≤ γl, azért e sorozatok limeszeire is fennáll az egyen-
lőtlenség.

Ha lim inf αk = lim supαk, akkor ezt a közös értéket α-val jelölve, tet-
szőleges β, γ ∈ R, β < α < γ esetén, elég nagy l-ekre

β < βl ≤ γl < γ,

ı́gy βl ≤ αl ≤ γl miatt a közös érték α = limαk.
A ford́ıtott irányhoz vegyük észre, hogy ha létezik limαk, akkor β, γ∈R,

β < limαk < γ esetén létezik l0 ∈ N index úgy, hogy β < αk < γ
valahányszor k ≥ l0. Ekkor l ≥ l0 esetén

β ≤ βl ≤ γl ≤ γ.

A lim inf, lim sup defińıciója szerint ebből

β ≤ lim inf αk ≤ lim supαk ≤ γ

következik, és ı́gy lim inf αk = lim supαk. 2

8.3. Álĺıtás: A lim inf αk [lim supαk] érték a legkisebb [legnagyobb]
olyan α ∈ R szám, amelyhez létezik az αk (k = 1, 2, . . .) sorozatnak αki

(i = 1, 2, . . .) részsorozata úgy, hogy α = limi→∞ αki
.

Bizonýıtás: Legyen αki
az αk sorozat létező limeszű részsorozata. Ekkor

ki ≥ i miatt

inf{αki
: i ≥ l} ≥ inf{αk : k ≥ l} (l = 1, 2, . . .),

amiből limeszeket véve

lim
i→∞

αki
≥ lim inf

k→∞
αk

következik.
Azt kell még megmutatnunk, hogy az αk sorozatnak van a lim inf αk

értékhez konvergáló részsorozata. Válasszuk meg k1-et úgy, hogy

k1 ≥ 1, β1 ≤ αk1
≤ β1 + 1

legyen, majd k2-t úgy, hogy
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k2 ≥ k1 + 1, βk1+1 ≤ αk2
≤ βk1+1 +

1

2

legyen, és ı́gy tovább, általában ki-t úgy, hogy

ki ≥ ki−1 + 1, βki−1+1 ≤ αki
≤ βki−1+1 +

1

i

legyen. A két szélső sorozattal együtt az αki
részsorozat is a lim inf αk

értékhez fog tartani.
A lim supαk-ra vonatkozó álĺıtás hasonlóan bizonýıtható. 2

Analóg eredmények bizonýıthatók az alsó [felső] burkolókról. Az analó-
gia okát [7] ı́rja le.

Legyen S ⊆ Rn nemüres halmaz, f : S → R, továbbá S′ ⊆ S, x ∈
clS′. Az f függvény alsó [felső] burkolója az x pontban az S′ halmazra
megszoŕıtva

f
S′

(x) := sup{inf f(O(x, δ) ∩ S′) : δ > 0}
[fS′(x) := inf{sup f(O(x, δ) ∩ S′) : δ > 0}].

Könnyen belátható, hogy α = f
S′

(x) [α = fS′(x)] pontosan akkor, ha
β, γ ∈ R, β < α < γ esetén

inf{δ > 0 : inf f(O(x, δ) ∩ S′) < γ} = 0,
inf{δ > 0 : inf f(O(x, δ) ∩ S′) < β} > 0
[inf{δ > 0 : sup f(O(x, δ) ∩ S′) > β} = 0,
inf{δ > 0 : sup f(O(x, δ) ∩ S′) > γ} > 0].

Ha β, γ ∈ R, β < α < γ esetén létezik δ > 0 úgy, hogy

β < inf f(O(x, δ) ∩ S′) ≤ sup f(O(x, δ) ∩ S′) < γ,

akkor az α ∈ R érték az f függvény S′ halmazra megszoŕıtott burkolójá-
nak x pontban felvett értéke, melynek jele fS′(x).

Azt mondjuk, hogy az f függvény folytonos az x ∈ S′ pontban az S′

halmazra megszoŕıtva, ha létezik és véges az fS′(x) érték. Ekkor x ∈ S′

miatt fS′(x) = f(x).

8.4. Álĺıtás: A fenti defińıciókkal teljesül, hogy

f
S′

(x) = lim
δ→0+

inf f(O(x, δ) ∩ S′) [fS′(x) = lim
δ→0+

sup f(O(x, δ) ∩ S′)].
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Bizonýıtás: Azt kell megmutatnunk, hogy β, γ ∈ R, β < f
S′

(x) < γ esetén

létezik δ̂ > 0 úgy, hogy β < inf f(O(x, δ)∩S′) < γ valahányszor 0 < δ < δ̂.
Ha β < f

S′
(x), akkor létezik δ̂ > 0, amelyre inf f(O(x, δ̂) ∩ S′) > β, ami

persze a δ̂-nél kisebb pozit́ıv δ-kra is érvényben marad. Ha f
S′

(x) < γ,
akkor persze inf f(O(x, δ) ∩ S′) < γ minden δ > 0 esetén. Mindezekből
látszik, hogy δ̂ megfelel. 2

8.5. Álĺıtás: Mindig teljesül, hogy f
S′

(x) ≤ fS′(x). Itt pontosan akkor
van egyenlőség, ha létezik fS′(x), és akkor

fS′(x) = f
S′

(x) = fS′(x).

Bizonýıtás: Megfelelő változtatásokkal 8.2 bizonýıtása alkalmazható. 2

8.6. Álĺıtás: Az f
S′

(x) [fS′(x)] érték a legkisebb [legnagyobb] olyan α ∈ R
szám, amelyhez található

xk → x, xk ∈ S′, f(xk) → α (k → ∞)

tulajdonságú pontsorozat.

Bizonýıtás: Legyen xk (k = 1, 2, . . .) az álĺıtásban léırt tulajdonságú sorozat.
Ekkor minden γ ∈ R, γ > α és minden δ > 0 esetén létezik l ∈ N úgy,
hogy f(xl) < γ, és xl ∈ O(x, δ) ∩ S′. Ebből inf f(O(x, δ) ∩ S′) < γ, és ı́gy
f

S′
(x) ≤ γ adódik. Mivel ez az egyenlőtlenség teljesül minden γ ∈ R, γ > α

esetén, azért f
S′

(x) ≤ α.
Azt kell még megmutatnunk, hogy α := f

S′
(x) esetén is létezik az

álĺıtásban léırt tulajdonságú xk (k = 1, 2, . . .) sorozat. 8.4 szerint tetszőle-
ges β, γ ∈ R, β < f

S′
(x) < γ esetén létezik δ̂ > 0 úgy, hogy

β < inf f(O(x, δ) ∩ S′) < γ (0 < δ < δ̂).

Válasszuk a βk, γk értékeket úgy, hogy limeszük f
S′

(x) legyen, és a δk

számokat úgy, hogy a megfelelő ]0, δ̂k[ intervallum elemei legyenek, és a
δk számsorozat nullához tartson. Ekkor a fentiek szerint választhatók xk

(k = 1, 2, . . .) pontok úgy, hogy

xk ∈ O(x, δk) ∩ S′, βk < f(xk) < γk (k = 1, 2, . . .)

teljesüljön, és akkor az xk pontsorozat megfelel. 2
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A következő tételhez szükségünk lesz még két fogalomra, ezek az f
függvény epigráfja [hipográfja] az S′ halmazra megszoŕıtva:

epi S′f :=
{
(x, µ) ∈ Rn+1 : x ∈ S′, µ ≥ f(x)

}

[hipo S′f :=
{
(x, µ) ∈ Rn+1 : x ∈ S′, µ ≤ f(x)

}
].

Az (x, µ) kicsit pontatlanul az (xT , µ)T vektort jelöli (a későbbiekben is).
Itt sem tüntetjük fel az S′ halmazt, ha S′ = S az egész értelmezési tar-
tomány. Nyilván hipo S′f = −epi−S′(−f), ezért például a következő két
tételben elég az epigráfra vonatkozó részt igazolni.

8.7. Tétel: Teljesül, hogy

epi (f
S′

) = cl (epi S′f) [hipo (fS′) = cl (hipo S′f)].

Bizonýıtás: Legyen (x, µ) ∈ cl (epi S′f), ekkor létezik xk ∈ S′ (k = 1, 2, . . .)
pontsorozat és µk ∈ R (k = 1, 2, . . .) számsorozat úgy, hogy

f(xk) ≤ µk, xk → x, µk → µ (k → ∞).

Eszerint x ∈ clS′, és

f
S′

(x) ≤ lim inf f(xk) ≤ limµk = µ,

vagyis (x, µ) ∈ epi (f
S′

) is teljesül.
A ford́ıtott irányú tartalmazáshoz legyen (x, µ) ∈ epi (f

S′
), ekkor létezik

xk (k = 1, 2, . . .) S′-beli pontsorozat úgy, hogy az xk pontsorozat limesze
az x pont, mı́g az f(xk) számsorozat limesze az f

S′
(x) ≤ µ szám. Ha

lim f(xk) < µ, akkor feltehető, hogy f(xk) < µ (k = 1, 2, . . .), ezért
(xk, µ) ∈ epi S′f (k = 1, 2, . . .), ı́gy limesze, (x, µ) ∈ cl (epi S′f). Ha
lim f(xk) = µ, akkor feltehető, hogy f(xk) ∈ R (k = 1, 2, . . .), ezért
(xk, f(xk)) ∈ epi S′f (k = 1, 2, . . .), ı́gy limesze, (x, µ) ∈ cl (epi S′f). 2

Ahogy a sorozat konvergenciájának a folytonosság felel meg, úgy felel
meg a lim inf, lim sup létezésének a félig folytonosság.

Legyen S ⊆ Rn nemüres halmaz, f : S → R, továbbá S′ ⊆ S, x ∈ S′.
Az f függvény alulról [felülről] félig folytonos (röviden a.f.f., illetve
f.f.f.) az x pontban az S′ halmazra megszoŕıtva, ha

f(x) = f
S′

(x) [f(x) = fS′(x)].
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Mivel x ∈ S′ miatt f(x) ≥ f
S′

(x) [f(x) ≤ fS′(x)], azért csak az

f(x) ≤ f
S′

(x) [f(x) ≥ fS′(x)]

egyenlőtlenséget kell ellenőrizni. (Amely egyenlőtlenség teljesül, ha f(x) =
−∞ [f(x) = ∞], vagy ha x ∈ S′ izolált pont.)

Az f
S′

(x) [fS′(x)] defińıciójából látszik, hogy ez még azzal ekvivalens,
hogy α ∈ R, f(x) > α [f(x) < α] esetén létezik δ > 0 úgy, hogy

f(y) > α [f(y) < α] (y ∈ O(x, δ) ∩ S′).

8.6-ból következik, hogy a defińıció ekvivalens azzal, hogy minden, az x
ponthoz konvergáló, S′-beli xk (k = 1, 2, . . .) pontsorozatra

f(x) ≤ lim inf
k→∞

f(xk) [f(x) ≥ lim sup
k→∞

f(xk)].

Nyilván az f függvény pontosan akkor alulról félig folytonos az x pont-
ban az S′ halmazra megszoŕıtva, ha a −f függvény felülről félig folytonos
az x pontban az S′ halmazra megszoŕıtva. (Mivel fS′(x) = −(−f)S′(x).)

Látjuk, hogy az f függvény pontosan akkor folytonos az x ∈ S′ pontban
az S′ halmazra megszoŕıtva, ha alulról és felülről is félig folytonos az x
pontban az S′ halmazra megszoŕıtva, továbbá f(x) véges. Sorozatokkal
megfogalmazva ez még azzal is ekvivalens, hogy f(x) véges, és minden
x ponthoz konvergáló S′-beli xk pontsorozatra teljesül, hogy lim f(xk) =
f(x).

Ha valamelyik folytonossági tulajdonság az S′ halmaz minden pontjá-
ban teljesül az S′ halmazra megszoŕıtva, akkor azt mondjuk, hogy a folyto-
nossági tulajdonság teljesül az S′ halmazon. Általában az S′ halmazt nem
emĺıtjük, ha S′ = S az egész értelmezési tartomány.

8.8. Tétel: Tegyük fel, hogy S′ zárt halmaz. Ekkor a következő álĺıtások
ekvivalensek:
a) az f függvény a.f.f. [f.f.f.] az S′ halmazon;
b) az epi S′f [hipo S′f ] halmaz zárt;
c) az {x ∈ S′ : f(x) ≤ α} [{x ∈ S′ : f(x) ≥ α}] ńıvóhalmazok zártak
minden α ∈ R esetén.

Bizonýıtás: Először azt igazoljuk, hogy a)⇒b). Legyen (x, µ) ∈ cl epi S′f ,
ekkor létezik xk ∈ S′ (k = 1, 2, . . .) pontsorozat és µk ∈ R (k = 1, 2, . . .)

157



számsorozat úgy, hogy f(xk) ≤ µk, és xk → x (k → ∞), µk → µ (k → ∞).
Az alulról félig folytonosság miatt

µ = limµk ≥ lim inf f(xk) ≥ f(x),

továbbá S′ zártsága miatt x ∈ S′. Ezért (x, µ) ∈ epi S′f , amit igazolni
kellett.

A b)⇒c) irány abból következik, hogy

{x ∈ S′ : f(x) ≤ α} × {α} = (epi S′f) ∩ (Rn × {α}),
és itt a jobb oldali halmaz a feltétel szerint zárt.

Végül belátjuk, hogy c)⇒a). Tegyük fel indirekt, hogy f nem alulról
félig folytonos valamely x ∈ S′ pontban az S′ halmazra megszoŕıtva, vagyis
f

S′
(x) < f(x). Ekkor létezik olyan, az x ponthoz konvergáló, S′-beli xk

(k = 1, 2, . . .) pontsorozat, amelyre

lim f(xk) = f
S′

(x) < f(x).

Legyen α ∈ R az ]f
S′

(x), f(x)[ intervallum eleme, ekkor elég nagy k index
esetén f(xk) ≤ α, ı́gy ezek az xk pontok a megfelelő ńıvóhalmaz elemei.
A ńıvóhalmaz zártsága miatt az f(x) ≤ α egyenlőtlenségnek is teljesülni
kellene, holott f(x) > α. 2

Az előző két tételből az is látszik, hogy

f
S′

: clS′ → R [fS′ : clS′ → R]

alulról [felülről] félig folytonos függvény. Mivel nyilvánvalóan az f függ-
vényt az S′ halmazon minoráló [majoráló], a clS′ halmazon értelmezett,
alulról [felülről] félig folytonos függvények közül a legnagyobb [legkisebb],
azért az S′ halmazra megszoŕıtott f függvény alulról [felülről] félig
folytonos burkának is nevezik. E fogalom kissé módośıtott formájára
is szükségünk lesz a későbbiekben (vö. 9.2).

Az f : Rn → R függvény alsó [felső] lezártja az

f : Rn → R [f : Rn → R]

függvény, ha f nem veszi fel a −∞ [∞] értéket, különben pedig az azonosan

−∞ [∞]

függvény. Az alsó [felső] lezárt jele cl f [cl f ]. Az f függvényt alulról
[felülről] zártnak nevezzük, ha

f = cl f [f = cl f ].

Most rátérünk a konvexitás kérdésére.
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Legyen S ⊆ Rn nemüres halmaz, f : S → R, továbbá S′ ⊆ S. Ha
az epi S′f halmaz konvex, akkor azt mondjuk, hogy az f függvény konvex
az S′ halmazon. A g : S → R függvény konkáv az S′ halmazon, ha −g
konvex az S′ halmazon. A konvex és konkáv függvények közötti egyszerű
kapcsolat miatt a továbbiakban csak a konvex függvényeket vizsgáljuk.

Az f : S → R függvény (alsó) effekt́ıv tartománya a

dom f := {x ∈ S : f(x) <∞}

halmaz, szigorú epigráfja az S′ halmazra megszoŕıtva a

sepi S′f :=
{

(x, µ) ∈ Rn+1 : x ∈ S′, f(x) < µ
}

halmaz. Néhány egyszerű észrevétel a most bevezetett fogalmakkal kapcso-
latban:
– Nyilván

sepi S′f ⊆ epi S′f ⊆ cl sepi S′f,

tehát például az epigráf és a szigorú epigráf lezártja megegyezik. (Ha kon-
vexek, akkor a relat́ıv belsejük is.)
– Az epi S′f és sepi S′f halmazok vetülete az Rn × {0} altérre egyaránt
(S′ ∩ dom f) × {0}, speciálisan ha az epi S′f és sepi S′f halmazok egyike
konvex, akkor az S′ ∩ dom f halmaz is konvex.
– Nyilván

epi S′f = epi S′∩dom ff , és sepi S′f = sepi S′∩dom ff,

speciálisan az f függvény pontosan akkor konvex az S′ halmazon, ha az
S′ ∩ dom f halmazon konvex.

8.9. Álĺıtás: Az epi S′f halmaz pontosan akkor konvex, ha a sepi S′f
halmaz konvex.

Bizonýıtás: Először belátjuk, hogy ha epi S′f konvex, akkor sepi S′f is
konvex. Legyen (x, µ), (y, ν) ∈ sepi S′f , továbbá 0 ≤ λ ≤ 1. Ekkor
x, y ∈ S′∩dom f , ı́gy az S′∩dom f halmaz konvexitása miatt λx+(1−λ)y ∈
S′∩dom f . Legyen f(x) < µ′ < µ, f(y) < ν ′ < ν, ekkor epi S′f konvexitása
miatt

f(λx+ (1 − λ)y) ≤ λµ′ + (1 − λ)ν ′ < λµ+ (1 − λ)ν,

vagyis λ(x, µ) + (1 − λ)(y, ν) ∈ sepi S′f , amit bizonýıtani kellett.
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A ford́ıtott irányhoz legyen (x, µ′), (y, ν ′) ∈ epi S′f , továbbá 0≤ λ≤ 1.
Ekkor x, y ∈ S′ ∩ dom f , ı́gy az S′ ∩ dom f halmaz konvexitása miatt
λx + (1 − λ)y ∈ S′ ∩ dom f . Legyen µ′ < µ ∈ R, ν ′ < ν ∈ R, ekkor
sepi S′f konvexitása miatt

f(λx+ (1 − λ)y) < λµ+ (1 − λ)ν.

Tartsunk µ-vel µ′-höz, ν-vel ν ′-höz. Ebből

f(λx+ (1 − λ)y) ≤ λµ′ + (1 − λ)ν ′

adódik, vagyis λ(x, µ′) + (1− λ)(y, ν ′) ∈ epi S′f , amit bizonýıtani kellett.2

8.10. Következmény: Az f : S → R függvény pontosan akkor konvex
a konvex C ⊆ S halmazon, ha x, y ∈ C, µ, ν ∈ R, f(x) < µ, f(y) < ν,
0 ≤ λ ≤ 1 esetén

f(λx+ (1 − λ)y) < λµ+ (1 − λ)ν.

Bizonýıtás: Mert az epi Cf halmaz pontosan akkor konvex, ha a sepi Cf
halmaz konvex. 2

8.11. Következmény: Az f : S →] − ∞,∞] függvény pontosan akkor
konvex a konvex C ⊆ S halmazon, ha x, y ∈ C, 0 ≤ λ ≤ 1 esetén

f(λx+ (1 − λ)y) ≤ λf(x) + (1 − λ)f(y).

Bizonýıtás: Mert az epi Cf halmaz éppen akkor konvex, ha az epi C∩dom ff
halmaz konvex. 2

8.12. Következmény: (Jensen-egyenlőtlenség) Az f : S →] − ∞,∞]
függvény pontosan akkor konvex a konvex C ⊆ S halmazon, ha x1, . . . , xk ∈
C, λ1 ≥ 0, . . . , λk ≥ 0, λ1 + . . . + λk = 1 esetén

f(λ1x1 + . . .+ λkxk) ≤ λ1f(x1) + . . .+ λkf(xk).

Bizonýıtás: Az előző következményből adódik, k szerinti indukcióval. 2
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A konvexitás további jellemzéseit keresve jutunk a 8.13, 8.14 és 8.17
álĺıtásokhoz.

Az alábbi álĺıtás szerint konvex függvény ńıvóhalmazai is konvexek.
Megford́ıtva nem: egy f0 : R → R monoton függvény nem feltétlenül
konvex, bár ńıvóhalmazai konvexek.

8.13. Álĺıtás: Legyen S ⊆ Rn, f : S → R, továbbá C ⊆ S konvex halmaz.
Ha az f függvény konvex a C halmazon, akkor az {x ∈ C : f(x) ≤ α} és
{x ∈ C : f(x) < α} ńıvóhalmazok konvexek minden α ∈ R esetén.

Bizonýıtás: Mivel

{x ∈ C : f(x) ≤ α} × {α} = (epi Cf) ∩ (Rn × {α}),

azért {x ∈ C : f(x) ≤ α} konvex halmaz. Végül ha x1, x2 ∈ {x ∈ C :
f(x) < α}, továbbá 0 ≤ λ ≤ 1, akkor 8.10 miatt

f(λx1 + (1 − λ)x2) < λα+ (1 − λ)α = α,

amiből az {x ∈ C : f(x) < α} ńıvóhalmazok konvexitása is látszik. 2

Az alábbi álĺıtás szerint (amely 8.10 egyszerű következménye) egy függ-
vény konvexitása ekvivalens bizonyos egyváltozós függvények konvexitásá-
val.

8.14. Következmény: Legyen S ⊆ Rn, f : S → R, továbbá C ⊆ S
konvex halmaz. Jelölje Sx,y mindazon λ ∈ R számok halmazát, amelyre
x + λy ∈ S (x, y ∈ Rn), és definiáljuk a Cx,y halmazokat hasonlóképpen.
Jelölje továbbá fx,y azt az Sx,y halmazon értelmezett függvényt, amely a
λ ∈ Sx,y helyen az f(x+λy) ∈ R értéket veszi fel. Az f függvény pontosan
akkor konvex a C halmazon, ha minden x, y ∈ Rn esetén az fx,y függvény
konvex a Cx,y halmazon. 2

Ezért fontos, hogy egyváltozós függvények konvexitásának további jel-
lemzéseit adjuk.

8.15. Álĺıtás: Legyen C ⊆ R konvex halmaz (vagyis intervallum), továbbá
f : C → R. Jelölje g az alábbi függvényt:

g(λ′, λ) :=
f(λ) − f(λ′)

λ− λ′
(λ, λ′ ∈ C, λ′ < λ).
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Az f függvény pontosan akkor konvex a C halmazon, ha a g függvény
értelmezési tartományából való (λ′1, λ1) ≤ (λ′2, λ2) számpárokra

g(λ′1, λ1) ≤ g(λ′2, λ2)

teljesül.

Bizonýıtás: Az álĺıtás “csak akkor” részét igazoljuk, a gondolatmenet meg-
ford́ıtásával bizonýıtható az “akkor” irány is.

8.11-et használjuk. Először tekintsük a λ′1 = λ′2 esetet. Ekkor λ1 =
λ′1 + ε(λ2 − λ′1), ahol

0 < ε :=
λ1 − λ′1
λ2 − λ′1

≤ 1,

ezért f(λ1) ≤ εf(λ2) + (1 − ε)f(λ′1), amiből g(λ′1, λ1) ≤ g(λ′2, λ2) adódik.
A λ1 = λ2 eset ebből f -nek az ordinátatengelyre való tükrözésével

adódik, az általános eset pedig a tárgyalt esetekből, hiszen ezek szerint

g(λ′1, λ1) ≤ g(λ′1, λ2) ≤ g(λ′2, λ2).

2

Minden C ⊆ Rn konvex halmaz meghatároz egy indC : Rn → R konvex
függvényt, a C halmaz indikátorfüggvényét, amely a C halmaz pontjain
0 értéket vesz fel, másutt pedig ∞ értéket. Kevésbé nyilvánvalóan minden
C ⊆ Rn+1 konvex halmaz meghatároz egy epi−1 (C) : Rn → R konvex
függvényt az alábbi álĺıtásban léırt módon:

8.16. Álĺıtás: Legyen C ⊆ Rn+1 tetszőleges konvex halmaz, továbbá

(epi−1 (C))(x) := inf{µ : (x, µ) ∈ C} (x ∈ Rn).

Ekkor epi−1 (C) : Rn → R konvex függvény. (Emlékeztetünk rá, hogy
inf ∅ = ∞.) Továbbá (0, 1) ∈ recC esetén

epi (epi−1 (C)) =
{

(x, µ) ∈ Rn+1 : (x, µ̂) ∈ C (µ < µ̂ <∞)
}

a C-t tartalmazó, clC-beli halmaz.

Bizonýıtás: 8.10 egyszerű következménye. 2

Ha f : Rn → R tetszőleges függvény, akkor a 8.16-ban léırt módon a
conv (epi f) konvex halmazból meghatározott függvényt f konvex burká-
nak nevezzük, és conv f -fel jelöljük. Általában adott fi (i ∈ I) függvény-
rendszer esetén conv {fi : i ∈ I} jelöli a 8.16 seǵıtségével az conv (∪i∈Iepi fi)
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konvex halmazból meghatározott függvényt. (Vagyis a conv (infi∈I fi(.))
függvényt.)

8.17. Álĺıtás: Az f : Rn → R függvény pontosan akkor konvex, ha
conv f = f .

Bizonýıtás: Az álĺıtás a

sepi conv f = conv sepi f

azonosság következménye. (Epigráfokra hasonló azonosság nem áll fenn —
gondoljunk a ||.||−1 függvényre! —, csak

conv epi f ⊆ epi conv f ⊆ cl conv epi f

bizonýıtható.) 2

Következő célunk konvex függvény epigráfja, ńıvóhalmaza relat́ıv bel-
sejének, lezártjának meghatározása. Mivel tetszőleges f : S → R konvex
függvényt epigráfja megváltoztatása nélkül kiterjeszthetünk az egész Rn

téren értelmezett, konvex függvénnyé, értékeit az S halmazon ḱıvül ∞-nek
definiálva, azért a következőkben, az epigráffal kapcsolatos vizsgálódások
során, az általánosság csorb́ıtása nélkül csak az egész Rn téren értelmezett
függvényeket vizsgálunk.

8.7 léırja egy tetszőleges f : Rn → R függvény epigráfjának lezártját,
mint az alulról félig folytonos burok epigráfját. A következő tétel az epigráf
relat́ıv belsejéről szól konvex f : Rn → R függvény esetén.

8.18. Tétel: Bármely f : Rn → R konvex függvény esetén

ri epi f =
{

(x, µ) ∈ Rn+1 : x ∈ ri dom f, µ > f(x)
}

.

Bizonýıtás: A ⊆ tartalmazás nyilvánvaló: ha (x, µ) a ri epi f eleme, de
például x 6∈ ri dom f , akkor a jobb oldali halmaz egy elemét túlhúzva rajta
kilépnénk az epi f halmazból. Az x ∈ ri dom f, f(x) = µ eset hasonlóan
intézhető el, ekkor az (x, µ+ 1) pontot túlhúzva az (x, µ) ponton lépünk ki
az epi f halmazból.

A ⊇ tartalmazáshoz legyen x̂ ∈ ri dom f , és ∞ > µ̂ > f(x̂). Válasszuk
a dom f halmazból az aff dom f halmaz egy affin bázisát, és toljuk el úgy,
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hogy az x̂ pont az affin bázis konvex burkának relat́ıv belsejébe kerüljön
(például pontjainak átlaga legyen, vö. 4.2). Ha szükséges, az x̂ ponthoz
közelebb húzva a pontokat, az aff dom f olyan dom f -beli {a1, . . . , ar} affin
bázisához jutunk, hogy az általa fesźıtett szimplexet Q-val jelölve x̂ ∈ riQ.
Legyen

∞ > α > max{f(ai) : i = 1, . . . , r}.
Tetszőleges x ∈ Q esetén x előáll, mint

x = λ1a1 + . . .+ λrar, ahol λi ≥ 0, λ1 + . . .+ λr = 1,

és ı́gy sepi f konvexitása miatt

f(x) < λ1α+ . . .+ λrα = (λ1 + . . . + λr)α = α.

Ezért a (riQ)×]α,∞[ relat́ıv nýılt halmaz epi f része, és nyilván megegyezik
az affin burkuk. Mivel (x̂, α+1) az előbbi halmaz eleme, azért ri epi f eleme
is. Ez a pont túlhúzható az epi f halmazban az (x̂, µ̂) ponton, ı́gy az utóbbi
pont is ri epi f eleme, amit igazolni kellett. 2

8.19. Következmény: Legyen α valós szám, f konvex függvény úgy,
hogy valamely x esetén f(x) < α. Ekkor már valamely x ∈ ri dom f esetén
f(x) < α.

Bizonýıtás: Ha az {(x, µ) : x ∈ Rn, µ < α} nýılt féltér belemetsz a konvex
epi f halmazba, akkor a ri epi f halmazba is belemetsz. 2

8.18-nak (és a második Hahn–Banach-tételnek) egy további egyszerű
következménye, hogy ha f : C → R a C ⊆ Rn konvex halmazon értelmezett
függvény, továbbá f és −f is konvex a C halmazon, akkor létezik g affin
függvény úgy, hogy az f függvény a g affin függvény megszoŕıtása a C
halmazra. Ugyanis könnyen belátható, hogy a diszjunkt relat́ıv belsejű,
konvex

epi Cf és

(

E 0
0 −1

)

epi C(−f)

halmazokat szeparáló hiperśık egy megfelelő affin függvény gráfja lesz.

A következő, a ńıvóhalmazok relat́ıv belsejét és lezártját léıró 8.20
tétel például a konvex függvények folytonosságának vizsgálatánál, 10.1-ben
használható fel.
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8.20. Tétel: Legyen f konvex függvény, továbbá α ∈ R olyan szám,
amelyre α > inf f . Ekkor az {x : f(x) ≤ α} és {x : f(x) < α} konvex
ńıvóhalmazoknak ugyanaz a lezártjuk és a relat́ıv belsejük, nevezetesen

{x : f(x) ≤ α}, illetve {x ∈ ri (dom f) : f(x) < α}.

Továbbá ugyanaz a dimenziójuk, mint a dom f halmaznak.

Bizonýıtás: Legyen M az {(x, α) : x ∈ Rn} v́ızszintes hiperśık. 8.18 és 8.19
szerint M belemetsz a ri epi f halmazba. 4.16 szerint az

M ∩ epi f = {x : f(x) ≤ α} × {α}

halmaz lezártja és relat́ıv belseje M ∩ cl (epi f) és M ∩ ri (epi f). Természe-
tesen cl (epi f) = epi (f). Ezért

cl {x : f(x) ≤ α} = {x : f(x) ≤ α},
ri {x : f(x) ≤ α} = {x ∈ ri (dom f) : f(x) < α}.

Az utóbbi egyenlőség szerint

ri {x : f(x) ≤ α} ⊆ {x : f(x) < α} ⊆ {x : f(x) ≤ α},

és ı́gy az {x : f(x) < α} konvex halmaznak ugyanaz a relat́ıv belseje és
lezártja, mint az {x : f(x) ≤ α} konvex halmaznak. Az is látszik, hogy a
szereplő ńıvóhalmazok dimenziója megegyezik. A dimenziókra vonatkozó
álĺıtáshoz ezek után elég észrevenni, hogy ha x0 ∈ ri (dom f), és f(x0) < α,
akkor tetszőleges x1 ∈ dom f esetén létezik olyan x′1 pont ]x0, x1[-ből (és
ı́gy ri dom f -ből), amelyre f(x′1) < α teljesül (alkalmazzuk 8.19-et az f
függvény [x0, x1] szakaszra való megszoŕıtására). Ekkor az x1 pont az x0

és x′1 pontok által meghatározott egyenes eleme lesz, és máris látszik, hogy
a tételben szereplő ńıvóhalmazok relat́ıv belsejének (és ı́gy lezártjának is),
valamint a dom f halmaznak ugyanaz az affin burka. 2

8.21. Következmény: Ha f a.f.f., konvex függvény, amelynek effekt́ıv
tartománya relat́ıv nýılt, akkor inf f < α <∞ esetén

ri {x : f(x) ≤ α} = {x : f(x) < α},
cl {x : f(x) < α} = {x : f(x) ≤ α}.

Bizonýıtás: Itt f = f , és ri (dom f) = dom f . 2
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Következő célunk a negyedik fejezetben konvex halmazok esetében bi-
zonýıtott felcserélhetőségi tételek megfelelőinek igazolása a konvex függvé-
nyek általánosságában. Ehhez a cl , majd a rec operátort vizsgáljuk.

Az f : Rn → R konvex függvényt valódi konvex függvénynek nevezzük,
ha epigráfja nem üres, és nem tartalmaz függőleges egyenest, vagyis az f
függvény nem az azonosan ∞ függvény, és sehol sem veszi fel a −∞ értéket.
A g : Rn → R konkáv függvény valódi konkáv függvény, ha −g valódi
konvex függvény. Nyilván egy valódi konvex [konkáv] függvény pontosan
akkor alulról [felülről] zárt, ha alulról [felülről] félig folytonos, mı́g egy nem
valódi konvex [konkáv] függvény pontosan akkor alulról [felülről] zárt, ha az
azonosan ∞ vagy az azonosan −∞ függvény. Konvex függvények esetében
mindig az alsó lezártról, konkáv függvények esetében mindig a felső lezártról
lesz szó, ı́gy az alá-, illetve föléhúzást elhagyjuk a cl , illetve cl jelölésből
(vö. a 8.19 utáni megjegyzéssel).

8.22. Álĺıtás: Ha f nemvalódi, konvex függvény, akkor f(x) = −∞ min-
den x ∈ ri dom f esetén. Így egy nemvalódi, konvex függvény szükségképpen
végtelen értékeket vesz fel, leszámı́tva esetleg effekt́ıv tartománya egyes re-
lat́ıv határpontjait.

Bizonýıtás: Ha dom f nemüres, akkor f nemvalódi volta miatt van olyan x0

eleme is, ahol f(x0) = −∞. Legyen x tetszőleges ri dom f -beli pont, húzzuk
ezen túl az x0 pontot a dom f halmazban, az ı́gy kapott pontot jelölje x1.
Ekkor x az x0 és x1 pontok pozit́ıv konvex kombinációja, vagyis létezik
1 > λ > 0 szám úgy, hogy x = λx0 + (1 − λ)x1. 8.10 szerint tetszőleges
α > f(x0) és β > f(x1) valós számok esetén

f(x) = f(λx0 + (1 − λ)x1) < λα+ (1 − λ)β.

Mivel f(x0) = −∞, és f(x1) <∞, azért szükségképpen f(x) = −∞. 2

8.23. Következmény: Ha f nemvalódi, konvex függvény, amelynek
effekt́ıv tartománya relat́ıv nýılt, akkor nem vehet fel véges értékeket. 2

8.24. Álĺıtás: Legyen f valódi konvex függvény. Ekkor cl f zárt, valódi
konvex függvény. Továbbá cl f mindenütt megegyezik az f függvénnyel,
leszámı́tva esetleg dom f néhány relat́ıv határpontját.

Bizonýıtás: Mivel epi (cl f) = cl (epi f), és epi f konvex, azért epi (cl f) zárt,
konvex halmaz, és cl f alulról félig folytonos függvény. A cl f függvény
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valódisága, és ı́gy zártsága is az álĺıtás hátralévő részének következménye
8.22 szerint, mivel f véges a dom f halmazon. Adott x ∈ ri (dom f) esetén
tekintsük az M := {x} × R affin halmazt. 8.18 szerint M belemetsz az
epi f halmaz relat́ıv belsejébe, ı́gy

M ∩ cl (epi f) = cl (M ∩ epi f) = M ∩ epi f.

Eszerint (cl f)(x) = f(x). Tegyük fel most, hogy x 6∈ cl (dom f). Mivel
cl f = f , azért

cl (dom f) ⊇ dom (cl f) ⊇ dom f,

ı́gy ekkor (cl f)(x) és f(x) is ∞-nel egyezik meg. 2

8.25. Következmény: Ha f egy valódi konvex függvény, amelynek ef-
fekt́ıv tartománya affin halmaz, akkor f zárt.

Bizonýıtás: Most rb dom f = ∅, ı́gy cl f = f . 2

8.26. Tétel: Legyen f valódi konvex függvény, továbbá x ∈ ri (dom f).
Ekkor

(cl f)(y) = lim
λ→1−

f((1 − λ)x+ λy)

minden y esetén.

Bizonýıtás: Legyen λk (k = 1, 2, . . .) ]0, 1[-beli számoknak egy 1-hez tartó
sorozata, továbbá xk := (1 − λk)x + λky. Azt kell megmutatnunk, hogy
(cl f)(y) = lim f(xk). Mivel cl f = f alulról félig folytonos, azért

(cl f)(y) ≤ lim inf f(xk).

Másfelől legyen β olyan szám, amelyre β ≥ (cl f)(y), továbbá α > f(x).
Ekkor

(y, β) ∈ epi (cl f) = cl (epi f), és (x, α) ∈ ri (epi f),

ı́gy
(1 − λk)(x, α) + λk(y, β) ∈ ri (epi f) (k = 1, 2, . . .),

amiből
f(xk) < (1 − λk)α+ λkβ (k = 1, 2, . . .),

és ı́gy
lim sup f(xk) ≤ lim sup((1 − λk)α+ λkβ) = β
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adódik. Eszerint
lim sup f(xk) ≤ (cl f)(y)

is fennáll. 2

8.27. Következmény: Ha f zárt, valódi konvex függvény, akkor

f(y) = lim
λ→1−

f((1 − λ)x+ λy)

minden x ∈ dom f és minden y esetén.

Bizonýıtás: Legyen

ϕ(λ) := f((1 − λ)x+ λy) (λ ∈ R).

Ekkor ϕ valódi konvex függvény a valós számok halmazán, amelyre

ϕ(0) = f(x) <∞, és ϕ(1) = f(y).

Továbbá ϕ alulról félig folytonos 8.8 szerint, mivel a {λ : ϕ(λ) ≤ α}
ńıvóhalmazok a {z : f(z) ≤ α} zárt halmazok inverz képei a

λ 7→ (1 − λ)x+ λy = z

folytonos leképezésnél. A ϕ függvény effekt́ıv tartománya egy intervallum.
Ha ennek az intervallumnak a relat́ıv belseje belemetsz a ]0, 1[ interval-
lumba, akkor 8.26 szerint

lim
λ→1−

ϕ(λ) = (clϕ)(1) = ϕ(1),

különben pedig domϕ ⊆] −∞, 0], és ı́gy

lim
λ→1−

ϕ(λ) = ∞ = ϕ(1).

2

Egy f : Rn → R függvény kúpfüggvény, ha epigráfja kúp, pozit́ıv
homogén függvény, ha minden x ∈ Rn esetén

f(λx) = λf(x) (0 < λ <∞).

Egy kúpfüggvény az origóban nyilván csak 0 vagy −∞ értéket vehet fel.
Könnyen belátható az is, hogy a kúpfüggvények éppen azok a pozit́ıv ho-
mogén függvények, amelyek az origóban nempozit́ıv értéket vesznek fel.
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Továbbá egy nem azonosan ∞, alulról félig folytonos, pozit́ıv homogén
függvény kúpfüggvény is. Speciálisan zárt, valódi konvex függvényekre a
két tulajdonság megegyezik, és ekkor f(0) = 0.

8.28. Álĺıtás: Ha f valódi konvex kúpfüggvény, akkor f(0) = 0, és

f(λ1x1 + . . . + λkxk) ≤ λ1f(x1) + . . . + λkf(xk)
(λ1 > 0, . . . , λk > 0;x1, . . . , xk ∈ Rn).

Bizonýıtás: Feltehető, hogy xi ∈ dom f (i = 1, . . . , k). Ekkor

(x1, f(x1)), . . . , (xk, f(xk)) ∈ epi f,

és ı́gy
λ1(x1, f(x1)) + . . .+ λk(xk, f(xk)) ∈ epi f,

mivel az epi f halmaz konvex kúp. Éppen a ḱıvánt egyenlőtlenséghez ju-
tottunk. 2

8.29. Következmény: Ha f valódi konvex kúpfüggvény, akkor f(−x) ≥
−f(x) minden x esetén.

Bizonýıtás: 8.28 szerint

f(x) + f(−x) ≥ f(x− x) = f(0) = 0.

2

Legyen f : Rn → R konvex függvény, amely nem azonosan ∞. Ekkor az
f függvény epigráfja egy nemüres, konvex halmaz, beszélhetünk a recessziós
kúpjáról. Defińıció szerint (y, ν) ∈ rec (epi f) pontosan akkor, ha

(x, µ) + λ(y, ν) = (x+ λy, µ+ λν) ∈ epi f

minden (x, µ) ∈ epi f , és λ ≥ 0 esetén. Ez azt jelenti, hogy az

f(x+ λy) ≤ f(x) + λν

egyenlőtlenség fennáll minden x és λ > 0 esetén. Az y vektort rögźıtve a
fenti egyenlőséget kieléǵıtő ν számok halmaza alulról zárt, felülről korlátlan
intervallum, ı́gy rec (epi f) valamely konvex kúpfüggvény epigráfja. Ezt a
függvényt nevezzük az f függvény recessziós függvényének, jele rec f .
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8.30. Tétel: Legyen f zárt, valódi konvex függvény. Ekkor recessziós
függvénye zárt, valódi konvex kúpfüggvény, és tetszőleges x ∈ dom f esetén
az alábbi képlet határozza meg

(rec f)(y) = sup
λ>0

f(x+ λy) − f(x)

λ
= lim

λ→∞

f(x+ λy) − f(x)

λ
.

Bizonýıtás: Csak a kiemelt egyenlőségeket kell igazolnunk, ezek közül az
első a defińıció előtti fejtegetés következménye (lásd még 4.9), a második
pedig 8.14-é és 8.15-é, melyek szerint a

λ 7→ f(x+ λy) − f(x)

λ
(λ > 0)

függvény monoton növekszik. 2

Például legyen ATA ∈ Rn×n egy (szimmetrikus, pozit́ıv szemidefinit)
mátrix, továbbá b ∈ Rn, γ ∈ R. Legyen továbbá

f(x) := xTATAx+ bTx+ γ (x ∈ Rn),

ekkor 8.11 seǵıtségével könnyen belátható, hogy f valódi konvex függvény.
Nyilván folytonos is, speciálisan zárt. 8.30 szerint, 0 ∈ dom f miatt

(rec f)(y) = lim
λ→0+

(λ−1yTATAy + bT y + λγ) =

{

bT y, ha Ay = 0,
∞, egyébként.

Speciálisan ha ATA nemszinguláris is (azaz ha r (A) = n), akkor rec f a
{0} halmaz indikátorfüggvénye.

Most már rátérhetünk a felcserélhetőségi tételekre.

Ha f valódi konvex függvény, akkor tetszőleges λ > 0 esetén a λf
függvény is valódi, konvex függvény (8.11), amely zárt is, ha f zárt (8.8
c)). Hasonló álĺıtás mondható ki konvex függvények összegéről is.

8.31. Tétel: Legyenek f1, . . . , fk valódi konvex függvények, jelölje f az
összegüket. Ha minden fi zárt, és f nem azonosan ∞, akkor f zárt, valódi
konvex függvény, és

rec f = (rec f1) + . . .+ (rec fk).
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Ha az fi függvények nem mind zártak, de a ri (dom fi) halmazok összemet-
szenek, akkor

cl f = (cl f1) + . . .+ (cl fk).

Bizonýıtás: Legyen

x ∈ ri (dom f) = ri (∩k
i=1dom fi).

8.26 szerint minden y esetén

(cl f)(y) = lim
λ→1−

f((1 − λ)x+ λy) = lim
λ→1−

k∑

i=1

fi((1 − λ)x+ λy).

Ha minden fi zárt, akkor az utóbbi limesz éppen f(y) 8.27 szerint, ı́gy ekkor
cl f = f . Ha pedig nem minden fi zárt, de effekt́ıv tartományaik relat́ıv
belsejei összemetszenek, akkor

ri (∩k
i=1dom fi) = ∩k

i=1ri (dom fi)

miatt x mindegyik fi függvény effekt́ıv tartományának relat́ıv belső pontja,
és 8.26 szerint az utóbbi limesz

∑

i cl fi(y), ı́gy ekkor cl f =
∑

i cl fi. A
recessziós függvényekről szóló egyenlőség a 8.30-beli limeszképlet következ-
ménye. 2

8.32. Tétel: Legyen I tetszőleges indexhalmaz, továbbá fi (i ∈ I) valódi
konvex függvények, és jelölje f az fi függvények (pontonkénti) szuprému-
mát. Ha f véges valahol, és minden fi zárt, akkor f zárt, valódi konvex
függvény, és

rec f = sup{rec fi : i ∈ I}.
Ha nem minden fi zárt, de létezik a ∩i∈Iri (dom fi) halmazban olyan x̂
elem, amelyre f(x̂) véges, akkor

cl f = sup{cl fi : i ∈ I}.

Bizonýıtás: Mivel epi f az epi fi halmazok metszete, azért konvex, és zárt
is, ha minden fi zárt. A recessziós függvényekről szóló képlet 4.17 követ-
kezménye. A lezártakról szóló képlet 4.16 c) és 8.18 következménye: a
ri (epi fi) halmazok metszetében benne lesz az (x̂, f(x̂) + 1) pont. 2
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A C ⊆ Rn konvex halmaz támaszfüggvénye a

suppC(x) := sup
{

xT y : y ∈ C
}

függvény. 8.32 szerint egy nemüres C ⊆ Rn konvex halmaz támaszfüggvé-
nye zárt, valódi konvex kúpfüggvény.

8.33. Tétel: Legyenek f1, . . . , fm az Rn téren értelmezett, valódi konvex
függvények, és jelölje f a konvex burkukat. Ekkor

f(x) = inf

{
m∑

i=1

λifi(xi)

∣
∣
∣
∣
∣

λi ≥ 0,
∑m

i=1 λi = 1,
xi ∈ dom fi,

∑m
i=1 λixi = x

}

(x ∈ Rn).

Ha még az is teljesül, hogy az fi függvények mind zártak, és mindnek
ugyanaz az f0 függvény a recessziós függvénye, akkor f is zárt, valódi kon-
vex függvény, amelynek szintén f0 a recessziós függvénye. Továbbá a fenti
képletben az infimum felvétetik minden x ∈ dom f = conv (∪dom fi) esetén.

Bizonýıtás: Defińıció szerint f(x) azoknak a µ értékeknek az infimuma,
amelyekre (x, µ) ∈ C, ahol C a Ci := epi fi konvex halmazok úniójának
konvex burka. 4.30 szerint (x, µ) ∈ C pontosan akkor, ha (x, µ) kifejezhető
az alábbi konvex kombinációként

(x, µ) =
m∑

i=1

λi(xi, µi) = (
∑
λixi,

∑
λiµi),

ahol (xi, µi) ∈ Ci. Tehát f(x) a
∑
λiµi értékek infimuma, miközben

x =
∑
λixi és µi ≥ fi(xi). Ebből már látszik a tételbeli képlet érvényessége.

Ha most a Ci halmazok zártak is, továbbá recessziós kúpjuk ugyanaz
a K := epi f0 zárt, konvex kúp, akkor 4.32 szerint C is zárt, konvex hal-
maz, amelynek recessziós kúpja szintén a K kúp. Mivel (0, 1) ∈ K, és
(0,−1) 6∈ K, azért az is látszik, hogy a C halmaz egy zárt, valódi konvex
függvény epigráfja. Ez a függvény nem lehet más, mint f , ı́gy rec f = f0.
Mivel x ∈ dom f esetén x̂ := (x, f(x)) ∈ C, azért f(x) kifejezhető, mint
∑
λiµi konvex kombináció, ahol

∑
λixi = x és µi ≥ fi(xi) (lásd a bi-

zonýıtás első részét), és itt pozit́ıv λi esetén µi nem lehet nagyobb, mint
fi(xi). Ezért az infimum felvétetik. 2
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8.34. Tétel: Legyen A ∈ Rm×n, és g : Rm → R valódi konvex függvény
úgy, hogy g◦A nem azonosan ∞. Ha g zárt, akkor g◦A is zárt, valódi konvex
függvény, és rec (g ◦ A) = (rec g) ◦ A. Ha g nem zárt, de Ax ∈ ri (dom g)
valamely x esetén, akkor cl (g ◦ A) = (cl g) ◦ A.

Bizonýıtás: A g ◦A függvény epigráfja az epi g halmaz B : (x, µ) 7→ (Ax, µ)
(folytonos) lineáris transzformációnál vett inverz képe, ı́gy konvex, ha g
konvex, és zárt is, ha g zárt. A recessziós függvényekről szóló képlet 4.28,
mı́g a lezártakról szóló képlet 4.27 és 8.18 következménye. 2

Legyen h : Rn → R, A ∈ Rm×n. Jelölje Ah az alábbi képlettel léırt
függvényt:

(Ah)(y) := inf{h(x) : Ax = y} (y ∈ Rm),

Könnyen belátható, hogy

sepiAh = Bsepih, ahol B :=

(

A 0
0 1

)

,

ezért h konvexitása esetén Ah is konvex függvény lesz. Epigráfokra általá-
ban csak

Bepih ⊆ epiAh ⊆ cl (Bepih)

áll fenn. Az Ah függvény zártságára ad elégséges feltételt az alábbi

8.35. Tétel: Legyen h : Rn → R zárt, valódi konvex függvény, továbbá
A ∈ Rm×n. Tegyük fel, hogy Az 6= 0 minden olyan z esetén, amelyre
(rech)(z) ≤ 0, és (rech)(−z) > 0. Ekkor az Ah függvény zárt, valódi
konvex függvény, és rec (Ah) = A(rech). Továbbá az (Ah)(y) defińıciójában
szereplő infimum felvétetik minden y ∈ domAh = Adomh esetén.

Bizonýıtás: Tekintsük h epigráfját (ez nemüres, zárt, konvex halmaz), és a
B : (x, µ) 7→ (Ax, µ) lineáris transzformációt. Az epih halmaz recessziós
kúpja epi (rech), linealitás tere pedig olyan (z, µ) vektorokból áll, ame-
lyekre (rech)(z) ≤ µ, és (rech)(−z) ≤ −µ. Ezért epih és B kieléǵıtik
4.24 feltételeit. Oda jutunk, hogy B(epih) zárt, konvex halmaz, amelynek
recessziós kúpja B(epi (rech)). Továbbá

B(epih) = epi (Ah), és B(epi (rech)) = epi (A(rec h)).

Látszik, hogy Ah alulról félig folytonos, konvex függvény, és a recessziós
függvényekről szóló képlet is. Hogy belássuk az Ah függvény valódiságát,
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azt kell megmutatnunk, hogy az epi (Ah) halmaz nem tartalmaz függőleges
egyenest. A függőleges egyenes jelenlétéből következne, hogy epi (Ah)
recessziós kúpja, B(epi (rech)) tartalmazna (0, µ) alakú vektort, ahol
µ < 0. Ekkor az epi (rech) halmaz tartalmazna (z, µ) alakú vektort, amely-
re Az = 0, és µ < 0. Erre a z vektorra teljesülne, hogy (rech)(z) < 0, és
8.29 szerint

(rech)(−z) ≥ −(rech)(z) > 0,

ellentmondásban a tétel feltételével. Az van hátra, hogy megmutassuk,
hogy minden olyan y esetén, amelyre (Ah)(y) 6= ∞ (vagyis az Ax = y,
x ∈ domh rendszer megoldható), az (Ah)(y) defińıciójában szereplő infi-
mum felvétetik valamely x esetén. Ez pedig világos abból, hogy

(y, (Ah)(y)) ∈ epiAh = Bepih,

és ı́gy (y, (Ah)(y)) = (Ax, h(x)) valamely x esetén. 2

Legyenek f1, . . . , fk konvex függvények az Rn téren. Az f1, . . . , fk

függvények konvolúciója az

f(x) := inf{f1(x1) + . . . + fk(xk) : x1 + . . . + xk = x} (x ∈ Rn)

képlettel definiált függvény, jele f = f12 . . .2fk. A könnyen ellenőrizhető

sepi (f12f2) = sepi f1 + sepi f2

azonosságból adódik, hogy a 2 művelet kommutat́ıv, asszociat́ıv és kon-
vexitás-megőrző.

Például ha f az euklideszi norma, és g egy C ⊆ Rn konvex halmaz
indikátorfüggvénye, akkor az

(f2g)(x) = inf
y∈C

||x− y|| (x ∈ Rn)

függvény a C halmaz által megadott távolságfüggvény, melynek jele
distC .

8.36. Következmény: Legyenek f1, . . . , fk zárt, valódi konvex függvények
az Rn téren, jelölje f a konvolúciójukat. Tegyük fel, hogy z1 + . . .+ zk 6= 0
minden olyan z1, . . . , zk vektor-k-as esetén, amelyre

(rec f1)(z1) + . . .+ (rec fk)(zk) ≤ 0,
(rec f1)(−z1) + . . .+ (rec fk)(−zk) > 0.
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Ekkor f zárt, valódi konvex függvény, és az f(x) defińıciójában szereplő
infimum felvétetik minden x ∈∑ dom fi esetén (másutt pedig ∞). Továbbá

rec f = (rec f1)2 . . .2(rec fk).

Bizonýıtás: Legyen A az Rkn térről a Rn térbe vezető “összeadás” lineáris
leképezés, vagyis

A : (x1, . . . , xk) 7→ x1 + . . .+ xk (xi ∈ Rn),

és legyen h az az Rkn téren értelmezett, zárt, valódi konvex függvény, ame-
lyet a

h(x1, . . . , xk) = f1(x1) + . . .+ fk(xk) (xi ∈ Rn)

egyenlőség definiál. Alkalmazzuk 8.35-öt erre az A leképezésre és a h
függvényre. 2

A poliédrikus függvényekre vonatkozó felcserélhetőségi tételeket egy
tételbe gyűjtöttük össze. Az f : Rn → R konvex függvény poliédrikus
függvény, ha epigráfja poliéder.

8.37. Tétel: Legyenek f1, . . . , fk poliédrikus, konvex függvények, ekkor
a) f1 + . . .+ fk is poliédrikus függvény;
b) max1≤i≤k fi is poliédrikus függvény.
c) ha még rec fi = f0 (i = 1, . . . , k) is teljesül, akkor conv {fi : 1 ≤ i ≤ k}
is poliédrikus függvény.

Legyen most A ∈ Rm×n, továbbá f az Rn téren, g pedig az Rm téren
értelmezett, poliédrikus, konvex függvény. Ekkor
d) a g ◦ A konvex függvény is poliédrikus;
e) az Af konvex függvény is poliédrikus, és a defińıciójában szereplő infi-
mum felvétetik, ha véges.

Legyen f1, f2 az Rn téren értelmezett, poliédrikus, konvex függvény.
Ekkor
f) az f12f2 függvény is poliédrikus konvex függvény, amely ha valódi, akkor
a defińıciójában szereplő infimum felvétetik minden x ∈ dom f1 + dom f2

esetén (másutt pedig ∞).

Bizonýıtás: a) Elég a k = 2 esettel elbánni. Teljesül, hogy fi = hi + indPi

(i = 1, 2), ahol P1, P2 poliéderek, és

h1(x) = max
{

aT
i x− αi : i = 1, . . . , l1

}

,

h2(x) = max
{

bTj x− βj : j = 1, . . . , l2
}

.
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Legyen P := P1 ∩ P2, cij := ai + bj , és γij := αi + βj . Ekkor P poliéder, és
f1 + f2 = h+ indP , ahol

h(x) := max
{

cTijx− γij : i = 1, . . . , l1; j = 1, . . . , l2
}

.

Ezért f1 + f2 poliédrikus függvény.
b) 8.32 bizonýıtásából látszik, mivel poliéderek metszete is poliéder.
Hasonlóan bizonýıtható c) 8.33 és 4.31 seǵıtségével, d) 8.34 és 3.25, e)

8.35 és 3.25, f) 8.36 és 3.25 seǵıtségével. 2

A felcserélési tételek azért különlegesen fontosak, mert a bennük sze-
replő transzformációk megőrzik a függvények zártságát és konvexitását, mı́g
magában a zártságot esetleg nem. Ez a tény Weierstrass alábbi tétele miatt
jelentős.

8.38. Tétel: (Weierstrass) Legyen S ⊆ Rn, S′ ⊆ S nemüres halmaz,
továbbá f : S →] − ∞,∞] az S′ halmazon alulról félig folytonos és nem
azonosan ∞ függvény. Tekintsük a

(P ) : inf f(x), x ∈ S′

programot. Tegyük fel, hogy az alábbi a), b) és c) feltételek legalább egyike
teljesül
a) az S′ halmaz kompakt;
b) az S′ halmaz zárt, és az {x ∈ S′ : f(x) ≤ f(y)} ńıvóhalmaz korlátos
valamely nem optimális y ∈ S′ pont esetén;
c) az S′ halmaz zárt, és limk→∞ f(xk) = ∞ minden olyan S′-beli xk

(k = 1, 2, . . .) pontsorozatra, amelyre limk→∞ ||xk|| = ∞.
Ekkor a (P ) program optimumértéke felvétetik, az optimális megoldások

halmaza kompakt, és minden optimalizáló sorozat az optimális megoldások
halmazához tart.

Bizonýıtás: Tegyük fel először, hogy teljesül az a) feltétel, és legyen xk

(k=1, 2, . . .) optimalizáló sorozat, tehát xk∈S′ (k=1, 2, . . .), és f(xk)→vP

(k → ∞), ahol vP szokás szerint a (P ) program optimumértékét jelöli.
Mivel az S′ halmaz kompakt, azért az xk (k = 1, 2, . . .) sorozatnak létezik
konvergens részsorozata, legyen ez éppen xki

(i = 1, 2, . . .), limeszpontja
pedig x ∈ S′. Ekkor az f függvény alulról félig folytonossága miatt

vP ≤ f(x) ≤ lim inf
i→∞

f(xki
) = lim

i→∞
f(xki

) = vP ,
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amiből már látszik, hogy a (P ) program optimumértéke felvétetik (és az
is, hogy az optimalizáló sorozatok konvergens részsorozatai optimális meg-
oldáshoz tartanak). Mivel az optimális megoldások halmaza, {x ∈ S′ :
f(x) ≤ vP } a kompakt S′ halmaz f alulról félig folytonossága miatt zárt
részhalmaza, azért az optimális megoldások halmaza kompakt. Legyen
most xk (k = 1, 2, . . .) optimalizáló sorozat, azt kell belátnunk, hogy

lim
k→∞

distPo
(xk) = 0,

ahol szokás szerint Po a (P ) program optimális megoldásainak halmazát
jelöli. Először is

distPo
(xk) = inf

x∈Po

||x− xk|| ≥ 0,

ezért
lim inf
k→∞

distPo
(xk) ≥ 0.

Másrészt legyen xki
(i = 1, 2, . . .) az xk (k = 1, 2, . . .) sorozat olyan részso-

rozata, amelyre

lim sup
k→∞

distPo
(xk) = lim

i→∞
distPo

(xki
),

az S′ halmaz kompaktsága miatt az is feltehető, hogy az xki
(i = 1, 2, . . .)

sorozat konvergál valamely x ∈ S′ (a fentiek szerint x ∈ Po) ponthoz. A
távolságfüggvény folytonossága miatt

lim
i→∞

distPo
(xki

) = distPo
(x) = 0,

vagyis összefoglalva

0 ≤ lim inf
k→∞

distPo
(xk) ≤ lim sup

k→∞
distPo

(xk) = 0,

az xk sorozat valóban a Po halmazhoz tart.
Tegyük fel most, hogy a b) feltétel teljesül. Mivel nyilván

Po ⊆ {x ∈ S′ : f(x) ≤ f(y)},

és ez az utóbbi halmaz a feltételek és 8.8 miatt zárt és korlátos, vagyis
kompakt, azért feltehető, hogy megegyezik az S′ halmazzal. A tétel már
igazolt részéből következik, hogy Po ekkor is nemüres, kompakt halmaz,
amelyhez minden optimalizáló sorozat konvergál.
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Végül tegyük fel, hogy a c) feltétel teljesül. Legyen y olyan nem op-
timális S′-beli pont, amelyre f(y) < ∞. Ekkor a c) feltétel miatt az
{x ∈ S′ : f(x) ≤ f(y)} ńıvóhalmaz nem lehet korlátlan (különben valamely
belőle vett sorozat elemeinek normája ∞-hez tartana és akkor az f függvény
e sorozat elemein felvett értékei is ∞-hez tartanának, ellentmondásban az-
zal, hogy mind legfeljebb f(y)). Ezért y mutatja, hogy a b) feltétel is
fennáll, azt az esetet pedig már elintéztük. 2

Természetesen kimondható a Weierstrass-tétel megfelelője felülről félig
folytonos függvények maximalizálásáról is.

9. A Fenchel-konjugált

Ebben a fejezetben egy olyan operátort definiálunk és vizsgálunk, amely
azt a szerepet játssza majd a Rockafellar-féle dualitáselméletben (11. fe-
jezet), mint a ∗ operáció a kúplineáris programok dualitáselméletében (6.
fejezet). A defińıció felé vezető első természetes lépésként általánośıtjuk
5.14-et, mely szerint egy zárt, konvex halmaz az őt tartalmazó zárt félterek
metszete.

Ezt a tételt egy zárt, konvex függvény epigráfjára alkalmazva látjuk,
hogy az epigráf előáll, mint az alábbi t́ıpusú zárt félterek metszete:
1. {(x, µ) : aTx ≤ β} (a 6= 0);
2. {(x, µ) : µ ≥ aTx− β};
3. {(x, µ);µ ≤ aTx− β}.

Az ilyen t́ıpusú zárt féltereket rendre függőleges, felső, illetve alsó zárt
féltereknek nevezzük. Alsó zárt féltér nyilván nem tartalmazhat egy olyan
halmazt, mint az epigráf, amelynek (0, 1) recessziós iránya. Ezért az epigráf
előáll, mint az őt tartalmazó függőleges és felső zárt félterek metszete. Az
alapvető észrevétel az, hogy itt a függőleges zárt félterekre nincs is szükség.
Mivel az f függvény epigráfját tartalmazó felső zárt félterek nyilván az f
függvényt minoráló h affin függvények epigráfjai, azért a fenti észrevétel
még úgy is fogalmazható, hogy

9.1. Tétel: Egy f zárt, konvex függvény az olyan h affin függvények
pontonkénti szuprémuma, amelyekre h ≤ f .
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Bizonýıtás: Feltehető, hogy f valódi konvex függvény, mivel különben nyil-
vánvaló a tétel (hiszen ekkor f vagy azonosan ∞, vagy azonosan −∞
a zártság defińıciója szerint). Ahogy azt a tétel kimondása előtt már
kifejtettük, epi f felső és függőleges zárt félterek metszete. Az epigráf
nem lehet csupa függőleges zárt féltér metszete, ez ugyanis ellentmondana
f valódiságának. Azt kell megmutatnunk, hogy az epigráfot tartalmazó
függőleges és felső zárt félterek metszete megegyezik az epigráfot tartal-
mazó felső zárt félterek metszetével. Tegyük fel, hogy

H+ =
{

(x, µ) : 0 ≥ aT
1 x− β1 =: h1(x)

}

egy az epigráfot tartalmazó függőleges zárt féltér, és (x0, µ0) 6∈ H+. Ele-
gendő annyit belátni, hogy létezik h affin függvény, amelyre h ≤ f , és
µ0 < h(x0). Tudjuk, hogy létezik legalább egy h2 affin függvény úgy, hogy
epih2 ⊇ epi f , vagyis h2 ≤ f . Tetszőleges x ∈ dom f esetén h1(x) ≤ 0, és
h2(x) ≤ f(x), amiből

λh1(x) + h2(x) ≤ f(x) (λ ≥ 0)

adódik. Ugyanez az egyenlőtlenség triviálisan fennáll x 6∈ dom f esetén is,
mivel akkor f(x) = ∞. Ha most a λ számot olyan nagynak választjuk,
hogy λh1(x0) + h2(x0) > µ0 teljesüljön (h1(x0) > 0, ezért ez megtehető),
akkor a h := λh1 + h2 affin függvény megfelel. 2

Vegyük észre, hogy 9.1 valóban általánośıtja 5.14-et: Ha C konvex
halmaz, f pedig ennek indikátorfüggvénye, akkor egy h = aT . − β affin
függvény pontosan akkor minorálja az f függvényt, ha h(x) ≤ 0 minden
x ∈ C esetén, vagyis C ⊆ {x : aTx ≤ β}.

Legyen most f tetszőleges az Rn téren értelmezett, zárt, konvex függ-
vény. 9.1 szerint van egy duális módja is f léırásának: az S halmaz
megadása, ahol S mindazon (a, β) párokból áll, hogy a h := aT . − β affin
függvény minorálja az f függvényt. Pontosan akkor lesz h ≤ f , ha

β ≥ sup
{

aTx− f(x) : x ∈ Rn
}

.

Ezért S valójában egy az Rn téren értelmezett f c függvény epigráfja, ahol

f c(a) := sup
{

aTx− f(x) : x ∈ Rn
}

(a ∈ Rn).

Az f c függvényt az f függvény konjugáltjának h́ıvjuk.
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Mivel f c valójában a g := xT .−µ ((x, µ) ∈ epi f) alakú affin függvények
pontonkénti szuprémuma, azért f c zárt, konvex függvény. Mivel f is előáll,
mint a h := aT . − β ((a, β) ∈ S = epi f c) affin függvények pontonkénti
szuprémuma, azért

f(x) = sup
{

xTa− f c(a) : a ∈ Rn
}

(x ∈ Rn),

vagyis f c konjugáltja, f cc újra az f függvény.
A ∞ és −∞ konstans függvények nyilván egymás konjugáltjai, ı́gy az

összes többi (f, f c) párban szereplő függvények valódiak.
Egy tetszőleges f : Rn → R függvény konjugáltját is a fenti képlettel

definiálhatjuk. Fennáll a Fenchel-egyenlőtlenség, mely szerint

aTx− f(x) ≤ f c(a).

Nyilván f1 ≤ f2 esetén f c
1 ≥ f c

2 . Továbbá mivel

epi f c =
{

(a, β) : epi f ⊆ {(x, µ) : aTx− β ≤ µ}
}

,

azért láthatóan (vö. 8.7, 8.16)

f c = (cl f)c, és f c = (conv f)c.

A konjugálással kapcsolatos főbb észrevételeket az alábbi tételben fog-
laljuk össze.

9.2. Tétel: Legyen f konvex függvény. Ekkor konjugáltja, f c zárt, konvex
függvény, amely pontosan akkor valódi, ha f valódi. Továbbá (cl f)c = f c,
és f cc = cl f . 2

A konjugált függvény defińıciójában az x ∈ Rn feltétel nyilván helyette-
śıthető az x ∈ dom f feltétellel. Sőt

9.3. Álĺıtás: Tetszőleges f , az Rn téren értelmezett, konvex függvény
esetén

f c(a) = sup
{

aTx− f(x) : x ∈ ri dom f
}

(a ∈ Rn).

Bizonýıtás: Az álĺıtásban szereplő szuprémum a gc(a) érték, ahol g az a
függvény, amely a ri dom f halmazon megegyezik az f függvénnyel, másutt
pedig ∞. 8.18 szerint ri epi f = ri epi g, ı́gy cl epi f = cl epi g, és akkor
f c = gc, amit bizonýıtani kellett. 2
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Például egy C ⊆ Rn konvex halmaz esetén

(indC)c(a) = sup
{

aTx− indC(x)
}

= sup
{

aTx : x ∈ C
}

= suppC(a)

ezért 9.2 szerint

(suppC)c = (indC)cc = cl (indC) = indcl C .

Látható, hogy suppC = suppcl C , hogy suppC1
≤ suppC2

pontosan
akkor, ha clC1 ⊆ clC2, továbbá hogy

9.4. Tétel: Egy zárt, konvex halmaz indikátor- és támaszfüggvénye
egymás konjugáltjai. 2

9.5. Következmény: A zárt, valódi konvex kúpfüggvények éppen a
nemüres (zárt) konvex halmazok támaszfüggvényei. Ha f valódi konvex
kúpfüggvény, akkor cl f az alábbi C zárt, konvex halmaz támaszfüggvénye

C :=
{

a ∈ Rn : aTx ≤ f(x) (x ∈ Rn)
}

.

Bizonýıtás: Az álĺıtás első feléhez elég megmutatnunk, hogy ha f valódi
konvex kúpfüggvény, akkor f c indikátorfüggvény. Valóban, ekkor egyrészt
f(0)=0 miatt f c≥0, másrészt ha valamely a∈Rn vektor esetén f c(a)>0,
akkor létezik x ∈ Rn vektor úgy, hogy aTx > f(x). De akkor

f c(a) ≥ aT (λx) − f(λx) = λ(aTx− f(x)) (λ > 0)

miatt (tartsunk λ-val ∞-hez) f c(a) = ∞ adódik.
A feltételekből adódóan cl f zárt, valódi konvex kúpfüggvény, ı́gy az

álĺıtás már igazolt része szerint valamely C ⊆ Rn zárt, konvex halmaz
támaszfüggvénye. Ekkor

f c = (cl f)c = indC , és C = {a : f c(a) ≤ 0},

ami f c defińıciójából adódóan éppen a tétel álĺıtása. 2

További például

9.6. Tétel: Egy poliédrikus konvex függvény konjugáltja is poliédrikus
konvex függvény.
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Bizonýıtás: Ha f poliédrikus függvény, vagyis epi f poliéder, akkor f “vége-
sen generált” is, vagyis léteznek x1, . . . , xm vektorok és µ1, . . . , µm számok
úgy, hogy

epi f = conv {(x1, µ1), . . . , (xk, µk)}+
+cone {(xk+1, µk+1), . . . , (xm, µm)}

valamely 1 ≤ k ≤ m esetén. Ekkor

epi f c =
{

(a, β) : epi f ⊆ {(x, µ) : aTx− β ≤ µ}
}

=

=

{

(a, β)

∣
∣
∣
∣
∣

∑m
i=1 λi(a

Txi − µi) ≤ β

(λi ≥ 0,
∑k

i=1 λi = 1)

}

=

=

{

(a, β)

∣
∣
∣
∣
∣

xT
i a− β ≤ µi (i = 1, . . . , k),
xT

i a ≤ µi (i = k + 1, . . . ,m)

}

poliéder. 2

9.7. Következmény: A poliédrikus, valódi konvex kúpfüggvények éppen
a nemüres poliéderek támaszfüggvényei.

Bizonýıtás: 9.4, 9.5 és 9.6 következménye, mivel egy konvex halmaz pon-
tosan akkor poliéder, ha indikátorfüggvénye poliédrikus.

Például ha P ⊆ Rn nemüres poliéder, akkor 9.5 szerint suppP zárt,
valódi konvex kúpfüggvény. Ezért 9.4-et is felhasználva látszik, hogy

suppP = suppcc
P = indc

P .

Itt indP poliédrikus, valódi (speciálisan zárt) konvex függvény, ı́gy 9.6 sze-
rint konjugáltja, suppP is poliédrikus.

A ford́ıtott irány hasonlóan igazolható. 2

A fejezet hátralévő részében a konjugálás operátorral való felcserélhe-
tőségi tételeket bizonýıtunk, egy egyszerű észrevétellel kezdve.

9.8. Álĺıtás: Legyen h az Rn téren értelmezett konvex függvény, továbbá
legyen

f(x) := h(A(x− c)) + bTx+ α (x ∈ Rn),

ahol A ∈ Rn×n invertálható mátrix, b, c ∈ Rn vektorok, α ∈ R szám. Ekkor

f c(a) = hc((AT )−1(a− b)) + cTa+ δ,

ahol δ := −α− cT b.
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Bizonýıtás: Az y = A(x−c) helyetteśıtéssel f c az alábbi módon számolható
ki

f c(a) = supx

{

aTx− h(A(x − c)) − bTx− α
}

=

= supy

{

(A−1y + c)Ta− h(y) − (A−1y + c)T b− α
}

=

= supy

{

(A−1y)T (a− b) − h(y)
}

+ cT (a− b) − α =

= hc((AT )−1(a− b)) + cT a+ δ,

amit bizonýıtani kellett. 2

9.8-ból már részben következik, illetve hasonlóan egyszerű számolással
igazolható, hogy

9.9. Tétel: Tetszőleges f valódi konvex függvény és λ > 0 szám esetén

f(λ.)c(a) = f c(a/λ) és (λf)c(a) = λf c(a/λ) (a ∈ Rn).

2

9.10. Következmény: Tetszőleges C nemüres, konvex halmaz és λ > 0
szám esetén suppλC = λsuppC .

Bizonýıtás: 9.4 és 9.9 szerint

suppλC = (indλC)c = (indC(./λ))c = suppC(λ.) = λsuppC ,

felhasználva még a támaszfüggvény pozit́ıv homogenitását. 2

9.11. Következmény: Tetszőleges C nemüres, konvex halmaz és λ > 0
szám esetén (λC)◦ = (1/λ)C◦.

Bizonýıtás: 9.10 egyszerű következménye, mivel

C◦ = −{a : suppC(a) ≤ 1}.

2

A bonyolultabb felcserélhetőségi tételekhez szükségünk lesz a konvex
Stiemke-tételre, illetve speciális eseteire. Mindenekelőtt a recessziós (kúp)-
függvényt ı́rjuk fel támaszfüggvényként (vö. 9.5). Ez a lemma később is
hasznosnak bizonyul (vö. 11.9).
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9.12. Lemma: Legyen f valódi konvex függvény. Ekkor dom f támasz-
függvénye az f c függvény recessziós függvénye, rec f c. Ha f még zárt is,
akkor dom f c támaszfüggvénye az f függvény recessziós függvénye, rec f .

Bizonýıtás: A defińıciókból, egyszerű számolás árán az

epi (suppdom f ) =
{

(a, β) : aT dom f ≤ β
}

halmazról könnyen belátható, hogy éppen az epi (f c) halmaz recessziós
kúpja. A tétel második fele az ı́gy igazolt első feléből, azt az f c konjugált
függvényre alkalmazva adódik. 2

9.13. Tétel: (konvex Stiemke-tétel) Legyen L ⊆ Rn altér, továbbá f
valódi konvex függvény. Ekkor az L altér pontosan akkor metsz bele a
ri dom f halmazba, ha nem létezik a ∈ L⊥ vektor, amelyre (rec f c)(a) ≤ 0,
és (rec f c)(−a) > 0.

Bizonýıtás: Mivel L relat́ıv nýılt, azért a második Hahn–Banach-tétel sze-
rint L ∩ ri dom f = ∅ pontosan akkor, ha L és dom f valódi módon szepa-
rálhatók, vagyis létezik a ∈ Rn vektor, amelyre

inf
{

aTx : x ∈ L
}

≥ sup
{

aTx : x ∈ dom f
}

,

sup
{

aTx : x ∈ L
}

> inf
{

aTx : x ∈ dom f
}

.

Itt a jobb oldalon szereplő szuprémum és infimum éppen (rec f c)(a), illetve
−(rec f c)(−a), mivel rec f c a dom f halmaz támaszfüggvénye a lemma sze-
rint. A bal oldalon szereplő infimum 0, ha a ∈ L⊥, és −∞, ha a 6∈ L⊥.
Most már látszik, hogy a valódi szeparálhatóság épp azt jelenti, hogy létezik
a ∈ L⊥ vektor, amelyre 0 ≥ (rec f c)(a), és 0 > −(rec f c)(−a). 2

9.14. Következmény: Legyen A ∈ Rm×n, továbbá g az Rm téren
értelmezett, valódi konvex függvény. Pontosan akkor nem létezik y ∈ Rm

vektor, amelyre

AT y = 0, (rec gc)(y) ≤ 0, (rec gc)(−y) > 0,

ha Ax ∈ ri dom g legalább egy x ∈ Rn vektor esetén.

Bizonýıtás: Alkalmazzuk 9.13-at az L := ImA altérre és a g függvényre. 2

184



9.15. Következmény: Legyenek f1, . . . , fm az Rn téren értelmezett,
valódi konvex függvények. Pontosan akkor nem léteznek a1, . . . , am vek-
torok, amelyekre

a1 + . . .+ am = 0,
(rec f c

1)(a1) + . . .+ (rec f c
m)(am) ≤ 0,

(rec f c
1)(−a1) + . . .+ (rec f c

m)(−am) > 0,

ha teljesül, hogy

ri (dom f1) ∩ . . . ∩ ri (dom fm) 6= ∅.

Bizonýıtás: Alkalmazzuk 9.13-at a diagonális altérre és az

f(x1, . . . , xm) := f1(x1) + . . .+ fm(xm) (x1, . . . , xm) ∈ Rnm

függvényre. (Ekkor f konjugáltja

f c(a1, . . . , am) = f c
1(a1) + . . .+ f c

m(am),

és konjugáltjának recessziós függvénye

(rec f c)(a1, . . . , am) = (rec f c
1)(a1) + . . .+ (rec f c

m)(am).)

2

9.16. Tétel: Legyen A ∈ Rm×n. Tetszőleges f , az Rn téren értelmezett,
konvex függvény esetén teljesül, hogy

(Af)c = f c ◦ AT .

Tetszőleges g, az Rm téren értelmezett konvex függvény esetén

((cl g) ◦ A)c = cl (AT gc).

Ha létezik x ∈ Rn vektor, amelyre Ax ∈ ri dom g, akkor a második képletből
elhagyható a lezárás operátor, ekkor

(g ◦ A)c(a) = inf
{

gc(y) : AT y = a
}

> −∞ (a ∈ Rn),

ahol az infimum minden a ∈ AT dom gc esetén felvétetik (másutt pedig ∞).
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Bizonýıtás: Az első képletet egyszerű számolással bizonýıthatjuk:

(Af)c(b) = supy

{

bT y − infAx=y f(x)
}

= supy supAx=y

{

bT y − f(x)
}

=

= supx

{

bTAx− f(x)
}

= supx

{

(AT b)Tx− f(x)
}

= f c(AT b).

Alkalmazzuk ezt a képletet az AT mátrixra és a gc függvényre, oda jutunk,
hogy

(AT gc)c = gcc ◦ATT = (cl g) ◦ A,
és következésképpen

((cl g) ◦ A)c = (AT gc)cc = cl (AT gc).

A tétel hátralévő része nyilvánvaló, ha g felvesz valahol −∞ értéket, akkor
ugyanis 8.22 szerint g(y) = −∞ minden y ∈ ri dom f esetén, ı́gy g(Ax) =
−∞, tehát gc és (g ◦A)c is azonosan ∞. Feltehető tehát, hogy g(y) > −∞
minden y esetén, és valamely x esetén Ax ∈ ri dom g. 8.34 szerint ekkor
(cl g) ◦A = cl (g ◦ A), amiből ((cl g) ◦ A)c = (g ◦ A)c adódik. Másfelől 9.14
szerint gc és AT teljeśıtik 8.35 feltételeit, ekkor tehát cl (AT gc) = AT gc

valódi konvex függvény, és a defińıciójában szereplő infimum felvétetik, ha
véges. 2

9.17. Következmény: Legyen A ∈ Rm×n. Bármely C1 ⊆ Rn konvex
halmaz esetén teljesül, hogy

suppAC1
(y) = suppC1

(AT y) (y ∈ Rm).

Tetszőleges C2 ⊆ Rm konvex halmaz esetén

suppA−1(cl C2) = cl (AT suppC2
).

Ha létezik x, amelyre Ax ∈ riC2, akkor a lezárás operáció, illetve operátor
elhagyható a második képletből, ekkor

suppA−1(C2)(a) = inf
{

suppC2
(y) : AT y = a

}

> −∞ (a ∈ Rn),

ahol az infimum minden a ∈ −AT barC2 esetén felvétetik (másutt pedig ∞).

Bizonýıtás: Alkalmazzuk 9.16-ot az f := indC1
, g := indC2

függvényekre.2
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9.18. Következmény: Legyen A ∈ Rm×n. Bármely C1 ⊆ Rn konvex
halmaz esetén teljesül, hogy

(AC1)
◦ = AT−1(C◦

1 ).

Tetszőleges, az origót lezártjában tartalmazó C2 ⊆ Rm konvex halmaz ese-
tén

(A−1(clC2))
◦ = cl (AT (C◦

2 )).

Bizonýıtás: 9.17 és 8.20 következménye. A 0 ∈ clC2 feltétel ahhoz kell,
hogy AT suppC2

valódi konvex függvény legyen. 2

8.37 seǵıtségével, 9.16 bizonýıtásának mintájára, könnyen belátható,
hogy abban az esetben, mikor g poliédrikus függvény, 9.16 azon feltétele,
hogy létezzen x, amelyre Ax ∈ ri dom g, gyönǵıthető a következő feltétellé:
létezzen x, amelyre Ax ∈ dom g. Ugyanis ha egy g poliédrikus, konvex
függvény valahol −∞ értéket vesz fel, akkor az effekt́ıv tartományán min-
denütt −∞ értéket vesz fel (hiszen (0,−1) ∈ rec epi g lesz), különben pedig
g zárt függvény. Továbbá Ax ∈ dom g esetén

(AT gc)(a) ≥ aTx− g(Ax) > −∞ (a ∈ Rn)

is fennáll, ezért a bizonýıtásban AT gc poliédrikus, valódi (és ı́gy zárt) kon-
vex függvény.

9.19. Tétel: Legyenek f1, . . . , fm az Rn téren értelmezett, valódi konvex
függvények. Ekkor

(f12 . . .2fm)c = f c
1 + . . .+ f c

m,
(cl f1 + . . .+ cl fm)c = cl (f c

12 . . .2f c
m).

Ha a ri dom fi (i = 1, . . . ,m) halmazok összemetszenek, akkor a lezárás
operátor elhagyható a második képletből, ekkor

(f1 + . . .+ fm)c(a) = inf

{
m∑

i=1

f c
i (ai) :

m∑

i=1

ai = a

}

> −∞ (a ∈ Rn),

ahol az infimum minden a ∈ ∑ dom f c
i esetén felvétetik (másutt pedig ∞).
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Bizonýıtás: Defińıció szerint

(f12 . . .2fm)c(a) =

= sup
{

aTx− infx1+...+xm=x{f1(x1) + . . .+ fm(xm)}
}

=

= supx supx1+...+xm=x{aTx− f1(x1) − . . . − fm(xm)} =
= supx1,...,xm

{aTx1 + . . .+ aTxm − f1(x1) − . . .− fm(xm)} =

= f c
1(a) + . . .+ f c

m(a).

Ebből az is következik, hogy

(f c
12 . . .2f c

m)c = f cc
1 + . . .+ f cc

m = cl f1 + . . .+ cl fm,

és ı́gy

(cl f1 + . . . + cl fm)c = (f c
12 . . .2f c

m)cc = cl (f c
12 . . .2f c

m).

Ha a ri dom fi (i = 1, . . . ,m) halmazok összemetszenek, akkor 8.31 szerint
a cl f1 + . . .+cl fm és cl (f1 + . . .+fm) függvények megegyeznek. Az utóbbi
függvény konjugáltja (f1 + . . .+ fm)c. Másfelől 9.15 szerint f c

1 , . . . , f
c
m tel-

jeśıti 8.36 feltételeit, ı́gy ekkor f c
12 . . .2f c

m zárt, és a defińıciójában szereplő
infimum felvétetik a

∑
dom f c

i halmazon (másutt pedig ∞). 2

9.20. Következmény: Legyenek C1, . . . , Cm ⊆ Rn nemüres, konvex
halmazok. Ekkor

suppC1+...+Cm
= suppC1

+ . . .+ suppCm
,

suppcl C1∩...∩cl Cm
= cl (suppC1

2 . . .2suppCm
).

Ha a riCi (i = 1, . . . ,m) halmazok összemetszenek, akkor a lezárás operá-
ció, illetve operátor elhagyható a második képletből, ekkor

suppC1∩...∩Cm
(a) = inf

{
m∑

i=1

suppCi
(ai) :

m∑

i=1

ai = a

}

> −∞ (a ∈ Rn),

ahol az infimum minden a ∈ −∑ barCi esetén felvétetik (másutt pedig ∞).

Bizonýıtás: Alkalmazzuk 9.19-et az fi := indCi
függvényekre. 2
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9.21. Következmény: Legyenek K1, . . . ,Km ⊆ Rn konvex kúpok. Ekkor

(K1 + . . . +Km)∗ = K∗
1 ∩ . . . ∩K∗

m,
(clK1 ∩ . . . ∩ clKm)∗ = cl (K∗

1 + . . . +K∗
m).

Ha a riKi (i = 1, . . . ,m) halmazok összemetszenek, akkor a lezárás operá-
ció elhagyható a második képletből.

Bizonýıtás: Alkalmazzuk 9.19-et az fi := indKi
függvényekre. Könnyen

utánaszámolhatunk, hogy ekkor f c
i = ind−K∗

i
. 2

9.19 egy alkalmazásaként meghatározzuk a distC távolságfüggvény kon-
jugáltját. Már emĺıtettük, hogy tetszőleges C ⊆ Rn nemüres, konvex hal-
maz esetén distC = ||.||2indC . Határozzuk meg a ||.|| függvény konjugáltját
(pozit́ıv homogén, ı́gy konvexitása a háromszög-egyenlőtlenség következmé-
nye). Ha ||a|| ≤ 1, akkor

||.||c(a) = supaTx− ||x|| ≤
≤ sup ||a|| · ||x|| − ||x|| ≤ sup 1 · ||x|| − ||x|| = 0,

vagyis ekkor ||.||c(a) = 0. Ha pedig ||a|| > 1, akkor

||.||c(a) = supaTx− ||x|| ≥
≥ supλ≥0 a

T (λa) − ||λa|| = ||a||(||a|| − 1) supλ≥0 λ = ∞,

vagyis ekkor ||.||c(a) = ∞. Tehát ||.||c = indO, ahol O az Rn térbeli zárt
egységgömb. Mindezekből 9.19 szerint

(distC)c(a) = ||.||c(a) + (indC)c(a) =

{

suppC(a), ha ||a|| ≤ 1,
∞, ha ||a|| > 1

adódik.
Most megvizsgáljuk azt az esetet, mikor 9.19-ben minden fi függvény

poliédrikus. Megmutatjuk, hogy ekkor a relat́ıv belsők összemetszése he-
lyett a

dom f1 ∩ . . . ∩ dom fm 6= ∅
feltétel is elegendő a tétel második felének konklúziójához. Ekkor ugyanis
cl fi = fi, és f1 + . . . + fm valódi konvex, poliédrikus függvény (8.37).
Szükségképpen az f1 + . . . + fm függvény konjugáltja is valódi konvex
függvény, és mivel 9.19 szerint f c

12 . . .2f c
m lezártja, azért maga a kon-

volúció is valódi konvex függvény. Minden f c
i poliédrikus, konvex függvény
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(9.6), ı́gy f c
12 . . .2f c

m is poliédrikus, konvex függvény (8.37), az eddigiekből
adódóan zárt is. 9.19 szerint ekkor

(f1 + . . .+ fm)c = f c
12 . . .2f c

m,

és 8.37 szerint az utóbbi konvolúció defińıciójában szereplő infimum felvé-
tetik effekt́ıv tartományán, a

∑
dom f c

i halmazon.

Most megfogalmazzuk 9.19 vegyes változatát.

9.22. Tétel: Legyenek f1, . . . , fm az Rn téren értelmezett, valódi konvex
függvények úgy, hogy f1, . . . , fk poliédrikus. Tegyük fel, hogy

dom f1 ∩ . . . ∩ dom fk ∩ ri (dom fk+1) ∩ . . . ∩ ri (dom fm) 6= ∅.

Ekkor

(f1 + . . .+ fm)c(a) = (f c
12 . . .2f c

m)(a) =
= inf{f c

1(a1) + . . .+ f c
m(am) : a1 + . . .+ am = a} > −∞ (a ∈ Rn),

ahol az infimum minden a ∈ ∑ dom f c
i esetén felvétetik (másutt pedig ∞).

Bizonýıtás: A k = 0, és k = m esetekben már beláttuk a tételt, feltehető
tehát, hogy 1 ≤ k < m. Legyen

g1 := f1 + . . .+ fk, és g2 := fk+1 + . . .+ fm.

A tétel seǵıtségével kiszámolhatjuk a g1 és g2 függvények konjugáltjait, ezek

gc
1(b1) = inf{f c

1(a1) + . . .+ f c
k(ak) : a1 + . . .+ ak = b1},

gc
2(b2) = inf{f c

k+1(ak+1) + . . .+ f c
m(am) : ak+1 + . . .+ am = b2},

ahol az infimumok minden b1 és b2 esetén felvétetnek (esetleg ∞-ként). Így
elegendő annyit belátni, hogy

(g1 + g2)
c(a) = inf{gc

1(b1) + gc
2(b2) : b1 + b2 = a},

ahol az infimum minden a esetén felvétetik. Itt g1 és g2 valódi konvex
függvények, g1 ráadásul poliédrikus (8.37). Mivel

dom g1 = dom f1 ∩ . . . ∩ dom fk

dom g2 = dom fk+1 ∩ . . . ∩ dom fm,
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azért teljesül, hogy

ri (dom g2) = ri (dom fk+1 ∩ . . . ∩ dom fm) =
= ri (dom fk+1) ∩ . . . ∩ ri (dom fm),

és ı́gy
dom g1 ∩ ri (dom g2) 6= ∅.

Ebből már következik (vizsgáljuk relat́ıv belső pontjait), hogy az M :=
aff (dom g2) jelöléssel

ri (M ∩ dom g1) ∩ ri (dom g2) 6= ∅.

Legyen h := indM + g1, ekkor h valódi konvex függvény, amelynek effekt́ıv
tartománya M ∩ dom g1, ı́gy

ri (domh) ∩ ri (dom g2) 6= ∅,

és a tételben szereplő képlet alkalmazható (h+g2)
c kiszámı́tására. Továbbá

h+ g2 = g1 + g2, ı́gy

(g1 + g2)
c(a) = (hc

2gc
2)(a) = inf{hc(c) + gc

2(b) : c+ b = a},

ahol az infimum minden a esetén felvétetik. Másfelől mivel indM és g1
poliédrikus függvények, azért a tételben szereplő képletet alkalmazhatjuk
hc kiszámı́tására is, eszerint

hc(c) = inf{suppM (u) + gc
1(b1) : u+ b1 = c},

ahol az infimum minden c esetén felvétetik. Ezért

(g1 + g2)
c(a) = inf{suppM (u) + gc

1(b1) + gc
2(b) : u+ b1 + b = a},

ahol az infimum minden a esetén felvétetik. Az indM és g2 függvények
effekt́ıv tartományainak relat́ıv belsejei nyilvánvalóan összemetszenek, ı́gy
a tételben szereplő képletet még egyszer alkalmazva látjuk, hogy

inf{suppM (u) + gc
2(b) : u+ b = b2} = (indM + g2)

c(b2) = gc
2(b2),

és itt az infimum mindig felvétetik. Összefoglalva oda jutottunk, hogy

(g1 + g2)
c(a) = inf{gc

1(b1) + gc
2(b2) : b1 + b2 = a},
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ahol az infimum minden a esetén felvétetik — és éppen ezt kellett bi-
zonýıtani. 2

9.23. Következmény: Legyenek f1, . . . , fm az Rn téren értelmezett,
zárt, valódi konvex függvények úgy, hogy f1, . . . , fk poliédrikus. Tegyük fel,
hogy

dom f c
1 ∩ . . . ∩ dom f c

k ∩ ri (dom f c
k+1) ∩ . . . ∩ ri (dom f c

m) 6= ∅.

Ekkor f12 . . .2fm zárt, valódi konvex függvény, és a defińıciójában szereplő
infimum mindig felvétetik, ha véges.

Bizonýıtás: Alkalmazzuk 9.22-t az f c
1 , . . . , f

c
m függvényekre. 2

9.22 felhasználható 7.26 bizonýıtására. Legyenek ugyanis C1, . . . , Cm

Rn-beli, nemüres, konvex halmazok úgy, hogy C1, . . . , Ck poliéder. Tegyük
fel, hogy

C1 ∩ . . . ∩ Ck ∩ (riCk+1) ∩ . . . ∩ (riCm) 6= ∅.
Ekkor 9.22 szerint

(ind∩Ci
)c(a) = (

∑
indCi

)c(a) =
inf {∑m

i=1(indCi
)c(ai) :

∑m
i=1 ai = a} ,

ahol az infimum minden a esetén felvétetik (ha véges). Legyen F a ∩Ci

halmaz nemüres, exponált lapja, és tegyük fel, hogy a exponálja, vagyis

aT (∩Ci \ F ) < supp∩Ci
(a) = aTF.

A fentiek szerint léteznek a1, . . . , am vektorok úgy, hogy a = a1 + . . .+ am,
és

supp∩Ci
(a) = suppC1

(a1) + . . .+ suppCm
(am).

Legyen Fi a Ci halmaz az ai vektor által exponált része, vagyis

Fi :=
{

x ∈ Ci : aT
i x = suppCi

(ai)
}

(i = 1, . . . ,m).

Könnyen belátható, hogy ekkor F = ∩Fi, amivel 7.26 nemtriviális irányát
igazoltuk.

9.24. Tétel: Legyen fi (i ∈ I) az Rn téren értelmezett, valódi konvex
függvények egy tetszőleges rendszere. Ekkor

(conv {fi : i ∈ I})c = sup{f c
i : i ∈ I},

(sup{cl fi : i ∈ I})c = cl (conv {f c
i : i ∈ I}).
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Ha az I indexhalmaz véges, és a cl (dom fi) halmazok mind megegyeznek egy
C halmazzal (ez a helyzet például, ha minden fi véges az egész Rn téren),
akkor a lezárás operátor elhagyható a második képletből. Továbbá ebben az
esetben

(sup{fi : i ∈ I})c(a) =

= inf

{

∑

i∈I λif
c
i (ai)

∣
∣
∣
∣
∣

λi ≥ 0,
∑

i∈I λi = 1,
ai ∈ dom f c

i ,
∑

i∈I λiai = a

}

> −∞ (a ∈ Rn),

ahol az infimum minden a ∈ conv (∪dom f c
i ) esetén felvétetik (másutt pedig

∞).

Bizonýıtás: Legyen f := conv {fi : i ∈ I}. Az epi f c epigráf minden (a, β)
eleme egy h := aT .−β affin függvénynek felel meg, amelyre h ≤ f . Ezek a h
affin függvények éppen azok, amelyekre h ≤ fi teljesül minden i ∈ I esetén.
Ezért β ≥ f c(a) pontosan akkor, ha β ≥ f c

i (a) minden i ∈ I esetén, amivel
az első képletet beláttuk. Ezt a képletet az f c

i függvényekre alkalmazva
kapjuk, hogy

(conv {f c
i : i ∈ I})c = sup{f cc

i : i ∈ I} = sup{cl fi : i ∈ I},

és következésképpen

(sup{cl fi : i ∈ I})c = (conv {f c
i : i ∈ I})cc = cl (conv {f c

i : i ∈ I}).

Ha a ri (dom fi) halmazok metszetében van olyan pont, ahol az fi függvé-
nyek szuprémuma véges, akkor 8.32 szerint

(sup{cl fi : i ∈ I})c = (cl (sup{fi : i ∈ I}))c = (sup{fi : i ∈ I})c.

Speciálisan ez az egyenlőség fennáll, ha az I indexhalmaz véges, és a dom fi

halmazok lezártja ugyanaz a C halmaz minden i ∈ I esetén. Az utóbbi eset-
ben a dom fi halmazok támaszfüggvényei, amelyek éppen a rec f c

i recessziós
függvények 9.12 szerint, mind a suppC támaszfüggvénnyel egyeznek meg,
ezért 8.33 szerint conv {f c

i : i ∈ I} zárt, és éppen a tételbeli infimumos
képlet adja meg. 2

9.25. Következmény: Legyenek Ci ⊆ Rn (i ∈ I) konvex halmazok.
Jelölje C az úniójuk konvex burkát, C ′ pedig a lezártjaik metszetét. Ekkor

suppC = sup{suppCi
: i ∈ I},

suppC′ = cl (conv {suppCi
: i ∈ I}).
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Bizonýıtás: Legyen fi := indCi
, és alkalmazzuk 9.24-et. 2

9.26. Következmény: Legyenek Ci ⊆ Rn (i ∈ I) konvex halmazok.
Ekkor

(conv {Ci : i ∈ I})◦ = ∩{C◦
i : i ∈ I}.

Továbbá ha 0 ∈ clCi (i ∈ I), akkor

(∩{clCi : i ∈ I})◦ = cl (conv {C◦
i : i ∈ I}).

2

A fejezetben szereplő tételek természetesen megfelelő változtatásokkal
kimondhatók lennének konvex helyett konkáv függvényekkel, ekkor az f c

(konvex) konjugált helyett a gc ún. konkáv konjugált szerepelne, ahol
g : Rn → R függvény esetén

gc(b) := inf
{

bT y − g(y) : y ∈ Rn
}

(b ∈ Rn).

A konvex és konkáv konjugált közti egyszerű kapcsolatot az alábbi álĺıtás
ı́rja le:

9.27. Álĺıtás: Tetszőleges g : Rn → R függvény esetén

−gc = (−g)c(−.), ı́gy dom gc = −dom (−g)c,

konkáv függvény effekt́ıv tartománya alatt természetesen felső effekt́ıv
tartományát, a (−1)-szeresének alsó effekt́ıv tartományát értve. 2

Teljesül például, ha g : Rn → [−∞,∞[ nem azonosan −∞ konkáv
függvény (vagyis valódi konkáv függvény), akkor gcc a g felső lezártja. Egy
másik észrevétel a kétféle konjugálás kapcsolatáról:

9.28. Álĺıtás: Legyen f : Rn → R valódi konvex függvény, g : Rn → R
valódi konkáv függvény. Ekkor

(−f c)c = −f cc(−.), és (−gc)
c = −gcc(−.).

2
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10. Folytonosság, (szub)differenciálhatóság

Ebben a fejezetben konvex függvények folytonosságát és differenciál-
hatóságát vizsgáljuk. Akárcsak a folytonosság esetében a 8. fejezetben,
itt is megjelenik egy “félig differenciálhatósági” tulajdonság, a szubdiffe-
renciálhatóság. (Csak itt a differenciálhatósághoz szükséges másik “felet”
nem a szuperdifferenciálhatóság, hanem a szubdifferenciál egyeleműsége je-
lenti.)

Először két alapvető folytonossági tételt tárgyalunk.

10.1. Tétel: Egy az Rn téren értelmezett f valódi konvex függvény ef-
fekt́ıv tartománya minden C relat́ıv nýılt, konvex részhalmazára megszoŕıtva
folytonos. Speciálisan f folytonos a ri dom f halmazra megszoŕıtva.

Bizonýıtás: Legyen g az a függvény, amely megegyezik az f függvénnyel a C
halmazon, és másutt ∞ értéket vesz fel, ekkor g effekt́ıv tartománya éppen
C. Az f függvényt a g függvénnyel helyetteśıtve, ha szükséges, feltehető,
hogy C = dom f . A bizonýıtás ezek után két lépésből áll.

1. Először megmutatjuk, hogy ha x0 ∈ C, és f(x0) < γ valamely γ ∈ R
szám esetén, akkor létezik C ′ ⊆ C relat́ıv nýılt, konvex halmaz, amelyre
x0 ∈ C ′, aff C ′ = aff C, és f |C′ < γ teljesül. Valóban, 8.20 szerint

C ′ := ri {x : f(x) < γ}
megfelel.

2. Másodszor megmutatjuk, hogy ha x0 ∈ C, és f(x0) > β valamely
β ∈ R szám esetén, akkor létezik C ′′ ⊆ C relat́ıv nýılt, konvex halmaz,
amelyre x0 ∈ C ′′, aff C ′′ = aff C, és f |C′′ ≥ β teljesül. Valóban, ha
inf f ≥ β, akkor C ′′ := C megfelel. Ha pedig inf f < β, akkor 8.20 szerint
x0 6∈ cl {x : f(x) < β}, mivel az utóbbi halmaz éppen {x : (cl f)(x) ≤ β},
és x0 ∈ ri dom f miatt (cl f)(x0) = f(x0). Ezért az első Hahn–Banach-tétel
szerint létezik a ∈ Rn vektor úgy, hogy

aTx0 < inf
{

aTx : f(x) < β
}

.

A fenti infimumot δ-val jelölve könnyen belátható, hogy

C ′′ :=
{

x ∈ C : aTx < δ
}

megfelel. 2

10.2. Következmény: Az egész Rn téren véges f konvex függvény
szükségképpen folytonos. 2
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Legyen f olyan függvény, amely az S ⊆ Rn halmazon valós értékeket
vesz fel. Azt mondjuk, hogy f Lipschitz-függvény az S halmazon az
α ≥ 0 Lipschitz-állandóval, ha

|f(y) − f(x)| ≤ α||y − x|| (x, y ∈ S).

10.3. Tétel: Legyen f valódi konvex függvény, és legyen S a ri dom f
halmaz valamely kompakt részhalmaza. Ekkor f Lipschitz-függvény az S
halmazon.

Bizonýıtás: Feltehető, hogy dom f n-dimenziós, tehát S valójában a dom f
halmaz belsejének része. Legyen O az Rn térbeli zárt egységgömb. Ekkor
minden ε > 0 esetén S + εO kompakt halmaz (lévén az S × O kompakt
halmaz az (x, u) 7→ x+ εu folytonos leképezésnél vett képe). Az

(S + εO) ∩ (Rn \ int (dom f)) (ε > 0)

kompakt halmazok az ε csökkentével szűkülnek, továbbá metszetük üres,
ı́gy Cantor metszettétele szerint egyikük üres. Ezért bizonyos ε > 0 esetén

S + εO ⊆ int (dom f).

10.1 szerint f folytonos az S+εO halmazon. Mivel S+εO kompakt halmaz,
azért f korlátos az S + εO halmazon. Legyen α1 és α2 alsó, illetve felső
korlát. Legyen x és y két különböző S-beli pont, és legyen

z := y + (ε/||y − x||)(y − x).

Ekkor z ∈ S + εO, és

y = (1 − λ)x+ λz, ahol λ = ||y − x||/(ε + ||y − x||).

Az f konvexitásából adódóan

f(y) ≤ (1 − λ)f(x) + λf(z) = f(x) + λ(f(z) − f(x)),

következésképpen

f(y) − f(x) ≤ λ(α2 − α1) ≤ α||y − x||, ahol α = (α2 − α1)/ε.

Ez az egyenlőtlenség fennáll tetszőleges x, y ∈ S esetén, ı́gy f Lipschitz-
függvény az S halmazon. 2
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Legyen S ⊆ Rn, továbbá f : S → R. Azt mondjuk, hogy az f függvény
differenciálható az x ∈ S pontban, ha f valós értékeket vesz fel az x egy
környezetén, továbbá létezik a ∈ Rn vektor, amelyre

lim
z→x

f(z) − f(x) − aT (z − x)

||z − x|| = 0.

Ha ilyen a, ún. gradiens vektor létezik, akkor szükségképpen egyértelmű,
jele ∇f(x). Azt mondjuk, hogy f differenciálható egy S′ halmazon, ha
az f függvény differenciálható az S′ halmaz minden pontjában. Ekkor a
defińıcióból adódóan S′ az S halmaz azon része belsejének része, ahol f
véges értékeket vesz fel.

Ha az f függvény differenciálható az x ∈ S pontban, akkor tetszőleges
y ∈ Rn esetén

0 = lim
λ→0

f(x+ λy) − f(x) − (∇f(x))T (λy)

λ||y|| ,

tehát léteznek a

lim
λ→0

f(x+ λy) − f(x)

λ

iránymenti deriváltak, és értékük éppen (∇f(x))T y.
Konvex függvények esetén fontosabb szerep jut az

f ′(x; y) := lim
λ→0+

f(x+ λy) − f(x)

λ

(esetleg végtelen) féloldali iránymenti deriváltaknak és a szubgradi-
enseknek. Konvex függvények féloldali iránymenti deriváltjaival kapcso-
latos néhány alapvető észrevételt fogalmaz meg az alábbi

10.4. Tétel: Legyen f konvex függvény, és legyen x egy olyan pont, ahol
f véges értéket vesz fel. Ekkor tetszőleges y ∈ Rn esetén létezik f ′(x; y), és

f ′(x; y) = inf
λ>0

f(x+ λy) − f(x)

λ
.

Továbbá f ′(x; y) konvex kúpfüggvény az y változóban, és f ′(x; 0) = 0 mellett
teljesül, hogy

−f ′(x;−y) ≤ f ′(x; y) (y ∈ Rn),

egyenlőséggel, ha f differenciálható az x pontban.
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Bizonýıtás: 8.14 és 8.15 szerint a féloldali iránymenti derivált defińıciójában
szereplő hányados konvex f függvény esetén a λ nemcsökkenő függvénye,
ı́gy f ′(x; y) létezik, és éppen a tételben szereplő infimum. Világos, hogy
f ′(x; .) pozit́ıv homogén, továbbá f ′(x; 0) = 0, ı́gy f ′(x; .) kúpfüggvény is.
Konvexitása 8.10 egyszerű következménye. Most belátjuk a tételbeli utolsó
egyenlőtlenséget. Adott µ1 > f ′(x;−y) és µ2 > f ′(x; y) számok esetén

(1/2)µ1 + (1/2)µ2 ≥ f ′(x; (1/2)(−y) + (1/2)y) = 0

az f ′(x; .) függvény konvexitása miatt. Ezért −f ′(x;−y) ≤ f ′(x; y) minden
y esetén. Ha f differenciálható az x pontban, akkor

−f ′(x;−y) = limλ→0−
f(x+λy)−f(x)

λ =

= limλ→0
f(x+λy)−f(x)

λ = limλ→0+
f(x+λy)−f(x)

λ = f ′(x; y).

2

Az a vektor az f : Rn → R függvény szubgradiense az x ∈ Rn

pontban, ha teljesül az ún. szubgradiens egyenlőtlenség,

f(z) ≥ f(x) + aT (z − x) (z ∈ Rn).

Az f függvény x pontbeli szubgradienseinek halmaza az f függvény x pont-
beli szubdifferenciálja, melynek jele ∂f(x). Nyilván ∂f(x) zárt, konvex
halmaz, mivel defińıció szerint a ∈ ∂f(x) pontosan akkor, ha az a vektor
néhány zárt féltér eleme egyszerre. Általában ∂f(x) lehet üres is; ha nem
az, akkor azt mondjuk, hogy az f függvény szubdifferenciálható az x
pontban.

Például ha C ⊆ Rn nemüres, konvex halmaz, akkor a ∈ ∂indC(x)
pontosan akkor, ha

indC(z) ≥ indC(x) + aT (z − x) (z ∈ Rn).

Ez a feltétel azt jelenti, hogy x ∈ C, és 0 ≥ aT (z−x) minden z ∈ C esetén.
Tehát ha x ∈ C, akkor ∂indC(x) az

{

a : aT (C − x) ≤ 0
}

(zárt, konvex) kúp, a C halmaz normális kúpja az x pontban; x 6∈ C
esetén pedig ∂indC(x) = ∅.
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10.5. Álĺıtás: Legyen f poliédrikus, konvex függvény, és legyen x olyan
pont, ahol f véges értéket vesz fel. Ekkor f szubdifferenciálható az x pont-
ban, és ∂f(x) poliéder.

Bizonýıtás: Az epi f halmaz poliéder, ı́gy létezik A mátrix és b vektor úgy,
hogy epi f = {z : Az ≥ b}. Az is feltehető, hogy A minden sorvektorának
utolsó eleme 0 vagy 1. Legyen x̂ := (x, f(x)), és jelölje I az A mátrix azon
sorindexeinek halmazát, amelyeknek megfelelő egyenlőtlenségeket az x̂ pont
egyenlőséggel teljeśıti. Az I halmaz nem lehet üres, akkor ugyanis x̂ az
epi f halmaz relat́ıv belső pontja lenne (7.3), pedig nem az (8.18). Ha az A
mátrix I-beli sorindexű sorvektorainak utolsó elemei mind nullák lennének,
akkor elég kis ε > 0 esetén x̂− (0, ε) ∈ epi f lenne, ellentmondásban azzal,
hogy x̂ utolsó eleme f(x). Ezért létezik i ∈ I sorindex úgy, hogy az A
mátrix i-edik sorának utolsó eleme 1. Legyen ez a sor éppen (aT , 1). Ekkor
könnyen belátható, hogy −a ∈ ∂f(x), tehát ∂f(x) nemüres. A ∂f(x)
halmaz poliédrikussága a nyilvánvaló

∂f(x) = −C((cone (epi f − x̂))∗)

egyenlőség egyszerű következménye (vö. 4.19). 2

A szubdifferenciál és a féloldali iránymenti deriváltak közti kapcsolatról
szól a következő három tétel.

10.6. Tétel: Legyen f konvex függvény, és legyen x egy olyan pont, ahol
az f függvény véges értéket vesz fel. Ekkor az a vektor pontosan akkor
szubgradiense az f függvénynek az x pontban, ha

f ′(x; y) ≥ aT y (y ∈ Rn).

Teljesül továbbá, hogy az f ′(x; .) konvex kúpfüggvény lezártja a ∂f(x) zárt,
konvex halmaz támaszfüggvénye.

Bizonýıtás: A z := x + λy értékadással a szubgradiens egyenlőtlenség az
alábbi feltétellé ford́ıtható le:

(f(x+ λy) − f(x))/λ ≥ aT y

minden y és λ > 0 esetén. Mivel az itt szereplő hányados λ nemcsökkenő
függvénye, és az f ′(x; y) értékhez tart, ahogy λ → 0+, azért az utóbbi
egyenlőtlenség a tételbelivel ekvivalens. A tétel hátralévő része 9.5 követ-
kezménye, ha az f ′(x; .) konvex kúpfüggvény valódi is (különben pedig a
tétel már igazolt részéé). 2
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10.7. Tétel: Legyen f konvex függvény, és legyen x olyan pont, ahol
az f függvény véges értéket vesz fel. Ha f szubdifferenciálható az x pont-
ban, akkor f valódi konvex függvény. Ha f nem szubdifferenciálható az x
pontban, akkor létezik y, amelyre

f ′(x; y) = −f ′(x;−y) = −∞;

sőt az utóbbi egyenlőségek minden y ∈ (ri dom f) − x esetén fennállnak.

Bizonýıtás: Az f függvény x pontbeli szubdifferenciálhatósága esetén f ma-
jorál egy affin függvényt, tehát f valódi. A ∂f(x) halmaz pontosan akkor
üres, ha támaszfüggvénye a konstans −∞ függvény. Ez a támaszfüggvény
éppen cl f ′(x; .) az előző tétel szerint. Egy konvex függvény lezártja pon-
tosan akkor azonosan −∞, ha a függvény maga valahol −∞ értéket vesz fel.
Így ha az f függvény nem szubdifferenciálható az x pontban, akkor létezik
y, amelyre f ′(x; y) = −∞ (és akkor −f ′(x;−y) = −∞ is teljesül, mivel 10.4
szerint −f ′(x;−y) ≤ f ′(x; y)). Ekkor az f ′(x; .) függvény −∞ értéket vesz
fel effekt́ıv tartománya (jelölje C) minden relat́ıv belső pontjában (8.22).
De a C halmaz, 10.4-ből könnyen láthatóan, éppen a λC ′ (λ > 0) halmazok
úniója, ahol C ′ := (dom f) − x, és mivel 0 ∈ C ′, azért ebből

C ′ ⊆ C ⊆ aff C ′

is következik. Ezért aff C ′ = aff C, ı́gy C ′ ⊆ C miatt riC ′ ⊆ riC. Látjuk,
hogy az f ′(x; .) függvény −∞ értéket vesz fel minden riC ′ = (ri dom f)−x
halmazbeli ponton. 2

10.8. Tétel: Legyen f valódi konvex függvény. Ha x 6∈ dom f , akkor
∂f(x) üres. Ha x ∈ ri (dom f), akkor ∂f(x) nemüres, f ′(x; .) zárt, valódi
konvex kúpfüggvény, és

f ′(x; y) = sup
{

aT y : a ∈ ∂f(x)
}

= supp∂f(x)(y).

Végül ∂f(x) pontosan akkor nemüres, korlátos halmaz, ha x ∈ int (dom f),
amikor is f ′(x; y) véges minden y esetén, és a fenti szuprémum felvétetik.

Bizonýıtás: A z vektort a dom f halmazból választva, a szubgradiens egyen-
lőtlenségből látszik, hogy f(x) = ∞ esetén ∂f(x) = ∅. Ha x ∈ ri (dom f),
akkor az f ′(x; .) függvény effekt́ıv tartománya affin halmaz, par dom f .
Mivel f ′(x; 0) = 0, azért az f ′(x; .) függvény nem lehet azonosan −∞ a
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par dom f halmazon. Ezért f ′(x; .) valódi (8.23) és zárt (8.25). De akkor
10.6 szerint f ′(x; .) maga a ∂f(x) halmaz támaszfüggvénye, ahonnan már
látszik a tételbeli szuprémumos képlet, és hogy ∂f(x) nemüres. A tétel
hátralévő része a nyilvánvaló

rec (∂f(x)) = −(cone (dom f − x))∗

egyenlőség egyszerű következménye (vö. 4.9). 2

Ezzel elégséges feltételt nyertünk arra, hogy a szubgradiensek halmaza
nemüres legyen, vagyis az üres halmaz “szigorú alsó korlátja” legyen a ∂f(x)
halmaznak. Most “felső korlátot” keresünk ugyanehhez a halmazhoz.

10.9. Tétel: Legyen f valódi konvex függvény, továbbá x olyan pont,
ahol f szubdifferenciálható, de f nem az x pontban veszi fel az infimumát
(vagyis 0 6∈ ∂f(x)). Ekkor a C := {z : f(z) ≤ f(x)} halmaz normális kúpja
az x pontban a ∂f(x) halmaz által generált konvex kúp lezártja.

Bizonýıtás: 8.20 szerint a {z : f(z) < f(x)} halmaznak ugyanaz a lezártja,
mint a C halmaznak, mivel feltettük, hogy f(x) > inf f . Ezért az a vektor
akkor és csak akkor eleme a C halmaz x pontbeli normális kúpjának, ha
aT (z − x) ≤ 0 valahányszor f(z) < f(x). A λ(z − x) (λ > 0, f(z) < f(x))
alakú y vektorok éppen azok, amelyekre f ′(x; y) < 0 (10.4). A C halmaz x
pontbeli K0 normális kúpja tehát éppen −K∗, ahol

K := {y : f ′(x; y) < 0} 6= ∅.
Újra 8.20 és 10.6 szerint

clK = {y : cl yf
′(x; y) ≤ 0} = {y : supp∂f(x)(y) ≤ 0} =

= {y : aT y ≤ 0 (a ∈ ∂f(x))} = −K∗
1 ,

ahol K1 a ∂f(x) konvex halmaz által generált konvex kúp (amely éppen a
∂f(x) halmaz elemeinek nemnegat́ıv konstansszorosaiból áll). Ezek szerint

K0 = −K∗ = −(clK)∗ = K∗∗
1 = clK1,

amit bizonýıtanunk kellett. 2

10.10. Következmény: Legyen f valódi konvex függvény, és legyen
x ∈ int (dom f) olyan pont, ahol az f függvény nem veszi fel a minimumát.
Ekkor az a vektor pontosan akkor eleme a C := {z : f(z) ≤ f(x)} halmaz
x pontbeli normális kúpjának, ha létezik λ ≥ 0 szám úgy, hogy a ∈ λ∂f(x).
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Bizonýıtás: A feltevés miatt, 10.8 szerint ∂f(x) nemüres, kompakt, konvex
halmaz, amelynek nem eleme az origó. Ebben az esetben a ∂f(x) halmaz
által generált konvex kúp lezártja egyszerűen a λ∂f(x) (λ ≥ 0) halmazok
úniója (4.19). 2

A szubgradiensekre vonatkozó felcserélhetőségi tételek következnek, a
bizonýıtásukhoz alapvető alábbi segédtétel és következményeinek kimondá-
sa után.

10.11. Tétel: Legyen f valódi konvex függvény, továbbá x tetszőleges
pont. Ekkor az alábbi négy, valamely a vektorra vonatkozó feltétel ekvivalens
egymással:
a) a ∈ ∂f(x);
b) az aT .− f(.) függvény az x pontban veszi fel a maximumát;
c) f(x) + f c(a) ≤ aTx;
d) f(x) + f c(a) = aTx.

Ha (cl f)(x) = f(x), akkor még az alábbi három feltétel is ekvivalens a
fentiekkel:
ac) x ∈ ∂f c(a);
bc) az xT .− f c(.) függvény az a pontban veszi fel a maximumát;
acc) a ∈ ∂(cl f)(x).

Bizonýıtás: Az a) feltételt definiáló szubgradiens egyenlőtlenség át́ırható,
mint

aTx− f(x) ≥ aT z − f(z) (z ∈ Rn).

Ez éppen a b) feltétel. Mivel a b) feltételben szereplő szuprémum defińıció
szerint éppen f c(a), azért b) ugyanaz, mint c), vagy d). Másfelől ac), bc)
és acc) ekvivalensek az

f cc(x) + f c(a) = aTx

feltétellel, amely viszont éppen d), ha f(x) = (cl f)(x) = f cc(x). 2

10.12. Következmény: Ha f zárt, valódi konvex függvény, akkor x ∈
∂f c(a) pontosan akkor, ha a ∈ ∂f(x). 2

10.13. Következmény: Ha f valódi konvex függvény, és x olyan pont,
ahol f szubdifferenciálható, akkor

(cl f)(x) = f(x), és ∂(cl f)(x) = ∂f(x).
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Bizonýıtás: Általában

f(x) ≥ (cl f)(x) = f cc(x) ≥ aTx− f c(a).

Ha f szubdifferenciálható az x pontban, akkor létezik legalább egy a vek-
tor úgy, hogy teljesül a 10.11-beli d) feltétel. Ekkor f(x) = (cl f)(x),
következésképpen ∂(cl f)(x) = ∂f(x) az a) és acc) feltételek ekvivalenciája
miatt. 2

10.14. Következmény: Legyen C nemüres, zárt, konvex halmaz. Ekkor
bármely a vektor esetén ∂suppC(a) azokból az x ∈ C vektorokból áll (ha
ilyen van egyáltalán), amelyekben az aT . lineáris függvény felveszi a maxi-
mumát.

Bizonýıtás: Legyen f := indC , ekkor f c = suppC . A 10.11-beli ac) és b)
feltételek ekvivalenciája bizonýıtja az álĺıtást. 2

10.15. Következmény: Legyen K zárt, konvex kúp. Ekkor a ∈ ∂indK(x)
pontosan akkor, ha x ∈ ∂ind−K∗(a). Ezek a feltételek még azzal is ekvi-
valensek, hogy

x ∈ K, a ∈ −K∗, aTx = 0.

Bizonýıtás: Legyen f := indK , ekkor f c = ind−K∗. A 10.11-beli a), ac) és
d) feltételek ekvivalenciája bizonýıtja az álĺıtást. 2

A szubgradiens defińıciójának azonnali következménye, hogy

∂(λf)(x) = λ∂f(x) (x ∈ Rn, λ > 0).

Egy meglepőbb felcserélhetőségi tényt fogalmaz meg az alábbi

10.16. Tétel: Legyenek f1, . . . , fm az Rn téren értelmezett, valódi konvex
függvények, és legyen f := f1 + . . . + fm. Ekkor

∂f(x) ⊇ ∂f1(x) + . . .+ ∂fm(x),

egyenlőséggel, ha a ri (dom fi) (i = 1, . . . ,m) halmazok összemetszenek. Az
egyenlőség eme elégséges feltétele kicsit gyenǵıthető, ha a szereplő függvé-
nyek némelyike, mondjuk f1, . . . , fk poliédrikus. Ekkor az egyenlőséghez
elegendő, hogy a dom fi (i = 1, . . . , k) és a ri (dom fi) (i = k + 1, . . . ,m)
halmazok összemetszenek.
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Bizonýıtás: Ha a = a1 + . . . + am, ahol ai ∈ ∂fi(x), akkor minden z esetén

f(z) = f1(z) + . . . + fm(z) ≥
≥ f1(x) + aT

1 (z − x) + . . . + fm(x) + aT
m(z − x) =

= f(x) + (a1 + . . . + am)T (z − x) = f(x) + aT (z − x),

és ı́gy a ∈ ∂f(x). Ezzel beláttuk az általános tartalmazást. Tegyük fel
most, hogy a ri (dom fi) halmazok összemetszenek, ekkor 9.19 szerint

f c(a) = inf{f c
1(a1) + . . .+ f c

m(am) : a1 + . . .+ am = a},

ahol minden a esetén az infimum felvétetik (esetleg ∞-ként). Így 10.11
szerint a ∈ ∂f(x) pontosan akkor, ha

aTx = f1(x) + . . .+ fm(x)+
+ inf{f c

1(a1) + . . . + f c
m(am) : a1 + . . . + am = a},

ahol minden a esetén az infimum felvétetik valamely a1, . . . , am vektorok
mellett. Ezért ∂f(x) pontosan az olyan a1 + . . .+am alakú vektorokból áll,
amelyekre

aT
1 x+ . . . + aT

mx = f1(x) + . . .+ fm(x) + f c
1(a1) + . . . + f c

m(am).

Mivel aT
i x ≤ fi(x) + f c

i (ai) mindig teljesül, egyenlőséggel pontosan akkor,
ha ai ∈ ∂fi(x), azért ∂f(x) ugyanaz, mint a ∂f1(x) + . . .+ ∂fm(x) halmaz.
Az az eset, mikor néhány fi függvény poliédrikus, hasonlóan intézhető el,
csak 9.19 helyett most 9.22-t használva. 2

Megjegyezzük, hogy 10.16 (és 10.19) a következő fejezet eredményeiből
is levezethető.

10.17. Következmény: Legyenek C1, . . . , Cm ⊆ Rn konvex halmazok,
amelyeknek relat́ıv belsejei összemetszenek. Ekkor a C1 ∩ . . . ∩ Cm halmaz
normális kúpja bármely adott x pontban megegyezik a K1+ . . .+Km kúppal,
ahol Ki a Ci halmaz normális kúpja az x pontban. Ha a szereplő konvex hal-
mazok némelyike, mondjuk C1, . . . , Ck poliéderek, akkor a konklúzió fennáll
akkor is, ha csak a C1, . . . , Ck, riCk+1, . . . , riCm halmazok metszenek össze.

Bizonýıtás: Alkalmazzuk 10.16-ot az fi := indCi
indikátorfüggvényekre. 2
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10.18. Tétel: Legyenek f1, . . . , fm az Rn téren értelmezett, valódi konvex
függvények, és legyen f := max{f1, . . . , fm}. Ekkor

∂f(x) ⊇ conv (∪{∂fi(x) : 1 ≤ i ≤ m, fi(x) = f(x)}),

egyenlőséggel, ha a dom fi halmazok lezártja ugyanaz a C halmaz.

Bizonýıtás: Az általános tartalmazáshoz 4.30 szerint annyit kell megmutat-
nunk, hogy tetszőleges λi (1 ≤ i ≤ m, fi(x) = f(x)) nemnegat́ıv, 1-összegű
számok, továbbá ai ∈ ∂fi(x) vektorok esetén

f(z) ≥ f(x) + (
∑
λiai)

T (z − x) (z ∈ Rn).

Ez az egyenlőtlenség pedig a nyilvánvaló

f(z) ≥ fi(z) ≥ fi(x) + aT
i (z − x) = f(x) + aT

i (z − x)
(z ∈ Rn; 1 ≤ i ≤ m, fi(x) = f(x))

egyenlőtlenségek konvex kombinációja a λi együtthatókkal.
Ha most minden i esetén cl (dom fi) = C, akkor az f c(a) érték a 9.24-

beli képlettel számolható, ahol az infimum minden a vektor esetén felvétetik
(esetleg ∞-ként). Mivel 10.11 szerint a ∈ ∂f(x) pontosan akkor, ha aTx =
f(x)+f c(a), azért a ∈ ∂f(x) esetén léteznek λi (i = 1, . . . ,m) nemnegat́ıv,
1-összegű számok és ai ∈ Rn vektorok úgy, hogy

a = λ1a1 + . . .+ λmam, és f c(a) = λ1f
c
1(a1) + . . .+ λmf

c
m(am).

De akkor a Fenchel-egyenlőtlenség és a fentiek szerint

∑
λi(fi(x) + f c

i (ai)) ≥
∑
λia

T
i x =

= aTx = f(x) +
∑
λif

c
i (ai) ≥

∑
λi(fi(x) + f c

i (ai)).

Látszik, hogy végig egyenlőségnek kell lenni, amiből már következik, hogy
λi = 0, ha f(x) > fi(x), továbbá aT

i x = fi(x) + f c
i (ai), vagyis ai ∈ ∂fi(x),

ha λi > 0. 2

10.19. Tétel: Legyen f := h ◦ A, ahol h az Rm téren értelmezett, valódi
konvex függvény, A ∈ Rm×n. Ekkor

∂f(x) ⊇ AT ∂h(Ax) (x ∈ Rn),

egyenlőséggel, ha az ImA altér belemetsz a ri (dom h) halmazba, vagy ha h
poliédrikus függvény, és az ImA altér belemetsz a domh halmazba.
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Bizonýıtás: Ha a ∈ AT∂h(Ax), akkor a = AT b valamely b ∈ ∂h(Ax) esetén.
Ekkor minden z ∈ Rn esetén

f(z) = h(Az) ≥ h(Ax) + bT (Az −Ax) = f(x) + aT (z − x),

ami az általános tartalmazást bizonýıtja. Másfelől tegyük fel, hogy az ImA
altér belemetsz a ri (dom f) halmazba. Ekkor f valódi, és

f c(a) = inf
{

hc(b) : AT b = a
}

9.16 szerint, ahol az infimum minden olyan a esetén felvétetik valamely b
mellett, amelyre f c(a) 6= ∞. Adott a ∈ ∂f(x) esetén

f(x) + f c(a) = aTx

10.11 szerint, ı́gy létezik b vektor, amelyre AT b = a, és

f(x) + hc(b) = xTAT b.

Ez a feltétel úgy fogalmazható át, hogy

h(Ax) + hc(b) = (Ax)T b,

vagyis más szóval b ∈ ∂h(Ax) ismét 10.11 szerint. Ezért a ∈ AT∂h(Ax). Az
az eset, mikor h poliédrikus, és Ax ∈ domh valamely x esetén, hasonlóan
intézhető el, vö. a 9.18 utáni megjegyzéssel. 2

Rátérünk a differenciálható, konvex függvények és különféle jellemzéseik
vizsgálatára. Megjegyezzük, hogy ha egy konvex függvény differenciálható
valamely x pontban, akkor szükségképpen valódi, hiszen x valamely nýılt
környezetén véges értékeket vesz fel, és ez a környezet biztosan belemetsz
a ri (dom f) halmazba (sőt az int dom f halmaz része).

A következő tétel a differenciálhatóság a szubdifferenciálhatóságon ḱı-
vüli másik “feléről” szól, ahogy a fejezet elején meǵıgértük.

10.20. Tétel: Legyen f konvex függvény. Ha az f függvény diffe-
renciálható egy x pontban, akkor ∇f(x) az egyetlen szubgradiense az x pont-
ban, speciálisan

f(z) ≥ f(x) + (∇f(x))T (z − x) (z ∈ Rn).

Megford́ıtva, ha az f függvénynek éppen egy szubgradiense létezik egy x
pontban, akkor f differenciálható az x pontban.
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Bizonýıtás: Tegyük fel először, hogy f differenciálható az x pontban. Ekkor
f ′(x; .) nem más, mint a (∇f(x))T . lineáris függvény. 10.6 szerint az x
pontbeli szubgradiensek éppen azok az a vektorok, amelyekre

(∇f(x))T y ≥ aT y (y ∈ Rn),

ez a feltétel pedig pontosan akkor teljesül, ha a = ∇f(x). Ezért ∇f(x)
az egyetlen szubgradiens az x pontban. Másfelől tegyük fel, hogy az f
függvénynek egyértelmű x pontbeli szubgradiense az a vektor. Ekkor a

g : y 7→ f(x+ y) − f(x) − aT y (y ∈ Rn)

konvex függvénynek a 0 vektor az egyértelmű szubgradiense a 0 pontban.
Azt kell megmutatnunk, hogy ebből

lim
y→0

g(y)

||y|| = 0

következik. A g′(0; .) függvény lezártja éppen a ∂g(0) halmaz támaszfügg-
vénye, ami most az azonosan 0 függvény (10.6). Ezért g′(0; .) maga is az
azonosan 0 függvény, mivel g′(0; .) nem különbözhet a lezártjától máshol,
mint effekt́ıv tartománya relat́ıv határpontjaiban. Oda jutottunk, hogy

0 = g′(0;u) = lim
λ→0+

(g(λu) − g(0))/λ (u ∈ Rn).

Itt g(0) = 0, és a differenciahányados a λ változó nemcsökkenő függvénye.
A

hλ : u 7→ g(λu)/λ (u ∈ Rn), (λ > 0)

függvények konvexek (epigráfjuk az epi g konstansszorosa), és pontonként
0-hoz csökkennek, ahogy λ > 0 a nullához csökken. Legyen O az Rn térbeli
zárt egységgömb, és legyen {a1, . . . , am} Rn-beli pontoknak egy véges hal-
maza úgy, hogy konvex burkuk tartalmazza az O gömböt. Ekkor minden
u ∈ O pont kifejezhető, mint az ai pontok konvex kombinációja valamely
λi együtthatókkal, és akkor

0 ≤ hλ(u) ≤
m∑

i=1

λihλ(ai) ≤ max{hλ(ai) : i = 1, . . . ,m}.

Mivel a hλ(ai) értékek 0-hoz tartanak, ahogy λ → 0+, azért látjuk, hogy
adott ε > 0 esetén létezik δ > 0 úgy, hogy

g(λu)/λ ≤ ε (0 < λ ≤ δ, u ∈ O).
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Mivel minden y vektor, amelyre 0 < ||y|| ≤ δ, kifejezhető, mint λu, λ = ||y||
és u ∈ O mellett, azért g(y)/||y|| ≤ ε valahányszor 0 < ||y|| ≤ δ. Ez már azt
bizonýıtja, hogy g(y)/||y|| limesze a 0-ban valóban 0, amit bizonýıtanunk
kellett. 2

Bizonýıtás nélkül kimondjuk a konvex függvények majdnem mindenütt
differenciálhatóságáról szóló alábbi tételt (lásd [20], Theorem 25.5).

10.21. Tétel: Legyen f az Rn téren értelmezett, valódi konvex függvény,
és legyen S azoknak a pontoknak a halmaza, ahol f differenciálható. Ekkor
S az int (dom f) halmaz sűrű részhalmaza, és kivonva az int (dom f) hal-
mazból, nullmértékű halmazt kapunk. Továbbá a ∇f : x 7→ ∇f(x) gradiens-
leképezés folytonos az S halmazon.

Az iránymenti deriváltak seǵıtségével nyerhetjük a differenciálható, kon-
vex függvények alábbi fontos jellemzéseit.

10.22. Tétel: Legyen S ⊆ Rn, f : S → R, C ⊆ Rn nemüres, konvex
halmaz, és tegyük fel, hogy f differenciálható a C halmazon (speciálisan
C ⊆ intS). Ekkor az f függvény pontosan akkor konvex a C halmazon, ha
teljesül, hogy

f(z) − f(x) ≥ (∇f(x))T (z − x) (x, z ∈ C).

Bizonýıtás: Tegyük fel először, hogy az f függvény differenciálható és kon-
vex a C halmazon. Ekkor tetszőleges x, z ∈ C vektorok, 0 < λ < 1 szám
esetén

f(x+ λ(z − x)) ≤ λf(z) + (1 − λ)f(x),

amiből
f(x+ λ(z − x)) − f(x)

λ
≤ f(z) − f(x)

adódik. Tartsunk λ-val 0-hoz, ekkor f differenciálhatósága miatt a ḱıvánt

f(z) − f(x) ≥ (∇f(x))T (z − x) (x, z ∈ C)

egyenlőtlenséghez jutunk.
A megford́ıtáshoz tegyük fel, hogy teljesül a tételbeli egyenlőtlenség.

Legyen x, y ∈ C, 0 ≤ λ ≤ 1, és z := λx+ (1 − λ)y. Ekkor a feltétel szerint

f(x) − f(z) ≥ (∇f(z))T (x− z), és f(y) − f(z) ≥ (∇f(z))T (y − z).
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Az első egyenlőtlenséget λ-val, a második egyenlőtlenséget (1 − λ)-val szo-
rozva, majd a kapott egyenlőtlenségeket összeadva oda jutunk, hogy

λf(x) + (1 − λ)f(y) − f(z) ≥ (∇f(z))T (λx+ (1 − λ)y − z) = 0,

vagyis f konvexitása látszik. 2

10.23. Tétel: Legyen S ⊆ Rn, f : S → R, C ⊆ Rn nemüres, konvex
halmaz, és tegyük fel, hogy f differenciálható a C halmazon (speciálisan
C ⊆ intS). Ekkor az f függvény pontosan akkor konvex a C halmazon, ha
teljesül, hogy

(∇f(z) −∇f(x))T (z − x) ≥ 0 (x, z ∈ C).

Bizonýıtás: Először is, ha az f függvény konvex és differenciálható a C
konvex halmazon, akkor 10.22 szerint tetszőleges x, z ∈ C esetén

f(z) − f(x) ≥ (∇f(x))T (z − x),
f(x) − f(z) ≥ −(∇f(z))T (z − x),

és ezeket az egyenlőtlenségeket összeadva a ḱıvánt

(∇f(z) −∇f(x))T (z − x) ≥ 0 (x, z ∈ C)

egyenlőtlenséghez jutunk.
Másodszor tegyük fel, hogy teljesül az utóbbi egyenlőtlenség, és legyenek

x, z ∈ C tetszőleges pontok. Ekkor a Lagrange-féle középértéktétel szerint
létezik y ∈]x, z[ pont úgy, hogy

f(z) − f(x) = (∇f(y))T (z − x),

legyen ez a pont éppen y = x + κ(z − x), ahol 0 < κ < 1. A fenti
egyenlőtlenséget az y, x ∈ C pontpárra alkalmazva kapjuk, hogy

(∇f(x+ κ(z − x)) −∇f(x))T (κ(z − x)) ≥ 0,

ahonnan a pozit́ıv κ számmal osztva a

(∇f(y))T (z − x) ≥ (∇f(x))T (z − x)
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egyenlőtlenség adódik. A fentiek szerint

f(z) − f(x) ≥ (∇f(x))T (z − x) (x, z ∈ C),

ami 10.22 szerint éppen azt jelenti, hogy az f függvény konvex a C halma-
zon. 2

Speciálisan ha S ⊆ R nýılt halmaz, f : S → R a C ⊆ S nem elfa-
juló intervallumon differenciálható és konvex függvény, akkor az f ′ de-
riváltfüggvény monoton növekedő a C halmazon. Ha még az is teljesül,
hogy C belső pontjaiban létezik az f ′ deriváltja, továbbá f ′ folytonos C-n,
akkor, mint azt az egyváltozós függvények anaĺıziséből tudjuk, f ′ mono-
ton növekedése a C halmazon azzal ekvivalens, hogy C minden belső x
pontjában f ′′(x) ≥ 0. (A folytonossági feltétel nem szükséges, ha C nýılt
intervallum.)

8.14 szerint egy az Rn téren értelmezett függvény konvexitásának szük-
séges és elégséges feltétele bizonyos egyváltozós függvények konvexitása.
Ezért a fenti észrevétel seǵıtségével a konvexitás egy újabb jellemzését nyer-
hetjük.

Legyen S ⊆ Rn, f : S → R, továbbá x0 ∈ S. Azt mondjuk, hogy az f
függvény kétszer differenciálható az x0 pontban, ha f differenciálható
az x0 pont egy környezetén (speciálisan x0 ∈ intS) és létezik N ∈ Rn×n

mátrix úgy, hogy

lim
z→0

∇f(x0 + z) −∇f(x0) −Nz

||z|| = 0.

Ilyen N mátrixból legfeljebb egy lehet, az f függvény x0 pontbeli Hesse-
mátrixának nevezzük, jele ∇2f(x0). (Ha az f függvény kétszer diffe-
renciálható az x0 pontban, akkor a ∇2f(x0) Hesse-mátrix szimmetrikus
(Young tétele), és

lim
z→0

f(x0 + z) − f(x0) − (∇f(x0))
T z − 1

2z
T∇2f(x0)z

||z||2 = 0

(infinitezimális Taylor-formula). Ha f kétszer differenciálható az x0 pont-
ban, akkor ∇f(x0) helyébe más vektort, vagy ∇2f(x0) helyébe más szim-
metrikus mátrixot ı́rva a formula nem marad érvényben (lásd [7], [15]).)
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Például legyen S ⊆ Rn nýılt halmaz, f : S → R a C ⊆ S konvex hal-
mazon (vagyis minden pontjában) kétszer differenciálható függvény. Adott
x, z ∈ Rn vektorok esetén jelölje Sx,z a {λ ∈ R : x + λz ∈ S} halmazt, és
definiáljuk hasonlóan a Cx,z intervallumot. Jelölje továbbá gx,z azt az Sx,z

halmazon értelmezett függvényt, amely λ ∈ Sx,z esetén f(x + λz) értéket
vesz fel. A defińıciókból könnyen belátható, hogy gx,z a Cx,z intervallumon
kétszer differenciálható függvény lesz, amelynek gradiense és Hesse-mátrixa
az alábbi módon számolható egy λ ∈ Cx,z pontban:

∇gx,z(λ) = (∇f(x+ λz))T z, és ∇2gx,z(λ) = zT∇2f(x+ λz)z.

10.24. Tétel: Legyen S ⊆ Rn nýılt halmaz, f : S → R a C ⊆ S konvex
halmazon kétszer differenciálható, konvex függvény. Tegyük fel még, hogy a
∇2f(.) : C → Rn2

leképezés folytonos a C halmazon (erre a feltételre nincs
szükség, ha a C halmaz relat́ıv nýılt). Ekkor az f függvény pontosan akkor
konvex a C halmazon, ha teljesül, hogy

zT∇2f(x)z ≥ 0 (x ∈ C, z ∈ parC)

Speciálisan ha intC 6= ∅, akkor a feltétel a ∇2f(x) (x ∈ C) Hesse–mátrixok
pozit́ıv szemidefinitását követeli.

Bizonýıtás: A fenti jelölésekkel, 8.14 szerint f pontosan akkor konvex a
C halmazon, ha a gx,z függvények konvexek a Cx,z intervallumon, vagyis
g′x,z monoton növekedő a Cx,z intervallumon, vagyis g′′x,z nemnegat́ıv a Cx,z

intervallum belső pontjaiban. A folytonossági feltétel miatt itt a “belső”
szó el is hagyható. Összefoglalva az f függvény pontosan akkor konvex a
C halmazon, ha

zT∇2f(x+ λz)z ≥ 0 (λ ∈ Cx,z)

valahányszor Cx,z ⊆ R belseje nemüres. Az utóbbi feltétel pedig könnyen
láthatóan éppen a tételbelivel ekvivalens. 2

Legyen S ⊆ Rn, továbbá C ⊆ S konvex halmaz. Azt mondjuk, hogy
egy f : S → R függvény szigorúan konvex a C halmazon, ha

f(λx+ (1 − λ)y) < λf(x) + (1 − λ)f(y)

valahányszor x, y ∈ C, x 6= y és 0 < λ < 1.
10.22, 10.23 és 10.24 bizonýıtása megfelelő változtatásokkal elmondható

konvex helyett szigorúan konvex függvényekre is. Így jutunk az alábbi
tételekhez:
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10.25. Tétel: Legyen S ⊆ Rn, f : S → R, C ⊆ Rn nemüres, konvex
halmaz, és tegyük fel, hogy f differenciálható a C halmazon (speciálisan
C ⊆ intS). Ekkor az f függvény pontosan akkor szigorúan konvex a C
halmazon, ha teljesül, hogy

f(z) − f(x) > (∇f(x))T (z − x) (x, z ∈ C, x 6= z).

2

10.26. Tétel: Legyen S ⊆ Rn, f : S → R, C ⊆ Rn nemüres, konvex
halmaz, és tegyük fel, hogy f differenciálható a C halmazon (speciálisan
C ⊆ intS). Ekkor az f függvény pontosan akkor szigorúan konvex a C
halmazon, ha teljesül, hogy

(∇f(z) −∇f(x))T (z − x) > 0 (x, z ∈ C, x 6= z).

2

10.27. Tétel: Legyen S ⊆ Rn nýılt halmaz, f : S → R a C ⊆ S konvex
halmazon kétszer differenciálható, konvex függvény. Tegyük fel még, hogy a
∇2f(.) : C → Rn2

leképezés folytonos a C halmazon (erre a feltételre nincs
szükség, ha a C halmaz relat́ıv nýılt). Ha teljesül, hogy

zT∇2f(x)z > 0 (x ∈ C, 0 6= z ∈ parC)

(speciálisan ha a ∇2f(x) (x ∈ C) Hesse–mátrixok pozit́ıv definitek, vagyis
a fenti egyenlőtlenség minden z 6= 0 esetén teljesül), akkor az f függvény
szigorúan konvex a C halmazon. 2

Az erősen konvex függvény defińıciója és a 10.22, 10.23 és 10.24 téte-
leknek megfelelő jellemzései megtalálhatók [13]-ban.

10.24 [10.27] és a következő észrevétel seǵıtségével (amelyet a benne
szereplő monotonitási feltétel miatt tárgyalunk a differenciálhatósági té-
makörben) már számos alapvető példa adható [szigorúan] konvex függvé-
nyekre. (Az egyik legegyszerűbb ezek közül az f := .TN. [szigorúan] konvex
kvadratikus függvény, ahol N pozit́ıv szemidefinit [pozit́ıv definit] mátrix.)

10.28. Álĺıtás: Legyen C ⊆ Rn konvex halmaz, és f : C → R a C
halmazon konvex függvény, amelynek értékkészlete egy S ⊆ R intervallum
része. Ha g : S → R az S intervallumon monoton növő, konvex függvény,
akkor g ◦ f konvex függvény a C halmazon. 2
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A fejezet végén differenciálható, konvex függvények lokális optimumait
jellemezzük.

Tekintsük az
inf f(x), x ∈ C

problémát, ahol C ⊆ Rn konvex halmaz, f : C → R a C halmazon konvex
függvény. Azt mondjuk, hogy az x0 ∈ C pont a fenti program lokális
optimuma, ha létezik ε > 0 szám úgy, hogy

f(x) ≥ f(x0) (x ∈ C ∩O(x0, ε))

teljesül. A fenti probléma lokális optimumai globális optimumok is (vagyis
optimális megoldások). Ha ugyanis x0 ∈ C lokális optimum (a fenti egyen-
lőtlenségek fennállnak), akkor tetszőleges x ∈ C esetén létezik elég kis λ > 0
szám úgy, hogy

y := x0 + λ(x− x0) ∈ C ∩O(x0, ε),

és akkor f(x) < f(x0) esetén az

f(x0) ≤ f(y) ≤ λf(x) + (1 − λ)f(x0) < f(x0)

ellentmondáshoz jutnánk. Megjegyezzük még, hogy az optimális megoldá-
sok halmaza ńıvóhalmaz, ı́gy konvex, továbbá (nyilvánvalóan) legfeljebb
egy eleme lehet, ha f szigorúan konvex függvény.

Láttuk, hogy ha f : Rn → R valódi konvex függvény, akkor x0 ∈ Rn

pontosan akkor optimális megoldása az inf f(x), x ∈ Rn programnak, ha
0 ∈ ∂f(x0). (Ezért ha f még zárt is, akkor az optimális megoldások halmaza
∂f c(0), vö. 10.12.) Vizsgáljuk most az

inf f(x), x ∈ C

programot, ahol C ⊆ Rn nemüres, konvex halmaz, amelynek relat́ıv belseje
belemetsz f effekt́ıv tartományának relat́ıv belsejébe. A fentiek szerint x0

ennek pontosan akkor optimális megoldása, ha 0 ∈ ∂(f + indC)(x0), vagyis
(vö. 10.16)

0 ∈ ∂f(x0) + ∂indC(x0),

azaz x0 ∈ C, és yT (x − x0) ≥ 0 (x ∈ C) valamely y ∈ ∂f(x0) esetén.
Mindez, együtt 10.20-szal sejteti (x0 ∈ intC esetén bizonýıtja) a következő
igen hasznos eredményt:
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10.29. Tétel: Legyen S ⊆ Rn, C ⊆ S konvex halmaz, f : S → R a
C halmazon konvex függvény, továbbá x0 ∈ C. Tegyük fel még, hogy az f
függvény differenciálható az x0 pontban. Ekkor x0 pontosan akkor optimális
megoldása az inf f(x), x ∈ C programnak, ha teljesül, hogy

(∇f(x0))
T (x− x0) ≥ 0 (x ∈ C).

Speciálisan x0 ∈ intC esetén a fenti feltétel ∇f(x0) eltűnését követeli meg.

Bizonýıtás: Először is, ha x0 ∈ C optimális megoldás, akkor tetszőleges
x ∈ C esetén

0 ≤ f(x0 + λ(x− x0)) − f(x0)

λ
(0 < λ < 1),

ahonnan (tartsunk λ-val 0-hoz, jobbról!) az f függvény x0 pontbeli diffe-
renciálhatósága miatt

0 ≤ f ′(x0;x− x0) = (∇f(x0))
T (x− x0)

adódik. (Eddig még a függvény konvexitását sem használtuk.)
A megford́ıtáshoz tegyük fel, hogy fennáll a tételbeli egyenlőtlenség

tetszőleges x ∈ C esetén. Ekkor az f függvény konvexitásából adódóan
(vö. 10.4)

0 ≤ (∇f(x0))
T (x− x0) ≤ f(x0+λ(x−x0))−f(x0)

λ ≤
≤ f(x) − f(x0) (0 < λ < 1, x ∈ C),

tehát x0 optimális megoldás. 2
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Dualitási és optimalitási
tételek

11. Rockafellar dualitási tétele

A Rockafellar primál-duál programpárra vonatkozó dualitáselmélet a
kúplineáris dualitáselmélet jelentős általánośıtása, lényegében konvex kúp-
indikátorfüggvényekről tetszőleges konvex függvényekre. A fejezet végén
két példát emĺıtünk, és a következő fejezetbeli Lagrange-programpár is egy
speciális eset.

Legyen A ∈ Rm×n, b ∈ Rm, c ∈ Rn, továbbá f : Rn → R valódi konvex
függvény, g : Rm → R valódi konkáv függvény. (A szimmetria kedvéért két
konvex függvény helyett egy konvex és egy konkáv függvénnyel dolgozunk.
Emiatt a szokásosnál jobban kell ügyelni a defińıciókra. Emlékeztetünk
arra, hogy egy konkáv függvény zártsága felülről zártságát jelenti, effekt́ıv
tartománya pedig a (−1)-szeresének effekt́ıv tartománya.) Tekintsük a

(P ) : inf f(x) − g(Ax − b) + cTx, x ∈ Rn,
(D) : sup gc(y) − f c(AT y − c) + bT y, y ∈ Rm

Rockafellar primál-duál programpárt. Szokásos módon (P ) (véges
célfüggvényértékű) megengedett megoldásait jelölje P, vagyis

P := {x ∈ Rn : Ax− b ∈ dom g, x ∈ dom f} ;

szigorúan megengedett megoldásainak halmazát jelölje Ps, vagyis

Ps := {x ∈ Rn : Ax− b ∈ ri dom g, x ∈ ri dom f} ;

optimumértékét jelölje vP , optimális megoldásainak halmazát pedig Po.
Hasonlóan definiálható D, Ds, vD és Do is a duál program esetében.
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Vegyük észre, hogy a (P ) és a (D) program valóban primál-duál prog-
rampárt alkot abban az értelemben, hogy f, g zártsága esetén a −(D) prog-
ram duálja a −(P ) program (vö. 9.28). Ha f a K2 kúp indikátorfüggvénye,
−g pedig a K1 kúpé (amikor is f c = ind−K∗

2
, és gc = −indK∗

1
), akkor a (P ),

(D) programpár éppen a hatodik fejezetben tárgyalt kúplineáris program-
pár.

11.1. Tétel: (gyenge dualitás) A (P ) program optimumértéke legalább
akkora, mint a (D) program optimumértéke.

Bizonýıtás: A vP ≥ vD egyenlőtlenség triviálisan teljesül, ha (P ) vagy (D)
nem megoldható. Legyen most x a (P ) program megengedett megoldása,
y pedig a (D) programé. Ekkor f c és gc defińıciójából adódik, hogy

f c(AT y − c) ≥ yTAx− f(x) − cTx,
gc(y) ≤ yTAx− g(Ax − b) − yT b,

amiből már következik, hogy az x primál megengedett megoldáshoz tar-
tozó primál célfüggvényérték legalább akkora, mint az y duál megengedett
megoldáshoz tartozó duál célfüggvényérték. 2

Az is látszik, hogy ha x primál, y pedig duál megengedett megoldás,
akkor a hozzájuk tartozó célfüggvényértékek pontosan akkor egyeznek meg,
ha a fenti bizonýıtásbeli egyenlőtlenségek egyenlőséggel teljesülnek (amikor
is x és y a megfelelő programok optimális megoldásai).

Az erős dualitási tételt most is egy megfelelően általános Farkas-tételből
vezetjük le. Megvizsgálva a már elintézett speciális esetre vonatkozó 3.33
zártsági feltételét, természetesen adódik az alábbi

Primál zártsági feltétel: Tegyük fel, hogy az

(

A 0
cT 1

)

epi f − hipo g

halmaz zárt.

Megjegyezzük (ez könnyen bizonýıtható), hogy a (b, δ) vektor pontosan
akkor eleme a primál zártsági feltételben szereplő különbséghalmaznak, ha
létezik olyan x ∈ P vektor, amelyhez tartozó primál célfüggvényérték legfel-
jebb δ (vö. a 3.33 utáni megjegyzéssel). A 3.33 utáni megjegyzés analogonja
itt is érvényes, mint az a következő bizonýıtásból kiolvasható.
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11.2. Tétel: (Rockafellar-féle Farkas-tétel) Tegyük fel, hogy a primál
zártsági feltétel teljesül, továbbá P ∪ D 6= ∅. Ekkor tetszőleges δ ∈ R szám
esetén az alábbi álĺıtások ekvivalensek:
a) létezik x ∈ Rn vektor, amelyre f(x) − g(Ax− b) + cTx ≤ δ;
b) minden y ∈ Rm vektor esetén gc(y) − f c(AT y − c) + bT y ≤ δ.

Bizonýıtás: A tétel “a)⇒b)” iránya a gyenge dualitási tételhez hasonlóan
igazolható.

A ford́ıtott irányhoz tegyük fel indirekt, hogy b) teljesül, de a) nem.
Ellentmondáshoz kell jutnunk.

A tétel előtti megjegyzés szerint, mivel a) nem teljesül, azért a (b, δ) vek-
tor nem eleme a primál zártsági feltételben szereplő különbséghalmaznak.

Az első Hahn–Banach-tétel szerint létezik a ∈ Rn vektor és α ∈ R szám
úgy, hogy az â := (aT , α)T jelöléssel

âT

(

b
δ

)

< inf âT

((

A 0
cT 1

)

epi f − hipo g

)

,

vagyis

aT b+ αδ < inf((aTA+ αcT , α)epi f)− sup((aT , α)hipo g).

Könnyen belátható (mivel (0, 1) ∈ rec epi f), hogy itt α ≥ 0.
Ha α = 0, akkor az

aT b < inf(aTAdom f)− sup(aT dom g)

egyenlőtlenséghez jutunk. Vizsgáljuk először azt az esetet, mikor P 6= ∅,
legyen x0 ∈ P. Ekkor x0 ∈ dom f , és Ax0 − b ∈ dom g miatt az aT b <
aTAx0 − aT (Ax0 − b) ellentmondáshoz jutunk.

Tegyük fel most, hogy D 6= ∅, legyen y0 ∈ D. Jelölje ε a fenti kiemelt
egyenlőtlenségben szereplő két szám pozit́ıv különbségét. Legyen λ ≥ 0
olyan nagy szám, hogy δ < gc(y0) − f c(AT y0 − c) + bT y0 + λε teljesül.
Az utóbbi (δ-nál nagyobb) érték felülről becsülhető az y0 − λa vektorhoz
tartozó duál célfüggvényértékkel, ami ellentmond b)-nek.

Ha α > 0, akkor feltehető, hogy α = 1. Ekkor a

δ < gc(−a) − f c(AT (−a) − c) + bT (−a)

egyenlőtlenséghez jutunk, ami ismét ellentmond b)-nek. 2
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Most a primál zártsági feltételhez keresünk elégséges feltételeket. Az
erről szóló álĺıtás bizonýıtása előtt kimondunk egy egyszerűen igazolható
lemmát:

11.3. Lemma: Legyen f : Rn → R valódi konvex függvény. Ekkor

bar (epi f) =

(

bar (dom f)
0

)

∪ cone

(

−dom f c

1

)

.

Továbbá

ri bar (epi f) = {λ(a, 1) : a ∈ −ri (dom f c), λ > 0} .

Bizonýıtás: Az első egyenlőség egyszerű számolással igazolható. A második
egyenlőséghez vegyük észre, hogy a bar (dom f) × {0} kúp a bar (epi f)
halmaz valódi exponált részhalmaza, ı́gy része az utóbbi halmaz relat́ıv
határának, elhagyva belőle, a maradék konvex halmaznak ugyanaz a relat́ıv
belseje, mint a bar (epi f) halmaznak. A második egyenlőség ezek után 4.20
következménye. 2

11.4. Álĺıtás: A primál zártsági feltétel teljesül, ha az alábbi álĺıtások
legalább egyike igaz
a) f, g zárt függvények, és Ds 6= ∅;
b) f zárt, g poliédrikus függvény, továbbá létezik y0 ∈ Rm vektor, amelyre
y0 ∈ dom gc, A

T y0 − c ∈ ri dom f c;
c) f poliédrikus, g zárt függvény, továbbá létezik y0 ∈ Rm vektor, amelyre
y0 ∈ ri dom gc, A

T y0 − c ∈ dom f c;
d) f, g poliédrikus függvények, továbbá D 6= ∅.

Bizonýıtás: Az a) álĺıtáshoz legyen

C1 := epi f, C2 := hipo g, továbbá Â :=

(

A 0
cT 1

)

.

Ekkor a zártsági feltételek miatt C1, C2 zárt, konvex halmazok, és ÂC1−C2

a primál zártsági feltételben szereplő különbséghalmaz. Az ÂC1 −C2 kon-
vex halmaz 6.26 szerint zárt lesz, ha teljesül, hogy

(−ÂT ri barC2) ∩ (ri barC1) 6= ∅.
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A lemma seǵıtségével könnyen belátható, hogy

ri bar epi f = ri cone

(

−dom f c

1

)

,

ri bar hipo g = ri cone

(

dom gc

−1

)

.

Legyen y0 ∈ Ds, ŷ0 := (yT
0 ,−1)T . Könnyen ellenőrizhető, hogy e jelölések-

kel
−ÂT ŷ0 ∈ ri bar epi f , és ŷ0 ∈ ri bar hipo g.

Ekkor tehát a fentiek szerint teljesül a primál zártsági feltétel.
b), c) az a)-hoz hasonlóan intézhető el (csak most 6.27-et használva),

d) nyilvánvaló abból, hogy poliéderek lineáris képe, összege is poliéder, és
ı́gy zárt. 2

Mivel a −(D) program duálja a −(P ) program, azért 11.2 és 11.4 du-
alizálhatók.

Duál zártsági feltétel: Tegyük fel, hogy az

(

AT 0
bT 1

)

hipo gc − epi f c

halmaz zárt.

11.5. Tétel: Tegyük fel, hogy az f , g függvények zártak, teljesül a duál
zártsági feltétel, továbbá P ∪ D 6= ∅. Ekkor tetszőleges δ ∈ R szám esetén
az alábbi álĺıtások ekvivalensek:
a) létezik y ∈ Rm vektor, amelyre gc(y) − f c(AT y − c) + bT y ≥ δ;
b) minden x ∈ Rn vektor esetén f(x) − g(Ax− b) + cTx ≥ δ. 2

11.6. Álĺıtás: A duál zártsági feltétel teljesül, ha az alábbi álĺıtások
legalább egyike igaz
a) f, g zárt függvények, és Ps 6= ∅;
b) f zárt, g poliédrikus függvény, továbbá létezik x0 ∈ Rn vektor, amelyre
x0 ∈ ri dom f , Ax0 − b ∈ dom g;
c) f poliédrikus, g zárt függvény, továbbá létezik x0 ∈ Rn vektor, amelyre
x0 ∈ dom f , Ax0 − b ∈ ri dom g;
d) f, g poliédrikus függvények, továbbá P 6= ∅. 2
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Most már kúplineáris speciális esetéhez (6.34) hasonlóan bizonýıtható
az alábbi

11.7. Tétel: (Rockafellar erős dualitási tétele)
a) Tegyük fel, hogy teljesül a primál zártsági feltétel. Ekkor P ∪ D 6= ∅
esetén vP = vD, és a primál optimumérték felvétetik, ha véges.
b) Tegyük fel, hogy f, g zártak, továbbá teljesül a duál zártsági feltétel. Ekkor
P ∪D 6= ∅ esetén vP = vD, és a duál optimumérték felvétetik, ha véges.
c) Ha a 11.4-beli a), b), c), d) feltételek legalább egyike fennáll, akkor vP =
vD, és a primál optimumérték felvétetik, ha véges.
d) Ha a 11.6-beli a), b), c), d) feltételek legalább egyike fennáll, akkor vP =
vD, és a duál optimumérték felvétetik, ha véges. 2

11.8. Tétel: (kiegésźıtő eltérések tétele) Tegyük fel, hogy 11.7 a), b), c)
vagy d) pontjának feltétele teljesül. Ekkor x ∈ P, y ∈ D esetén az alábbi
álĺıtások ekvivalensek
a) az x és y vektorok a megfelelő programok optimális megoldásai;
b) az x és y vektorokhoz tartozó primál, illetve duál célfüggvényértékek meg-
egyeznek;
c) teljesül, hogy

f c(AT y − c) = yTAx− f(x) − cTx,
gc(y) = yTAx− g(Ax − b) − yT b.

Bizonýıtás: Az erős dualitási tétel szerint a primál és duál optimumértékek
megegyeznek. Az x, y megengedett megoldások ezért pontosan akkor op-
timálisak, ha a hozzájuk tartozó célfüggvényértékek megegyeznek. Ez mu-
tatja a) és b) ekvivalenciáját, b) és c) ekvivalenciája a gyenge dualitási tétel
utáni megjegyzésből adódik. 2

A következő két tétel 6.29 és 6.31 általánośıtása. Bizonýıtásukhoz
szükségünk lesz az alábbi lemmára:

11.9. Lemma: Legyen f az Rn téren értelmezett, valódi konvex függvény.
Ekkor

bar dom f = −dom rec f c.
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Bizonýıtás: 9.12 nyilvánvaló következménye, hogy

bar dom f = −domsuppdom f = −dom rec f c.

2

11.10. Tétel: Tegyük fel, hogy f,−g zárt, valódi konvex függvények, (P )
megoldható, továbbá az

AT dom gc − dom f c

konvex halmaz zárt. Ekkor az alábbi álĺıtások ekvivalensek:
a) a (P ) program korlátos, vagyis vP > −∞;
b) nem létezik z ∈ Rn vektor, amelyre (rec f)(z)+(rec (−g))(Az)+cT z < 0;
c) a duál program megoldható.

Speciálisan ha a dom f c, dom gc konvex halmazok zártak, továbbá

(Ari dom rec f) ∩ ri dom rec (−g) 6= ∅,

akkor a fenti a), b) és c) álĺıtások ekvivalensek.

Bizonýıtás: Az álĺıtás “c)⇒a)” része a gyenge dualitási tétel következménye.
Az “a)⇒b)” irány szokásos módon indirekt igazolható. Ha létezne b)-

ben léırt tulajdonságú z vektor, akkor egy tetszőleges primál megengedett
megoldásból induló, z irányú félegyenes mentén −∞-hez tartana a primál
célfüggvény.

Most megmutatjuk, hogy a tétel zártsági feltétele mellett b)⇒c). Te-
gyük fel indirekt, hogy bár b) fennáll, mégsincs megengedett megoldása a
(D) programnak, vagyis

(AT dom (gc) − c) ∩ dom(f c) = ∅.

5.10 szerint ekkor létezik a ∈ Rn vektor úgy, hogy

inf aT (AT dom (gc) − c) > sup aT dom (f c).

9.12 és 9.27 seǵıtségével könnyen belátható, hogy erre az a vektorra

−(rec (−g))(Aa) − cTa > (rec f)(a),

ami ellentmond b)-nek.
A tétel utolsó álĺıtása 11.4 mintájára igazolható, 11.9 seǵıtségével. 2
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11.10 duális változata, 6.31 megfelelője az alábbi

11.11. Tétel: Tegyük fel, hogy f,−g zárt, valódi konvex függvények, (D)
megoldható, továbbá az

Adom f − dom g

konvex halmaz zárt. Ekkor az alábbi álĺıtások ekvivalensek:
a) a (D) program korlátos, vagyis vD <∞;
b) nem létezik w ∈ Rm vektor, amelyre (rec (−gc))(w) + (rec (f c))(ATw) +
bTw > 0;
c) a primál program megoldható.

Speciálisan ha a dom f , dom g konvex halmazok zártak, továbbá

(AT ri dom rec (−gc)) ∩ ri dom rec (f c) 6= ∅,

akkor a fenti a), b) és c) álĺıtások ekvivalensek. 2

6.33 általánośıtásához a fenti két tételen ḱıvül szükségünk lesz még az
alábbi lemmára is:

11.12. Lemma: Legyen f az Rn téren értelmezett, zárt, valódi konvex
függvény. Tegyük fel, hogy a dom f c konvex halmaz zárt és egyenesmentes
(vagyis linealitástere a triviális {0} altér). Ekkor

x ∈ dom f, z ∈ ri domrec f esetén x+ z ∈ ri dom f.

Bizonýıtás: Először is 11.9, 4.7 és 4.11 szerint

z ∈ ri dom rec f = −ri bar dom f c =
= −ri cl bar dom f c =
= −ri (rec dom f c)∗,

ı́gy Carver tétele szerint

{

y ∈ rec dom f c : zT y ≥ 0
}

⊆
{

y ∈ −rec dom f c : zT y ≤ 0
}

.

Most tegyük fel indirekt, hogy x+z 6∈ ri dom f , ekkor a második Hahn–
Banach-tétel szerint létezik a ∈ Rn nemnulla vektor úgy, hogy

aT z + aTx ≤ inf aT dom f.
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Erre az a vektorra nyilván teljesül, hogy aT z ≤ 0 (hiszen x ∈ dom f),
továbbá

a ∈ bar dom f = −domrec f c ⊆ −rec dom f c

(itt újra 11.9-et használtuk, és azt a tényt, hogy az effekt́ıv tartomány az
epigráf lineáris képe). A fentiek szerint ±a ∈ rec dom f c, ami ellentmond a
dom f c halmaz egyenesmentességének. (A bizonýıtásból az is látszik, hogy
még az egyenesmentességi feltételt elhagyva is igaz lesz a gyengébb

ri dom rec f ⊆ rec ri dom f

konklúzió.) 2

11.13. Tétel: Tegyük fel, hogy az f, g függvények zártak.
a) Ha az

AT dom gc − dom f c

konvex halmaz zárt, akkor (P ) megoldhatósága és korlátossága esetén (D)
megoldható lesz.
b) Ha az

Adom f − dom g

konvex halmaz zárt, akkor (D) megoldhatósága és korlátossága esetén (P )
megoldható lesz.
c) Ha a dom f c, dom gc konvex halmazok zártak, továbbá

(Ari dom rec f) ∩ ri dom rec (−g) 6= ∅,

akkor (P ) megoldhatósága és korlátossága esetén (D) megoldható lesz. Ha
még az is teljesül, hogy a dom f c, dom gc halmazok egyenesmentesek, akkor
(P ) szigorúan megoldható.
d) Ha a dom f , dom g konvex halmazok zártak, továbbá

(AT ri dom rec (−gc)) ∩ ri dom rec (f c) 6= ∅,

akkor (D) megoldhatósága és korlátossága esetén (P ) megoldható lesz. Ha
még az is teljesül, hogy a dom f , dom g halmazok egyenesmentesek, akkor
(D) szigorúan megoldható. 2
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Megjegyezzük, hogy 11.12-ben, és ı́gy 11.13-ban is elhagyható az effekt́ıv
tartományok egyenesmentességének feltétele, ha f,−g konvex kúpfüggvé-
nyek, vagyis f = rec f és −g = rec (−g) teljesül. Általában azonban a
fenti feltétel nem hagyható el, mint azt az alábbi példa mutatja: Legyen
C ⊆ Rm kompakt, konvex halmaz, f := ind{0}, g := −indC , továbbá A, c
tetszőleges, −b ∈ C \ riC. Ekkor z = 0 mutatja, hogy 11.13 c) feltételei
teljesülnek (az egyenesmentességi feltételt leszámı́tva), a 0 vektor primál
megengedett megoldás, a duál megengedett megoldások halmaza, dom gc

nemüres, (P ) mégsem szigorúan megoldható.

A Rockafellar-féle erős dualitási tétel két további következményét em-
ĺıtjük a fejezet végén. Az első Eisenberg dualitási tétele pozit́ıv homogén
függvények esetén, a második Dennis dualitási tétele zárt, konvex függvény
optimalizálásáról poliéderen.

Legyen először h az Rn téren értelmezett, zárt, valódi konvex kúpfügg-
vény, k az Rm téren értelmezett zárt, valódi konkáv kúpfüggvény. Legyen
továbbá A ∈ Rm×n, és f := h, g := kc. Ekkor −g a dom (kc) halmaz
indikátorfüggvénye, f c pedig a dom (hc) halmazé (vö. 9.5 bizonýıtásával).
A k függvény zártsága miatt gc = k. Ezért a Rockafellar-féle (P ) és (D)
program ekkor b = 0 és c = 0 esetén a következő alakot ölti:

(EP )

{

inf h(x),
Ax ∈ dom g = dom kc,

azaz

{

inf h(x),
yTAx ≥ k(y) (y ∈ dom k)

(ED)

{

sup k(y),
AT y ∈ dom f c = domhc,

azaz

{

sup k(y),
yTAx ≤ h(x) (x ∈ domh).

11.14. Tétel: (Eisenberg dualitási tétele) Tegyük fel, hogy h az Rn téren
értelmezett, zárt, pozit́ıv homogén, valódi konvex függvény, k az Rm téren
értelmezett, zárt, pozit́ıv homogén, valódi konkáv függvény, és A ∈ Rm×n.
Ekkor a következő álĺıtások teljesülnek:
a) h(x) ≥ k(y), ha x és y az (EP ), illetve (ED) programok megengedett
megoldásai;
b) ha létezik x ∈ ri domh vektor, amelyre Ax ∈ ri dom kc, akkor az (EP )
és (ED) programok optimumértékei megegyeznek, és az (ED) program op-
timumértéke felvétetik, ha véges;
c) ha létezik y ∈ ri domk vektor, amelyre AT y ∈ ri domhc, akkor az (EP )
és (ED) programok optimumértékei megegyeznek, és az (EP ) program op-
timumértéke felvétetik, ha véges. 2
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Most Dennis eredményét vezetjük le a Rockafellar-féle erős dualitási
tételből.

Legyen f : Rn → R zárt, valódi konvex függvény, A ∈ Rm×n, b ∈ Rm,
c = 0, továbbá −g az Rm

+ halmaz indikátorfüggvénye. Ekkor gc = g, és a
Rockafellar-féle (P ) és (D) programok az alábbi alakot öltik:

(DP ) inf f(x), Ax ≥ b, x ∈ dom f,
(DD) sup bT y − f c(AT y), y ≥ 0, AT y ∈ dom (f c).

Az utóbbi program ekivalens módon még úgy is feĺırható, mint

(DD) sup bT y − f c(z), z = AT y, y ≥ 0, z ∈ dom(f c).

11.15. Tétel: (Dennis dualitási tétele) Legyen f : Rn → R zárt, valódi
konvex függvény, A ∈ Rm×n, b ∈ Rm. Vezessük be a P := {x : Ax ≥ b} és
R := Im+A

T jelöléseket. Ekkor
a) A (DP ) program optimumértéke legalább akkora, mint a (DD) program
optimumértéke.
b) Ha P ∩ ri dom f 6= ∅, akkor a (DP ) és (DD) programok optimumértéke
megegyezik, és a (DD) program optimumértéke felvétetik, ha véges.
c) Ha R∩ri dom (f c) 6= ∅, akkor a (DP ) és (DD) programok optimumértéke
megegyezik, és a (DP ) program optimumértéke felvétetik, ha véges.
d) A b) és c) esetben is (általában ha az optimumértékek megegyeznek) az x
primál megengedett és (y, z) duál megengedett megoldások pontosan akkor
optimálisak, ha teljeśıtik az alábbi egyenlőségeket

yTAx = bT y = zTx és f c(z) = zTx− f(x).

2

12. Lagrange-, Wolfe-duál

Tekintsük most az

(LP ) : inf f(x), gi(x) ≤ 0 (i = 1, . . . ,m), x ∈ C,
(LD) : sup inf{f(x) +

∑m
i=1 yigi(x) : x ∈ C}, y ∈ Rm

+

Lagrange primál-duál programpárt, ahol C ⊆ Rn nemüres, konvex
halmaz, f : C → R konvex függvény, gi : C → R (i = 1, . . . ,m) kon-
vex függvények. Jelölje LP, illetve LD a primál, illetve a duál program
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megengedett megoldásainak halmazát, vagyis legyen

LP := {x ∈ C : gi(x) ≤ 0 (i = 1, . . . ,m)},
LD := {y ∈ Rm

+ : inf{f(x) +
∑m

i=1 yigi(x) : x ∈ C} > −∞}.
Jelölje vLP , illetve vLD a megfelelő programok optimumértékeit, LPo, il-
letve LDo pedig optimális megoldásaik halmazát. Jelölje továbbá g a
(g1(.), . . . , gm(.))T leképezést.

Először megmutatjuk, hogy itt a Rockafellar-féle dualitás egy speciális
esetéről van szó.

Legyen ugyanis

Ĉ1 := {(x, b) ∈ Rn ×Rm : x ∈ C, g(x) + b ≤ 0},
Ĉ2 := {(x, b) ∈ Rn ×Rm : b ≥ 0}

(Ĉ2 defińıciójában b = 0 is ı́rható), továbbá

f̂(x, b) :=

{

f(x), ha (x, b) ∈ Ĉ1,
∞ egyébként,

ĝ(x, b) :=

{

0, ha (x, b) ∈ Ĉ2,
−∞ egyébként.

Ha Â az (n+m)×(n+m)-es egységmátrix, b̂ = 0, ĉ = 0, akkor az Â, b̂, ĉ, f̂ , ĝ
inputhoz tartozó Rockafellar primál-duál programpár

(P̂ ) : inf f̂(x, b) − ĝ(x, b)

(D̂) : sup ĝc(a, y) − f̂ c(a, y).

Megmutatjuk, hogy az (LP ) és (P̂ ), illetve (LD) és (D̂) programok ekvi-
valensek. Az (x, b) vektor pontosan akkor lesz a (P̂ ) program megengedett
megoldása, ha x ∈ C, g(x)+ b ≤ 0, b ≥ 0. Ekkor az x vektor az (LP ) prog-
ram azonos célfüggvényértékű megengedett megoldása. Megford́ıtva ha az
x vektor az (LP ) program megengedett megoldása, akkor az (x, 0) vektor
a (P̂ ) program azonos célfüggvényértékű megengedett megoldása. Ezért az
(LP ) és (P̂ ) programok ekvivalensek. Az (LD) és (D̂) programok ekviva-
lenciájának bizonýıtása érdekében számoljuk ki a ĝc és f̂ c függvényeket:

f̂ c(a, y) = sup
{

aTx+ yT b− f̂(x, b) : x ∈ Rn, b ∈ Rm
}

=

= sup
{

aTx+ yT b− f(x) : x ∈ C, g(x) + b ≤ 0
}

ĝc(a, y) = inf
{

aTx+ yT b− ĝ(x, b) : x ∈ Rn, b ∈ Rm
}

=

= inf
{

aTx+ yT b : b ≥ 0
}

=

{

0, ha a = 0, y ≥ 0,
−∞ egyébként.
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Ezért

ĝc(a, y) − f̂ c(a, y) =

=

{

− sup
{

yT b− f(x) : x ∈ C, g(x) + b ≤ 0
}

, ha a = 0, y ≥ 0,

−∞ egyébként
=

=

{

inf
{

yT g(x) + f(x) : x ∈ C
}

, ha a = 0, y ≥ 0,

−∞ egyébként,

amiből az (LD) és (D̂) programok ekvivalenciája is látszik.
Most már könnyen belátható Rockafellar erős dualitási tételének seǵıt-

ségével az alábbi

12.1. Tétel: Tegyük fel, hogy az f, g1, . . . , gm : C → R konvex függvények
alulról félig folytonosak, továbbá hogy valamely λ0 ≥ 0 szám és λ̂ ∈ Rm

+

vektor esetén a λ0f + λ̂T g függvény (alsó) ńıvóhalmazai kompaktak. Ekkor
LP ∪ LD 6= ∅ esetén vLP = vLD, és az (LP ) program optimumértéke
felvétetik, ha véges.

Bizonýıtás: Elég azt megmutatnunk, hogy a (P̂ ), (D̂) programokra teljesül
a primál zártsági feltétel. Kiszámolva az epi f̂ − hipo ĝ halmazt láthatjuk,
hogy ez a halmaz pontosan akkor zárt, ha az

S :=

{(

g(x)
f(x)

)

: x ∈ C

}

+ Rm+1
+

halmaz zárt.
Megmutatjuk, hogy az S halmaz zárt. Legyen xk (k = 1, 2, . . .) C-beli

elemek egy sorozata, yk ∈ Rm
+ nemnegat́ıv vektorok, ρk ≥ 0 nemnegat́ıv

számok (k = 1, 2, . . .), és tegyük fel, hogy

g(xk) + yk → b (k → ∞), és f(xk) + ρk → γ (k → ∞).

Ekkor természetesen

λ0f(xk) +
m∑

i=1

λ̂igi(xk) + λ0ρk + λ̂T yk → λ0γ + λ̂T b (k → ∞),

ı́gy elég nagy k indexek esetén xk eleme a feltétel szerint kompakt

{

x ∈ C : λ0f(x) + λ̂T g(x) ≤ λ0γ + λ̂T b+ 1
}
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halmaznak. A Bolzano–Weierstrass-tétel szerint feltehető, hogy az xk soro-
zat konvergál valamely x ∈ C ponthoz. A szereplő függvények alulról félig
folytonossága miatt az

{f(xk) : k = 1, 2, . . .}, {gi(xk) : k = 1, 2, . . .} (i = 1, . . . ,m)

halmazok korlátosak (felülről persze korlátosak; ha alulról nem lenne kor-
látos az egyikük, például az első halmaz, akkor az maga után vonná, hogy
f(x) = −∞, ellentmondásban azzal, hogy x ∈ C). Feltehető tehát, hogy
a megfelelő sorozatok konvergensek, limeszüket jelölje γ − ρ, illetve bi − ŷi

(i = 1, . . . ,m). Ekkor ρk → ρ (k → ∞), és yk → ŷ (k → ∞), tehát
ρ ≥ 0, és ŷ ∈ Rm

+ . A szereplő függvények alulról félig folytonossága miatt
γ − ρ ≥ f(x), és b − ŷ ≥ g(x). Mindebből az is látszik, hogy (b, γ) ∈ S,
amit bizonýıtanunk kellett. 2

Bizonýıtás nélkül megjegyezzük: C zártsága, λ0 = 1, λ̂ > 0 esetén
létezik y > 0 vektor úgy, hogy 0 ∈ ri dom (f + yT g)c (lásd [20], 13.3.4, 8.7),
azaz a (primál zártsági feltételnél erősebb) dom ĝc ∩ ri dom f̂ c 6= ∅ feltétel
teljesül.

12.1 duális megfelelőjét direktebb módon igazoljuk (lásd még 12.18).
12.5-höz mindent elölről kezdve 11.5 megfelelőjét, a konvex Farkas-tételt
bizonýıtjuk.

Azt mondjuk, hogy az (LP ) programra teljesül az erős Slater-feltétel,
ha létezik x0 ∈ C pont, amely az (LP ) program összes feltételét szigorú
egyenlőtlenséggel teljeśıti, vagyis amelyre g(x0) < 0. Ekkor az x0 pontot
erős Slater-pontnak nevezzük. Ha x0 erős Slater-pont, akkor 8.19 szerint
feltehető, hogy x0 ∈ riC (ez mutatja azt is, hogy az erős Slater-feltétel
valóban erősebb, mint az alábbi gyenge Slater-feltétel).

Azt mondjuk, hogy az (LP ) programra teljesül a (gyenge) Slater-
feltétel, ha létezik x ∈ riC megengedett megoldása, amelyre gi(x) < 0, ha
gi nemaffin függvény; és gi(x) ≤ 0, ha gi affin függvény. Az ilyen x pontot
Slater-pontnak nevezzük.

A gi(x) ≤ 0 feltételt regulárisnak nevezzük, ha az (LP ) program-
nak létezik olyan megengedett megoldása, amely ezt a feltételt szigorúan
teljeśıti. Indexhalmazukat jelölje I(reg). A nem reguláris feltételeket szin-
guláris feltételeknek nevezzük. Indexhalmazukat jelölje I(sing). Ha tel-
jesül a Slater-feltétel, nyilván minden szinguláris feltételbeli gi függvény
affin.
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12.2. Álĺıtás: Ha teljesül a Slater-feltétel, akkor létezik olyan x Slater-
pont is, amelyre

gi(x) < 0 (i ∈ I(reg)), gi(x) = 0 (i ∈ I(sing)).

Az ilyen Slater-pontot ideális Slater-pontnak nevezzük.

Bizonýıtás: Minden i ∈ I(reg) esetén válasszunk xi ∈ LP pontot, amelyre
gi(xi) < 0. Ezeknek a pontoknak és egy Slater-pontnak a pozit́ıv, konvex
kombinációja megfelel. 2

12.3. Tétel: (konvex Farkas-tétel) Tegyük fel, hogy az (LP ) programra
teljesül a Slater-feltétel. Az

f(x) < 0,
gi(x) ≤ 0 (i = 1, . . . ,m),
x ∈ C

rendszernek pontosan akkor nincs megoldása, ha létezik nemnegat́ıv y =
(y1, . . . , ym)T vektor úgy, hogy

f(x) +
m∑

i=1

yigi(x) ≥ 0 (x ∈ C).

Utóbbi esetben a szinguláris feltételekhez tartozó yi (i ∈ I(sing)) szorzókról
az is feltehető, hogy pozit́ıvak.

Bizonýıtás: Nyilvánvaló, hogy a két rendszernek nem lehet egyszerre meg-
oldása, ez a regularitási feltétel nélkül is fennáll. Megmutatjuk, hogy ha az
első rendszernek nincs megoldása, akkor a másodiknak van.

Tekintsük az

S := ∪x∈C

{

b ∈ Rm+1

∣
∣
∣
∣
∣

f(x) < b0, gi(x) ≤ bi (i ∈ I(reg)),
gi(x) = bi (i ∈ I(sing))

}

halmazt. Ez nyilván az

{(

x
b

)

∈
(

C
Rm+1

) ∣
∣
∣
∣
∣

f(x) − b0 < 0, gi(x) − bi ≤ 0 (i ∈ I(reg)),
gi(x) − bi = 0 (i ∈ I(sing))

}

8.13 szerint konvex halmaz vetülete, ı́gy konvex (a Slater-feltétel miatt a
szinguláris feltételekben szereplő függvények affinok!), és az első rendszer
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megoldhatatlansága miatt nem tartalmazza az origót. A második Hahn–
Banach-tétel szerint létezik y = (y0, y1, . . . , ym) vektor úgy, hogy

m∑

i=0

yibi ≥ 0 (b ∈ S),

és valamely b ∈ S esetén (valójában valamennyi b ∈ riS esetén)

m∑

i=0

yibi > 0.

A bizonýıtás hátralévő része négy részre osztható.

1. Először megmutatjuk, hogy y0 ≥ 0, és yi ≥ 0 (i ∈ I(reg)). Vegyünk
egy tetszőleges b elemet S-ből. Ekkor b(λ) := (b0 + λ, b1, . . . , bm) is S-beli
minden λ ≥ 0 esetén. Ha y0 < 0 lenne, yT b(λ) ≥ 0 nem teljesülne elég nagy
λ esetén. Hasonlóan bizonýıtható, hogy yi ≥ 0 (i ∈ I(reg)).

2. Másodszor megmutatjuk, hogy

y0f(x) +
m∑

i=1

yigi(x) ≥ 0 (x ∈ C).

Ez abból az észrevételből következik, hogy minden x ∈ C, λ > 0 esetén
(f(x) + λ, g1(x), . . . , gm(x)) ∈ S, és ı́gy

y0(f(x) + λ) +
m∑

i=1

yigi(x) ≥ 0 (x ∈ C).

Tartsunk λ-val nullához.

3. Harmadszor megmutatjuk, hogy y0 > 0. Indirekt bizonýıtunk. Már
tudjuk, hogy y0 ≥ 0. Tegyük fel, hogy y0 = 0. Legyen x∗ ideális Slater-
pont. A bizonýıtás második részéből adódik, hogy

∑

i∈I(reg) yigi(x
∗) ≥ 0.

Másfelől (lásd az első részt) yi ≥ 0, gi(x
∗) < 0 (i ∈ I(reg)), ı́gy yi = 0

(i ∈ I(reg)). Az b ponthoz létezik x ∈ C úgy, hogy bi = gi(x) (i ∈ I(sing)).
A
∑

i∈I(sing) yigi(x) összeg az x változó affin függvénye, a C-beli x-ban
pozit́ıv, a riC-beli x∗-ban nulla, ı́gy az x ∈ C pontot az x∗ ∈ riC ponton
túlhúzva a C halmazban, olyan x′ ∈ C ponthoz jutunk, amelyben az összeg
negat́ıv, ami ellentmond a bizonýıtás második részének.

Ezzel beláttuk, hogy y0 > 0. Feltehető, hogy y0 = 1. (Ha nem ı́gy
lenne, leoszthatjuk vele az y vektort.)
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4. Végül I(sing) elemszáma szerinti teljes indukcióval megmutatjuk, hogy
az yi (i ∈ I(sing)) szorzók pozit́ıvvá tehetők. Ha I(sing) = ∅, akkor készen
vagyunk. Az általános lépéshez tegyük fel, hogy |I(sing)| = k + 1 ≥ 1, és
|I(sing)| ≤ k esetén már bizonýıtottuk a 4.-beli álĺıtást. Tekintsük minden
ys ≤ 0, s ∈ I(sing) esetén az alábbi rendszert:

gs(x) < 0,
gi(x) ≤ 0 (i 6= s),
x ∈ C.

Az s-edik feltétel szingularitása miatt ennek a rendszernek nincs megoldása,
szinguláris feltételeinek száma legfeljebb k, továbbá teljesül rá a Slater-

feltétel, ı́gy az indukciófeltétel szerint léteznek ŷ
(s)
i ≥ 0 (i 6= s) szorzók úgy,

hogy

gs(x) +
∑

i6=s

ŷ
(s)
i gi(x) ≥ 0 (x ∈ C).

Legyen ŷ
(s)
s := 1, ekkor az ŷ(s) vektorok alkalmas pozit́ıv számú több-

szörösét (például (1 − ys)-szeresét) hozzáadva az y vektorhoz, megfelelő
szorzókhoz jutunk. 2

12.4. Megjegyzés: Az az eset, mikor egyetlen f(x) < 0 feltétel helyett
több fj(x) < 0 feltétel van a rendszerben, könnyen visszavezethető a fenti
tételre. Vizsgáljuk ugyanis a

τ < 0,
fj(x) − τ ≤ 0,
gi(x) ≤ 0,
x ∈ C, τ ∈ R

rendszert. Ez pontosan akkor megoldható, ha az

fj(x) < 0,
gi(x) ≤ 0,
x ∈ C

rendszer megoldható, és ha az utóbbi rendszerre teljesül a Slater-feltétel,
akkor az előbbire is teljesül. Ha az utóbbi rendszer nem megoldható, akkor
az előbbire alkalmazva a konvex Farkas-tételt, az fj függvények szorzóinak
összege 1 lesz.

Most már beláthatjuk 12.1 duális megfelelőjét.
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12.5. Tétel: Tegyük fel, hogy az (LP ) programra teljesül a Slater-feltétel.
Ekkor vLP = vLD, és a duál optimumérték felvétetik, ha véges.

Bizonýıtás: Ha vLP = −∞, akkor a gyenge dualitási tétel miatt vLD = −∞
is teljesül, tehát ekkor vLP = vLD.

Mivel a Slater-pont egyben primál megengedett megoldás is, azért már
csak azt az esetet kell megvizsgálnunk, mikor vLP ∈ R. Ekkor persze nem
létezik primál megengedett megoldás, amelyre f(x)− vLP < 0 lenne, ı́gy a
konvex Farkas-tétel szerint létezik y ∈ Rm

+ vektor, amelyre

f(x) +
m∑

i=1

yigi(x) ≥ vLP (x ∈ C).

Mivel ugyanakkor ennek az egyenlőtlenségnek a bal oldalán infimumot véve
x-ben egy legfeljebb vLD nagyságú szám áll, azért az is látszik, hogy vLP =
vLD, és y duál optimális megoldás. 2

A konvex Farkas-tétel (vagy 12.5) seǵıtségével nevezetes optimalitási
tételeket bizonýıthatunk. Az

L(x, y) := f(x) +
m∑

i=1

yigi(x) (x ∈ C, y ∈ Rm
+ )

függvényt az (LP ) feladathoz tartozó Lagrange-függvénynek nevezzük.
Azt mondjuk, hogy az (x̂, ŷ) ∈ C × Rm

+ vektorpár az L Lagrange-
függvény nyeregpontja, ha teljesül rá az alábbi nyeregpont egyenlőt-
lenség

L(x̂, y) ≤ L(x̂, ŷ) ≤ L(x, ŷ) (x ∈ C, y ∈ Rm
+ ).

Könnyen belátható, hogy a nyeregpont egyenlőtlenség ekvivalens az aláb-
bival

L(x̂, y) ≤ L(x, ŷ) (x ∈ C, y ∈ Rm
+ ).

12.6. Álĺıtás: Az (x̂, ŷ) ∈ C × Rm
+ vektorpár pontosan akkor lesz az L

Lagrange-függvény nyeregpontja, ha teljesül rá, hogy

sup
y≥0

L(x̂, y) = min
x∈C

sup
y≥0

L(x, y) = max
y≥0

inf
x∈C

L(x, y) = inf
x∈C

L(x, ŷ).

Ekkor a fenti közös érték L(x̂, ŷ).
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Bizonýıtás: Könnyen belátható, hogy az álĺıtásban szereplő egyenlőségekből
következik a nyeregpont egyenlőtlenség.

Megford́ıtva bármely (x̃, ỹ) ∈ C ×Rm
+ vektorpár esetén

inf
x∈C

L(x, ỹ) ≤ L(x̃, ỹ) ≤ sup
y≥0

L(x̃, y),

ezért a bal oldalon szuprémumot véve, a jobb oldalon pedig infimumot, oda
jutunk, hogy

sup
y≥0

inf
x∈C

L(x, y) ≤ inf
x∈C

sup
y≥0

L(x, y).

Továbbá a nyeregpont egyenlőtlenséget használva kapjuk, hogy

inf
x∈C

sup
y≥0

L(x, y) ≤ sup
y≥0

L(x̂, y) ≤ L(x̂, ŷ) ≤ inf
x∈C

L(x, ŷ) ≤ sup
y≥0

inf
x∈C

L(x, y).

A fentiekből már következik az álĺıtás még nem bizonýıtott iránya is. 2

12.7. Tétel: (Karush–Kuhn–Tucker) Tegyük fel, hogy az (LP ) programra
teljesül a Slater-feltétel. Ekkor az x̂ ∈ C vektor pontosan akkor lesz az (LP )
program optimális megoldása, ha létezik ŷ ∈ Rm

+ vektor úgy, hogy az (x̂, ŷ)
vektorpár az L Lagrange-függvény nyeregpontja.

Bizonýıtás: A tétel könnyű része annak bizonýıtása, hogy ha (x̂, ŷ) a Lag-
range-függvény nyeregpontja, akkor x̂ az (LP ) program optimális megol-
dása. A bizonýıtás ezen részéhez még a regularitási feltételre sincs szükség.
A nyeregpont egyenlőtlenségből kapjuk, hogy

f(x̂) +
∑m

i=1 yigi(x̂) ≤ f(x̂) +
∑m

i=1 ŷigi(x̂) ≤
≤ f(x) +

∑m
i=1 ŷigi(x) (x ∈ C, y ∈ Rm

+ ).

Az első egyenlőtlenségből könnyen belátható, hogy gi(x̂) ≤ 0 (i = 1, . . . ,m)
(ha valamelyik i index esetén gi(x̂) > 0 lenne, akkor yi szorzóját eléggé
megnövelve ellentmondáshoz jutnánk), tehát x̂ ∈ LP. A fenti egyenlőtlen-
séglánc két szélét tekintve y = 0 helyetteśıtéssel az

f(x̂) ≤ f(x) +
m∑

i=1

ŷigi(x) ≤ f(x) (x ∈ LP)

egyenlőtlenséghez jutunk, vagyis x̂ ∈ LPo is teljesül.
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A ford́ıtott irányhoz már szükség lesz a regularitási feltételre. Legyen
x̂ ∈ LPo, ekkor persze az

f(x) − f(x̂) < 0,
gi(x) ≤ 0 (i = 1, . . . ,m),
x ∈ C

egyenlőtlenség-rendszer nem megoldható. Ezért a konvex Farkas-tétel sze-
rint létezik ŷ ∈ Rm

+ vektor, amelyre

f(x) − f(x̂) +
m∑

i=1

ŷigi(x) ≥ 0 (x ∈ C).

Ebből az egyenlőtlenségből x = x̂ helyetteśıtéssel látható, hogy

m∑

i=1

ŷigi(x̂) = 0,

és ezután a nyeregpont egyenlőtlenség,

f(x̂) +
m∑

i=1

yigi(x̂) ≤ f(x̂) ≤ f(x) +
m∑

i=1

ŷigi(x) (x ∈ C, y ∈ Rm
+ )

is könnyen adódik. 2

A Karush–Kuhn–Tucker-tétel alábbi két egyszerű következménye elve-
zet minket a tétel leggyakrabban alkalmazott speciális esetéhez.

12.8. Következmény: A 12.7 Tétel feltételeinek fennállása esetén az
x̂ ∈ C vektor pontosan akkor lesz az (LP ) program optimális megoldása, ha
létezik ŷ ∈ Rm

+ vektor úgy, hogy

a) f(x̂) +
∑m

i=1 ŷigi(x̂) = minx∈C f(x) +
∑m

i=1 ŷigi(x), és
b)

∑m
i=1 ŷigi(x̂) = maxy≥0

∑m
i=1 yigi(x̂).

Bizonýıtás: A tétel átfogalmazása. 2

12.9. Következmény: A 12.7 Tétel feltételeinek fennállása esetén az
x̂ ∈ LP vektor pontosan akkor lesz az (LP ) program optimális megoldása,
ha létezik ŷ ∈ Rm

+ vektor úgy, hogy

a) f(x̂) = minx∈C f(x) +
∑m

i=1 ŷigi(x), és
b)

∑m
i=1 ŷigi(x̂) = 0.
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Bizonýıtás: A 12.8 átfogalmazása (vagy 12.5 egyszerű következménye). 2

12.10. Tétel: Legyen S ⊆ Rn nemüres, nýılt halmaz, C ⊆ S, továbbá
f, gi : S → R (i = 1, . . . ,m) a C halmazon differenciálható függvények.
Ekkor a 12.7 Tétel feltételeinek fennállása esetén az x̂ ∈ LP vektor pon-
tosan akkor lesz az (LP ) program optimális megoldása, ha létezik ŷ ∈ Rm

+

vektor úgy, hogy

a) (∇f(x̂) +
∑m

i=1 ŷi∇gi(x̂))
T (x− x̂) ≥ 0 (x ∈ C), és

b)
∑m

i=1 ŷigi(x̂) = 0.

Ekkor az (x̂, ŷ) vektort a (LP ) feladat Karush–Kuhn–Tucker-pontjának
nevezzük.

Bizonýıtás: 12.9 és 10.29 következménye, mivel az L(., ŷ) függvény konvex
a C halmazon. 2

Mi a kapcsolat az LPo × LDo halmaz és a nyeregpontok (illetve a
differenciálható esetben a Karush–Kuhn–Tucker-pontok) között?

12.11. Álĺıtás: Ha a Lagrange primál-duál programpárra teljesül, hogy
vLP = vLD, akkor LPo×LDo éppen a Lagrange-függvény nyeregpontjainak
halmaza. A differenciálható speciális esetben LPo ×LDo éppen a Karush–
Kuhn–Tucker-pontok halmaza.

Bizonýıtás: Az optimumértékek egyenlősége miatt, a kiegésźıtő eltérések
tétele szerint x̂ ∈ LPo, ŷ ∈ LDo pontosan akkor, ha x̂ ∈ LP, ŷ ≥ 0, és a
megfelelő célfüggvényértékek megegyeznek, vagyis

inf
x∈C

f(x) +
m∑

i=1

ŷigi(x) = f(x̂).

Könnyen belátható, hogy ekkor (és csak ekkor) x̂ ∈ LP, ŷ ≥ 0, továbbá
a 12.9-beli a) és b) feltételek is teljesülnek; ami viszont azzal ekvivalens,
hogy x̂ ∈ C, ŷ ≥ 0, továbbá a 12.8-beli a) és b) feltételek teljesülnek; vagyis
(x̂, ŷ) nyeregpont.

A tétel Karush–Kuhn–Tucker-pontokra vonatkozó része hasonlóan iga-
zolható. 2
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Tegyük fel most, hogy C ⊆ Rn nemüres, nýılt, konvex halmaz, továbbá
f, gi : C → R (i = 1, . . . ,m) differenciálható, konvex függvények. Ekkor az
(LP ) program Wolfe-duálja a

(WD) : sup f(x) + yTg(x),∇f(x) + yT∇g(x) = 0, x ∈ C, y ∈ Rm
+

program. A Lagrange-duál nem mindig ekvivalens a Wolfe-duállal. (Te-
kintsük például az

(LP0) : inf ex, x ≤ 0, x ∈ R

programot. Ennek Lagrange-, illetve Wolfe-duálja

(LD0) : sup inf{ex + yx : x ∈ R}, y ∈ R+,
(WD0) : sup ex + yx, ex + y = 0, x ∈ R, y ∈ R+.

A Lagrange-duál egyetlen megengedett megoldása az y = 0, mı́g a Wolfe-
duálnak nincs megengedett megoldása.) Általában csak vLP ≥ vLD ≥ vWD.

12.12. Álĺıtás: Ha az (LP ) és (LD) programok optimumértékei meg-
egyeznek és felvétetnek, akkor a Lagrange-duál és a Wolfe-duál ekvivalensek
egymással.

Bizonýıtás: Nyilvánvaló, hogy ha (x, y) ∈ WD, akkor y ∈ LD, és az
y-hoz tartozó, (LD) programbeli célfüggvényérték legalább akkora, mint
az (x, y)-hoz tartozó, (WD) programbeli célfüggvényérték. A nemtriviális
irányhoz legyen ŷ ∈ LDo, és válasszunk tetszőleges x̂ ∈ LPo elemet. Ekkor
12.11 szerint (x̂, ŷ) Karush–Kuhn–Tucker-pont, speciálisan megengedett
megoldása a (WD) programnak, és célfüggvényértéke legalább akkora, mint
az ŷ ∈ LD vektorhoz tartozó célfüggvényérték. 2

12.13. Következmény: Ha az (LP ) programra teljesül a Slater-feltétel,
továbbá optimumértéke felvétetik, akkor vLP = vWD, és a (WD) program
optimumértéke is felvétetik. 2

Példaképpen megvizsgáljuk a konvex kvadratikus programokra vonat-
kozó dualitási tételeket.

Legyen A ∈ Rm×n, b ∈ Rm, c ∈ Rn, továbbá N ∈ Rn×n szimmetrikus,
pozit́ıv szemidefinit mátrix. A

(KP ) : inf
1

2
xTNx+ cTx, Ax ≤ b
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konvex kvadratikus program Wolfe-duálja a

(KD) : sup−1

2
zTNz − bT y, Nz +AT y + c = 0, y ≥ 0

program. Itt a szokásos módon jelölje KP, KD a megfelelő programok
megengedett megoldásainak halmazát, vKP , vKD optimumértékeiket, KPo,
KDo optimális megoldásaik halmazát.

12.14. Tétel: (kvadratikus gyenge dualitási tétel) Ha x a (KP ) program
megengedett megoldása, (y, z) pedig a (KD) programé, akkor a megfelelő
célfüggvényértékek között fennáll az

1

2
xTNx+ cTx ≥ −1

2
zTNz − bT y

egyenlőtlenség, egyenlőséggel éppen akkor, ha

x− z ∈ KerN , és yT (Ax− b) = 0.

Bizonýıtás: Legyen x ∈ KP, (y, z) ∈ KD. Ekkor

0 ≤ 1
2(x− z)TN(x− z) + yT (b−Ax) =
= 1

2x
TNx+ cTx+ 1

2z
TNz + bT y,

amiből már következik a tétel. (A szimmetrikus, pozit́ıv szemidefinit mát-
rixok éppen a Gram-mátrixok, vagyis a BTB alakban előálló mátrixok,
ezért (vagy 10.29 miatt) KerN = {x : xTNx = 0}. Ford́ıtva is, vö. [27],
Cholesky-faktorizáció.) 2

Lényegében a Farkas-lemmából, a szokásos módon következik, hogy

12.15. Tétel: Megoldható (KP ) program esetén az alábbi álĺıtások ekvi-
valensek:
a) a (KP ) program korlátos;
b) nem létezik w, amelyre Aw ≤ 0, Nw = 0, cTw < 0;
c) KD 6= ∅. 2

12.16. Tétel: (kvadratikus erős dualitási tétel) Ha vKP ∈ R, akkor
vKP = vKD, és KDo 6= ∅. Hasonlóan ha vKD ∈ R, akkor vKP = vKD, és
KPo 6= ∅.
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Bizonýıtás: A konvex Farkas-tételt használjuk. Ha vKP ∈ R, akkor nem
létezik x vektor, amelyre

1

2
xTNx+ cTx− vKP < 0, Ax ≤ b,

ı́gy létezik y ≥ 0 vektor úgy, hogy

1

2
xTNx+ cTx− vKP + yT (Ax− b) ≥ 0 (x ∈ Rn).

Az előző tételt a 0x ≤ 0 feltétellel alkalmazva látjuk, hogy az itt szereplő
konvex kvadratikus függvény csak úgy lehet alulról korlátos, ha létezik z
vektor, amelyre Nz + AT y + c = 0. Ekkor −1

2z
TNz − bT y ≥ vKP , ı́gy

(y, z) ∈ KDo, és vKP = vKD.
Hasonlóan igazolható a tétel második fele is. 2

Látjuk, hogy a konvex kvadratikus programokra ugyanolyan dualitási
tételek állnak fenn, mint lineáris programokra (vagyis a {0}, ±R+, R
kúpok direkt szorzataival léırt kúplineáris programok esetén).

A lineáris programokra vonatkozó erős dualitási tétel erőśıtése az alábbi
Goldman–Tucker-tétel, amelyet szintén a konvex Farkas-tétel seǵıtségével
bizonýıthatunk. Alapokhoz közelibb bizonýıtása megtalálható [18]-ban.

12.17. Tétel: (Goldman-Tucker) Tekintsük például a

(LIP ) : inf cTx, Ax = b, x ≥ 0,
(LID) : sup bT y, AT y ≤ c, y ∈ Rm

lineáris primál-duál programpárt, ahol A ∈ Rm×n, b ∈ Rm, c ∈ Rn. Ha a
duál programnak létezik optimális megoldása, akkor léteznek olyan x̂ primál,
illetve ŷ duál optimális megoldások, amelyekre x̂+ c−AT ŷ > 0.

Bizonýıtás: Nyilván nem létezik y vektor, amelyre

−bT y + vLID < 0, −bTy + vLID ≤ 0, AT y − c ≤ 0,

ezért létezik x ≥ 0, ξ ≥ 0, amelyre

−bT y + vLID + xT (AT y − c) + ξ(−bT y + vLID) ≥ 0

minden y vektor esetén. Ebből Ax = (ξ+ 1)b és vLID(ξ+ 1) ≥ cTx adódik.
Ekkor tehát x̂ := x

ξ+1 primál optimális megoldás. Láttuk, hogy feltehető,
hogy x̂i > 0, ha a feltétel szinguláris. Ezért ha x̂i = 0, akkor létezik
yi ∈ LIDo vektor, amelyre (AT yi − c)i < 0. Ezeknek az yi vektoroknak
pozit́ıv konvex kombinációja legyen ŷ. Könnyen belátható, hogy x̂ és ŷ
megfelel. 2

238



A fejezet végén a konvex függvényekkel léırt (LP ) programra vonatkozó
12.5 dualitási tételt általánośıtjuk a kúpkonvex leképezésekkel léırt (GP )
programra. Foglalkozunk a (GP ) program regularizációjával is: megmu-
tatjuk, hogy egy a (GP ) programmal ekvivalens programra teljesül az erős
Slater-feltétel.

Legyen C ⊆ Rn konvex halmaz, továbbá legyen P ⊆ Rn poliéder.
Legyen K ⊆ Rm konvex kúp, és legyen R ⊆ Rl poliéder kúp. Legyen
g : C → Rm K-konvex leképezés, és legyen h : P → Rl R-poliédrikus
leképezés. (A g : C → Rm leképezés K-konvex, ha K-epigráfja, az

{(x, µ) : x ∈ C, g(x) ≤K µ}
halmaz konvex. Más szavakkal a g : C → Rm leképezés K-konvex, ha
tetszőleges x1, x2 ∈ C, 0 ≤ ε ≤ 1 esetén teljesül, hogy

g(εx1 + (1 − ε)x2) ≤K εg(x1) + (1 − ε)g(x2).

A h leképezés R-poliédrikus, ha R-epigráfja poliéder. Például minden
affin leképezés R-poliédrikus.)

Tekintsük az alábbi programpárt:

(GP ) : inf f(x), g(x) ≤K 0, h(x) ≤R 0, x ∈ C ∩ P
(GD) : sup inf{f(x) + yT g(x) + zTh(x) : x ∈ C ∩ P}, y ∈ K∗, z ∈ R∗.

Hasonlóan a fejezet elején az (LP ) programra belátottakhoz, a (GP )
program is megfogalmazható primál Rockafellar-programként: (GP ) ekvi-
valens az alábbi (P̂ ) programmal:

(P̂ ) inf f̂(x̂) − ĝ(x̂), x̂ = (x, b1, b2, b3, b4),

ahol

f̂(x̂) :=

{

f(x), ha x̂ ∈ Ĉ1,
∞ különben,

ĝ(x̂) :=

{

0, ha x̂ ∈ Ĉ2,
−∞ különben,

ahol

Ĉ1 := {x̂ : x ∈ C, g(x) + b1 ≤K 0, b2 = b4, b3 ∈ K},
Ĉ2 := {x̂ : x ∈ P, h(x) + b2 ≤R 0, b1 = b3, b4 ∈ R}.

(Itt f̂ konvex függvény, ĝ konkáv poliédrikus függvény, Ĉ1 konvex halmaz,
Ĉ2 poliéder. A bizonýıtás b3 = 0, b4 = 0 mellett is működik.)
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Mi a kapcsolat a (GD) program és a (P̂ ) program duálja, a

(D̂) sup ĝc(ŷ) − f̂ c(ŷ), ŷ = (a, y1, y2, y3, y4)

program között? Számı́tsuk ki a (D̂) program célfüggvényét. Defińıció
szerint

ĝc(ŷ) = inf{ŷT x̂− 0 : x̂ ∈ Ĉ2}.
Könnyen belátható, hogy

ĝc(ŷ) =







inf{aTx+ yT
2 b2 : x ∈ P, h(x) + b2 ≤R 0},

ha y1 = −y3, y4 ∈ R∗,
−∞ különben.

Hasonlóan

f̂ c(ŷ) =







sup{aTx− f(x) + yT
1 b1 : x ∈ C, g(x) + b1 ≤K 0},

ha y2 = −y4, y3 ∈ −K∗,
∞ különben.

Ezért

ĝc(ŷ) − f̂ c(ŷ) =

=







inf{aTx+ yT
2 b2 : x ∈ P, h(x) + b2 ≤R 0}+

+ inf{−aTx+ f(x) + yT
3 b1 : x ∈ C, g(x) + b1 ≤K 0},

ha − y3 = y1 ∈ K∗, −y2 = y4 ∈ R∗,
−∞ különben

=







inf{aTx+ yT
4 h(x) : x ∈ P}+

+ inf{−aTx+ f(x) + yT
1 g(x) : x ∈ C},

ha − y3 = y1 ∈ K∗, −y2 = y4 ∈ R∗,
−∞ különben.

Innen látszik, hogy a (GD) program a (D̂) program relaxációja: ha ŷ a
(D̂) program megengedett megoldása, akkor y := y1, z := y4 a (GD)
programnak megengedett megoldása legalább akkora célfüggvényértékkel.

Könnyen belátható a (GP ), (GD) programpár optimumértékei közötti
vGP ≥ vGD reláció (a gyenge dualitás). Ezt figyelembe véve a fentiekből
már következnek az alábbi észrevételek:

– a fenti programok optimumértékeire fennáll: vP̂ = vGP ≥ vGD ≥ vD̂;
– ha vP̂ = vD̂, akkor vGP = vGD;

– ha vP̂ = vD̂ véges, és a (D̂) program optimumértéke felvétetik, akkor
a (GD) program optimumértéke is felvétetik.
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Ahhoz, hogy a 11.7 b) erős dualitási tételt alkalmazhassuk a (P̂ ), (D̂)
programpárra, biztośıtanunk kellene az f̂ , ĝ függvények zártságát, ami f̂
esetében nem garantálható. Következő észrevételünk az, hogy ha a (P )
programnak létezik 11.6 a), b), c) vagy d) pontjában léırt tulajdonságokkal
rendelkező megengedett megoldása, akkor a nempoliédrikus f vagy g függ-
vény(ek) zártságának feltétele nélkül is fennáll, hogy vP = vD, és a duál
optimumérték felvétetik, ha véges (tehát 11.7 d) kicsit erőśıthető).

Lássuk be a fenti álĺıtást például abban az esetben, mikor (P ) szigorúan
megoldható, a többi eset is hasonlóan intézhető el 8.26 és 8.27 seǵıtségével.
Jelölje (P̄ ) azt a Rockafellar primál programot, amelyet úgy kapunk a (P )
programból, hogy az f, g függvényeket lezártjaikkal helyetteśıtjük. Nyilván
(D) = (D̄), és Ps = P̄s, ı́gy ha (P ) szigorúan megoldható, akkor vP̄ = vD,
és (D) optimumértéke felvétetik, ha véges. Általában persze vP̄ ≤ vP , de
ha (P ) szigorúan megoldható, akkor a két optimumérték megegyezik. Ez
az álĺıtás 8.26 egyszerű következménye: legyen x0 ∈ Ps, x1 ∈ P̄, ekkor

x0 + λ(x1 − x0) ∈ Ps (0 ≤ λ < 1),

és a fenti szigorúan megengedett megoldásokhoz tartozó (P ) programbeli
célfüggvényérték az x1 ∈ P̄ ponthoz tartozó (P̄ ) programbeli célfüggvény-
értékhez tart, ahogy λ → 1. Mindebből már látszik, hogy (P ) szigorúan
megoldhatósága esetén vP = vD, és a duál program optimumértéke felvé-
tetik, ha véges.

Most a (GP ) programra vonatkozó elégséges feltételét adjuk annak,
hogy a (P̂ ) programnak legyen olyan x̂0 megengedett megoldása, amelyre
x̂0 ∈ (ri dom f̂) ∩ (dom ĝ), vagyis x̂0 ∈ (ri Ĉ1) ∩ Ĉ2 (vö. 11.6 b)).

Azt mondjuk, hogy a (GP ) programra teljesül a gyenge Slater-felté-
tel, ha létezik x0 ∈ Rn pont (ún. gyenge Slater-pont) úgy, hogy

x0 ∈ P ∩ riC, g(x0) <K 0, h(x0) ≤R 0.

Megmutatjuk, hogy e feltétel fennállása esetén

x̂0 := (x0,−g(x0)/2,−h(x0),−g(x0)/2,−h(x0)) ∈ (ri Ĉ1) ∩ Ĉ2.

Elég azt igazolnunk, hogy

ri Ĉ1 = {x̂ : x ∈ riC, g(x) + b1 <K 0, b2 = b4, b3 ∈ riK} .

Elegendő annyit belátnunk, hogy

ri {(x, b) : x ∈ C, g(x) + b ≤K 0} = {(x, b) : x ∈ riC, g(x) + b <K 0} .
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Jelölje Ĉ ′
1 az {(x, b) : x ∈ C, g(x) + b ≤K 0} halmazt. Egyrészt Ĉ ′

1 vetülete
az Rn × {0} altérre C × {0}, ezért 4.21 szerint ri Ĉ ′

1 vetülete az Rn × {0}
altérre riC × {0}. Másrészt x ∈ riC esetén jelölje Mx az {(x, b) : b ∈ Rm}
affin halmazt. Ekkor 4.16 szerint

∅ 6= Mx ∩ ri Ĉ ′
1 = ri (Mx ∩ Ĉ ′

1) = {(x, b) : g(x) + b <K 0}.

Mindebből már adódik a Ĉ1 halmaz relat́ıv belsejére vonatkozó képlet
helyessége, és ı́gy az is, hogy a gyenge Slater-feltétel fennállása esetén
(ri Ĉ1) ∩ Ĉ2 6= ∅.

Összefoglalva, az alábbi tételhez jutottunk:

12.18. Tétel: Tegyük fel, hogy létezik gyenge Slater-pont. Ekkor vGP =
vGD, és a (GD) program optimumértéke felvétetik, ha véges. 2

A következőkben elfeledkezünk a poliédrikus feltételekről, és csak az
alábbi programpárt vizsgáljuk:

(GP ) : inf f(x), g(x) ≤K 0, x ∈ C

(GD) : sup inf
{

f(x) + yT g(x) : x ∈ C
}

, y ∈ K∗.

Azt mondjuk, hogy a (GP ) program teljeśıti az erős Slater-feltételt,
ha létezik x0 ∈ C pont, amelyre g(x0) ∈ −intK (ún. erős Slater-pont).

12.19. Tétel: A (GP ) programra vonatkozó erős Slater-feltételből követ-
kezik a gyenge Slater-feltétel.

Bizonýıtás: Legyen x0 ∈ C, amelyre g(x0) ∈ −intK, továbbá legyen x1 ∈
riC. Az Elérhetőségi lemma szerint 0 < ε < 1 esetén x0 +ε(x1−x0) ∈ riC.
Mivel g(x0) ∈ −intK, azért ε megválasztható úgy, hogy

0 < ε < 1, g(x0) + ε(g(x1) − g(x0)) ∈ −intK

teljesüljön. Mivel a g leképezés K-konvex, azért

g(x0 + ε(x1 − x0)) ≤K g(x0) + ε(g(x1) − g(x0)).

Itt a jobb oldalon álló pont −intK-beli, ı́gy a bal oldalon álló pont a
(−intK) − K = −intK halmaz eleme. Ezért az x0 + ε(x1 − x0) pont
teljeśıti a gyenge Slater-feltétel követelményeit. 2

12.18 és 12.19 azonnali következménye az alábbi
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12.20. Tétel: Tegyük fel, hogy létezik erős Slater-pont. Ekkor vGP = vGD,
és a (GD) program optimumértéke felvétetik, ha véges.

12.20 az alábbi kúpkonvex Farkas-tétel seǵıtségével is belátható 12.5
mintájára (lásd még [9]: Karush–Kuhn–Tucker-tétel; [11]: duál zártsági
feltétel).

12.21. Tétel: Legyen C ⊆ Rn nemüres, konvex halmaz, K1 ⊆ Rk,
K2 ⊆ Rm konvex kúpok, f : C → Rk K1-konvex leképezés, g : C → Rm

K2-konvex leképezés. Tegyük fel, hogy intK1 6= ∅, továbbá létezik erős
Slater-pont. Ekkor az

f(x) <K1
0, g(x) ≤K2

0, x ∈ C

rendszernek pontosan akkor nem létezik megoldása, ha létezik z ∈ K∗
1 \{0},

y ∈ K∗
2 vektor úgy, hogy

zT f(x) + yT g(x) ≥ 0 (x ∈ C).

Bizonýıtás: Egyrészt ha egyszerre léteznének a tételben léırt tulajdonságú
x és (y, z) vektorok, akkor abból

zT f(x) = 0 = yT g(x)

következne, és akkor a szokásos módon (az f(x) vektorhoz húzva a −K1

kúpba, és rajta túlhúzva a −K1 kúpban egy tetszőleges Rk-beli vektort)
z = 0 adódna, ami ellentmondás.

A nemtriviális irányhoz tegyük fel, hogy az első rendszer nem megold-
ható, és legyen

S := ∪x∈C

{

{a} × {b} ⊆ Rk ×Rm : a >K1
f(x), b ≥K2

g(x)
}

.

Könnyen belátható, hogy az S halmaz konvex (konvex halmaz vetülete,
lásd még 12.3 bizonýıtását), nemüres, továbbá az első rendszer megold-
hatatlansága miatt az origó nem eleme. A második Hahn–Banach-tétel
szerint léteznek z ∈ Rk, y ∈ Rm vektorok úgy, hogy nem mind a kettő
nullvektor, és

zTa+ yT b ≥ 0 ({a} × {b} ⊆ S).

A bizonýıtás ezután három lépésre bontható.
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1. Először megmutatjuk, hogy z ∈ K∗
1 , és y ∈ K∗

2 . E célból legyen
{a} × {b} ⊆ S, ekkor tetszőleges w1 ∈ K1, w2 ∈ K2 vektorok, λ, µ ≥ 0
számok esetén {a+ λw1} × {b+ µw2} ⊆ S, amiből

zT (a+ λw1) + yT (b+ µw2) ≥ 0

adódik. Ez az egyenlőtlenség csak úgy állhat fenn tetszőleges λ, µ ≥ 0
számok esetén, ha zTw1 ≥ 0, és yTw2 ≥ 0, vagyis z ∈ K∗

1 , y ∈ K∗
2 adódott.

2. Másodszor megmutatjuk, hogy

zT f(x) + yT g(x) ≥ 0 (x ∈ C).

Legyen x ∈ C tetszőleges elem, és válasszunk a >K1
0 elemet, ekkor

{f(x) + a} × {g(x)} ⊆ S,

amiből
zT (f(x) + a) + yTg(x) ≥ 0

adódik. Tartsunk a-val 0-hoz, máris megkapjuk a ḱıvánt egyenlőtlenséget.

3. Végül belátjuk, hogy z 6= 0. Tegyük fel indirekt, hogy z = 0, ekkor
az éppen bizonýıtott egyenlőtlenségből, abba az x0 ∈ C pontot helyette-
śıtve adódik, hogy yT g(x0) ≥ 0. Mivel y ∈ K∗

2 , g(x0) ∈ −intK2, azért
yT g(x0) = 0, és akkor (ismét a behúzás-túlhúzás fogással igazolható) az
y vektor merőleges az egész Rm térre, vagyis y = 0, ami z = 0 mellett
ellentmond annak, hogy y és z legalább egyike nem nullvektor. 2

Megszabadulhatunk a regularitási feltételtől, ha az alábbi módośıtott
(regularizált) duál feladatot tekintjük

(GD′) : sup inf
{

f(x) + yT g(x) : x ∈ C ′
}

, y ∈ (K ′)∗,

ahol
K ′ := ΦK(−g(GP)), és C ′ := C ∩ g−1(K ′ −K).

(Ha a gyenge Slater-feltétel teljesül, továbbá x0 gyenge Slater-pont, akkor
−g(x0) ∈ −g(GP) ⊆ K ′, továbbá −g(x0) ∈ riK. Tehát K egy lapja
belemetsz K relat́ıv belsejébe, amiből 7.2 c) miatt K ′ = K adódik.)
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12.22. Lemma: Tegyük fel, hogy GP 6= ∅, ekkor az alábbi álĺıtások
teljesülnek
a) g(GP) +K ′ nemüres, konvex halmaz;
b) g(GP) ∩−riK ′ 6= ∅;
c) C ′ = g−1(K ′ −K ′) ∩ C;
d) a g leképezés K ′-konvex a C ′ konvex halmazon.

Bizonýıtás: Az a) álĺıtáshoz elég annyit belátnunk, hogy a g leképezés K ′-
konvex a (konvex) GP halmazon. Legyen x1, x2 ∈ GP, és legyen 0 ≤ λ ≤ 1.
Ekkor

g(λx1 + (1 − λ)x2) ∈ g(GP), λg(x1) + (1 − λ)g(x2) ∈ −K ′,

mivel −K ′ konvex és tartalmazza a g(GP) halmazt. Így

λg(x1) + (1 − λ)g(x2) − g(λx1 + (1 − λ)x2) ∈ K ′ −K ′.

Továbbá, mivel a g leképezés K-konvex,

λg(x1) + (1 − λ)g(x2) − g(λx1 + (1 − λ)x2) ∈ K.

Mivel 7.2 d) szerint (K ′ −K ′) ∩K = K ′, azért

λg(x1) + (1 − λ)g(x2) − g(λx1 + (1 − λ)x2) ∈ K ′,

amit igazolni kellett.
b) Tegyük fel indirekt, hogy b) nem teljesül, ekkor a g(GP) + K ′ és

−riK ′ konvex halmazok sem metszenek össze, mivel K ′ + riK ′ = riK ′. A
második Hahn–Banach-tétel szerint létezik a ∈ Rm vektor úgy, hogy

aT (g(GP) +K ′) ≤ 0 ≤ −aTK ′, aT ri (g(GP) +K ′) < −aT riK ′.

Mivel 0 ∈ K ′, azért aT g(GP) ≤ 0, továbbá (mivel g(GP) a −K ′ kúp
része) aT g(GP) ≥ 0 is teljesül. 5.1 seǵıtségével könnyen belátható, hogy
aT riK ′ < 0. De akkor {x : aTx = 0} ∩ K ′ a K ′ kúp a −g(GP) halmazt
tartalmazó valódi lapja, ami lehetetlen.

A c) álĺıtás a következőképpen igazolható. Legyen x a C ∩ g−1(K ′−K)
halmaz eleme, és válasszunk x̂ elemet a C ∩ g−1(−riK ′) halmazból (a már
igazolt b) rész szerint ez megtehető). Ekkor léteznek x′1 ∈ K ′, x1 ∈ K
pontok úgy, hogy g(x) = x′1 − x1 legyen. Tetszőleges 0 < λ < 1 esetén

245



jelölje xλ a λx+(1−λ)x̂ ∈ C pontot, ekkor a g leképezés K-konvexitásából
adódóan

g(xλ) ∈ λg(x) + (1 − λ)g(x̂) −K ⊆ λx′1 + (1 − λ)g(x̂) − (K + λx1).

Elég kis λ > 0 számok esetén λx′1 + (1−λ)g(x̂) a −riK ′, és ı́gy −K eleme.
Ezért xλ primál megengedett megoldás, és ı́gy g(xλ) a −K ′ halmaz eleme.
Ismét g K-konvexitása miatt kis λ > 0 számok esetén

g(x) ∈ λ−1g(xλ) − λ−1(1 − λ)g(x̂) +K ⊆ K −K ′.

Oda jutottunk, hogy léteznek x2 ∈ K és x′2 ∈ K ′ vektorok úgy, hogy
g(x) = x′1 − x1 = x2 − x′2. Ekkor x1 + x2 = x′1 + x′2 ∈ K ′, és mivel K ′

a K kúp lapja, azért x1 ∈ K ′ (felhasználva 7.1 b)-t). Így g(x) = x′1 − x1

az K ′ − K ′ halmaz eleme, amit bizonýıtani akartunk. A másik irányú
tartalmazás nyilvánvaló.

d) Legyenek az x1, x2 vektorok a C ′ halmaz elemei. Legyen továbbá
0 ≤ λ ≤ 1. Ekkor az xλ := λx1 + (1 − λ)x2 vektor is a C ′ halmaz eleme (g
K-konvexitása miatt), ı́gy a c) pont szerint g(x1), g(x2), g(xλ) ∈ K ′ −K ′.
Ebből adódóan

λg(x1) + (1 − λ)g(x2) − g(xλ) ∈ K ′ −K ′

is teljesül. Mivel g K-konvex a C halmazon, azért

λg(x1) + (1 − λ)g(x2) − g(xλ) ∈ (K ′ −K ′) ∩K = K ′

(vö. 7.2 d)), amint azt igazolni kellett. 2

12.23. Tétel: Ha a (GP ) program optimumértéke véges, akkor a (GP )
és (GD′) programok optimumértékei megegyeznek, és a (GD′) program op-
timumértéke felvétetik.

Bizonýıtás: A (GP ) programot ekvivalens módon úgy is feĺırhatjuk, mint

inf f(x), g(x) ∈ −K ′, x ∈ C ′,

ugyanis a
GP ⊆ g−1(−K ′) ∩ C ′ ⊆ g−1(−K) ∩ C = GP

tartalmazáslánc miatt megengedett megoldásaik halmaza megegyezik. Ha
most a g függvényt mint a C ′ halmazon értelmezett leképezést tekintjük,
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akkor a lemma szerint K ′-konvex, és a C ′ halmazt a K ′ − K ′ halmazba
képezi. A g(x) ∈ −K ′ feltételt alkalmasan átkoordinátázva, és elhagyva
belőle a 0 ∈ 0 feltételeket oda jutunk, hogy a lemma szerint létező x̂ vek-
tor, amelyre x̂ ∈ GP, és g(x̂) ∈ −riK ′, valójában erős Slater-pontja az
átkoordinátázott feladatnak. Erre alkalmazva 12.20-at, az átkoordinátázott
program duáljának optimális megoldását “visszakoordinátázva”, a ḱıvánt
tulajdonságú duál optimális megoldást nyerünk. 2

13. Kuhn–Tucker-t́ıpusú tételek

Ebben a fejezetben az

(LP ) :







inf f(x),
gi(x) ≤ 0 (i = 1, . . . ,m),
hj(x) = 0 (j = 1, . . . , l),
x ∈ C

problémát vizsgáljuk, ahol C ⊆ Rn nemüres, konvex halmaz; S ⊆ Rn

egy a C konvex halmazt tartalmazó, nýılt halmaz; f, gi, hj : S → R
(i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , l) differenciálható függvények, melyeknek gra-
diensleképezései folytonosak egy x0 ∈ C pontban. Szükséges feltételét ke-
ressük annak, hogy az x0 pont az (LP ) program lokális optimuma legyen.

E célból vizsgáljuk először a belső irányok, a csökkenési irányok és az
érintő irányok halmazát.

Legyen S ⊆ Rn nemüres halmaz, továbbá x0 ∈ Rn. Ekkor az S-beli,

conv (]x0, x0 + λz[∪((aff S) ∩O(x0 + λz, λε))) =
= {x0 + λ′z′ : ||z − z′|| < ε, 0 < λ′ ≤ λ, z′ ∈ parS}

alakú (aff S-sel megegyező affin burkú, relat́ıv nýılt) halmazokat, ahol ε > 0,
λ > 0, z ∈ (parS) \ {0}, az S halmaz (x0 csúcsú, z irányú) cseppjének ne-
vezzük. A z irányt ekkor az S halmaz x0 pontbeli belső irányának nevez-
zük, (üres, vagy parS-sel megegyező affin burkú, relat́ıv nýılt) halmazukat
jelölje ID(x0, S). Nyilván 0 < λ′ ≤ λ esetén x0 + λ′z ∈ riS, speciálisan

ID(x0, S) ⊆ (cone ((riS) − x0)) \ {0}.
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Ha x0 ∈ riS, akkor
ID(x0, S) = (parS) \ {0},

az előbbi tartalmazás ekkor nem szigorú. Egy másik speciális esetben is
garantálható az egyenlőség.

Azt mondjuk, hogy a z ∈ Rn vektor az S halmaz megengedett iránya
az x0 ∈ Rn pontban, ha létezik λ > 0 szám úgy, hogy 0 < λ′ ≤ λ esetén
x0 + λ′z ∈ S legyen. Az S halmaz x0 pontbeli megengedett irányainak
kúpját jelölje FD(x0, S). Nyilván ID(x0, S) ⊆ FD(x0, S).

13.1. Álĺıtás: Legyen C ⊆ Rn konvex halmaz, továbbá x0 ∈ C \ riC.
Ekkor

FD(x0, C) = cone (C − x0),
ID(x0, C) = (cone ((riC) − x0)) \ {0} = riFD(x0, C),

speciálisan
ID(x0, C)∗ = FD(x0, C)∗ = (C − x0)

∗.

2

13.2. Tétel: Legyen S ⊆ Rn nýılt halmaz, g : S → R differenciálható
függvény, melynek gradiensleképezése folytonos az x0 ∈ S pontban. Legyen

S′ := {x ∈ S : g(x) ≤ 0},

továbbá tegyük fel, hogy x0 ∈ S′.
Ha g(x0) < 0, akkor x0 ∈ intS′, ı́gy ekkor

ID(x0, S
′) = Rn \ {0}, és ID(x0, S

′)∗ = {0}.

Tegyük fel most, hogy g(x0) = 0, és ∇g(x0) 6= 0. Ekkor

ID(x0, S
′) = int {−∇g(x0)}∗, és ID(x0, S

′)∗ = −∇g(x0)R+.

Bizonýıtás: A tétel nemtriviális részéhez tegyük fel, hogy x0 ∈ S′ olyan
pont, amelyre g(x0) = 0, ∇g(x0) 6= 0. Ekkor 10.29-ből adódóan létezik
x ∈ S pont, amelyre g(x) < 0. Ez az x pont intS′-beli; látjuk, hogy
aff S′ = Rn. Ezért az ID(x0, S

′) halmaz affin burka is az egész tér (ha nem
üres), a belső irányok halmaza nýılt lesz.
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Válasszunk először tetszőleges z ∈ ID(x0, S
′) irányt. Ekkor speciálisan

z az S′ halmaz megengedett iránya is, ı́gy létezik λ > 0, hogy 0 < λ′ ≤ λ
esetén x0+λ′z ∈ S′, vagyis g(x0+λ′z) ≤ 0. A Lagrange-féle középértéktétel
szerint létezik 0 < κ < 1 úgy, hogy

0 ≥ g(x0 + λz) = g(x0 + λz) − g(x0) = (∇g(x0 + κλz))T (λz)

legyen. Ezt az egyenlőségláncot a λ > 0 számmal leosztva, majd λ-val
nullához tartva kapjuk, hogy z ∈ {−∇g(x0)}∗. Ebből

ID(x0, S
′) ⊆ {−∇g(x0)}∗,

és ı́gy (ID(x0, S
′) nýılt)

ID(x0, S
′) ⊆ int {−∇g(x0)}∗

következik.
A másik irányú tartalmazáshoz legyen z ∈ int {−∇g(x0)}∗ tetszőleges

elem. Ekkor −α := zT∇g(x0) < 0. Rögźıtsünk egy δ̂ > 0 számot úgy, hogy
O(x0, δ̂) ⊆ S legyen. Válasszunk 0 < δ1, δ2 < δ̂ számokat úgy, hogy

||∇g(x)|| < ||∇g(x0)|| + 1 (x ∈ O(x0, δ1)),
||∇g(x) −∇g(x0)|| < α

3||z|| (x ∈ O(x0, δ2))

teljesüljön (a folytonossági feltétel miatt ez megtehető). Legyen most

δ := min{δ1, δ2}, ε :=
α

3(||∇g(x0)|| + 1)
, λ :=

δ

ε+ ||z|| .

Ekkor ||z′ − z|| < ε, 0 < λ′ ≤ λ esetén ||λ′z′|| < δ, hiszen

||z′|| = ||z′ − z + z|| ≤ ||z′ − z|| + ||z|| < ε+ ||z||.

Ezért a
conv (]x0, x0 + λz[∪O(x0 + λz, λε))

csepp az S halmaz része. A Lagrange-féle középértéktétel szerint ||z′−z|| <
ε, 0 < λ′ ≤ λ esetén létezik 0 < κ < 1 szám úgy, hogy

g(x0 + λ′z′) − g(x0) = (∇g(x0 + κλ′z′))T (λ′z′)
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legyen. Ezért ekkor a g(x0+λ′z′) érték az alábbi módon becsülhető felülről:

g(x0 + λ′z′) = g(x0 + λ′z′) − g(x0) = (∇g(x0 + κλ′z′))T (λ′z′) =
= λ′[(∇g(x0))

T z + (∇g(x0 + κλ′z′) −∇g(x0))
T z+

+ (∇g(x0 + κλ′z′))T (z′ − z)] ≤
≤ λ′[−α+ α

3||z|| ||z|| + (||∇g(x0)|| + 1)ε] ≤
≤ −λ′α

3 < 0.

Tehát egy x0 csúcsú, z irányú csepp az S′ halmaz része. Ebből látszik az
int {−∇g(x0)}∗ ⊆ ID(x0, S

′) tartalmazás is. 2

Speciális belső irányok a csökkenési irányok.

Legyen S ⊆ Rn nemüres halmaz, x0 ∈ S, továbbá f : S → R. Azt
mondjuk, hogy a z irány az f függvény csökkenési iránya az x0 pontban,
ha létezik az

S(f) := {x ∈ S : f(x) < f(x0)}
halmaznak x0 csúcsú, z irányú cseppje. A csökkenési irányok halmazát
jelölje DD(x0, S, f). Más szóval

DD(x0, S, f) := ID(x0, S(f)).

13.3. Tétel: Legyen S ⊆ Rn nýılt halmaz; f : S → R differenciálható
függvény, melynek gradiensleképezése folytonos egy x0 ∈ S pontban. Ha az
x0 ∈ S pontban ∇f(x0) 6= 0, akkor

DD(x0, S, f) = int {−∇f(x0)}∗, és DD(x0, S, f)∗ = −∇f(x0)R+.

Bizonýıtás: Legyen

Ŝ(f) := {x ∈ S : f(x) − f(x0) ≤ 0},

ekkor nyilván S(f) ⊆ Ŝ(f). Az x0 pontból −∇f(x0) irányba indulva
találunk S(f) halmazbeli pontot (különben

0 ≤ f ′(x0;−∇f(x0)) = −||∇f(x0)||2 < 0

lenne). Az f függvény folytonossága miatt az S(f) halmaz belseje nemüres,
ı́gy az Ŝ(f) halmaz belseje sem üres. De akkor felhasználva még az előző
tételt is

DD(x0, S, f) = ID(x0, S(f)) ⊆ ID(x0, Ŝ(f)) = int {−∇f(x0)}∗.
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A ford́ıtott irányú tartalmazás abból az észrevételből következik, hogy
13.2 bizonýıtása során nem csak azt láttuk be, hogy int {−∇f(x0)}∗ ⊆
ID(x0, Ŝ(f)), hanem azt is, hogy int {−∇f(x0)}∗ ⊆ ID(x0, S(f)). 2

Legyen S ⊆ Rn nemüres halmaz, továbbá x0 ∈ S. Azt mondjuk, hogy
a z ∈ Rn irány az S halmaz érintő iránya az x0 pontban, ha léteznek
xk ∈ S (k = 1, 2, . . .) pontok és λk > 0 (k = 1, 2, . . .) számok úgy, hogy
λk → 0 (k → ∞), és

xk − x0

λk
→ z (k → ∞).

(Speciálisan xk → x0 (k → ∞).) Az érintő irányok halmazát (nyilván
kúpját) ekkor jelölje TD(x0, S).

13.4. Álĺıtás: Az érintő irányok kúpja zárt kúp.

Bizonýıtás: Nyilvánvaló, hogy tetszőleges S ⊆ Rn nemüres halmaz, x0 ∈ S
esetén TD(x0, S) kúp. Zártságának igazolásához legyen zl ∈ TD(x0, S)
(l = 1, 2, . . .), és tegyük fel, hogy zl → z (l → ∞). Az érintő irányok
kúpjának defińıciójából adódóan minden l = 1, 2, . . . esetén léteznek λkl > 0
(k = 1, 2, . . .) számok és xkl ∈ S (k = 1, 2, . . .) elemek úgy, hogy

λkl → 0 (k → ∞), és
xkl − x0

λkl
→ zl (k → ∞).

Tetszőleges l = 1, 2, . . . esetén választható k(l) index úgy, hogy k(1) <
k(2) < . . . legyen, továbbá

0 < λk(l)l <
1

l
, és

∥
∥
∥
∥
∥

xk(l)l − x0

λk(l)l
− zl

∥
∥
∥
∥
∥
<

1

l

teljesüljön. Ekkor

λk(l)l → 0 (l → ∞), és
xk(l)l − x0

λk(l)l
→ z (l → ∞),

vagyis z ∈ TD(x0, S). 2

Konvex halmazok esetén az érintő irányok kúpja egy egyszerű formulá-
val ı́rható le.
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13.5. Álĺıtás: Legyen C ⊆ Rn nemüres, konvex halmaz, továbbá x0 ∈ C.
Ekkor TD(x0, C) = cl ((C − x0)R+).

Bizonýıtás: Tetszőleges x ∈ C esetén

xk := x0 +
1

k
(x− x0) ∈ C (k = 1, 2, . . .),

ami λk := 1/k (k = 1, 2, . . .) választással mutatja, hogy x−x0 ∈ TD(x0, C),
tehát C−x0 ⊆ TD(x0, C). Az előző álĺıtás szerint ebből cl ((C−x0)R+) ⊆
TD(x0, C) is következik.

A ford́ıtott irányú tartalmazáshoz legyen z ∈ TD(x0, C). Ekkor létez-
nek λk > 0 (k = 1, 2, . . .) számok és xk ∈ C (k = 1, 2, . . .) pontok úgy, hogy
λk → 0 (k → ∞), és

xk − x0

λk
→ z (k → ∞).

Mivel xk ∈ C, azért (1/λk)(xk − x0) ∈ (C − x0)R+ (k = 1, 2, . . .), és akkor
e sorozat limeszpontja, z ∈ cl ((C − x0)R+). 2

Az érintő irányok kúpjáról szóló alapvető tétel előtt eleveńıtsük fel az
implicitfüggvény-tételt és két egyszerű következményét.

13.6. Tétel: (implicitfüggvény-tétel, [7]) Legyen S ⊆ Rn nýılt halmaz,
hj : S → R (j = 1, . . . , l < n) differenciálható függvények, melyeknek
gradiensleképezései folytonosak egy s0 ∈ S pontban. Legyen továbbá s0 =
(x0, y0), ahol x0 ∈ Rl, y0 ∈ Rn−l, és tegyük fel, hogy h(s0) = 0, és a
h′(s0) ∈ Rl×n mátrix első l oszlopából álló részmátrixa (ennek jele termé-
szetesen legyen h′x(s0)) nemszinguláris.

Ekkor létezik ε1, ε2 > 0 úgy, hogy O(x0, ε1) × O(y0, ε2) ⊆ S, továbbá
létezik egyértelműen ϕ leképezés, amelyre
a) a ϕ leképezés az O(y0, ε2) gömbön van értelmezve, és értékeit az O(x0, ε1)
gömbből veszi fel, és
b) y ∈ O(y0, ε2) esetén h(ϕ(y), y) = 0.

Erre a ϕ leképezésre teljesül, hogy ϕ(y0) = x0, továbbá, hogy ϕ diffe-
renciálható egy O(y0, ε3) nýılt gömbön, és

ϕ′(y0) = −(h′x(s0))
−1 · h′y(s0).
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13.7. Tétel: Legyen S ⊆ Rn nýılt halmaz, hj : S → R (j = 1, . . . , n)
differenciálható függvények, melyeknek gradiensleképezései folytonosak egy
x0 ∈ S pontban. Tegyük fel, hogy h(x0) = 0, és h′(x0) ∈ Rn×n nemszin-
guláris.

Ekkor léteznek ε1, ε2 > 0 számok úgy, hogy O(x0, ε1) ⊆ S, továbbá
létezik egyértelműen ϕ leképezés, amelyre
a) a ϕ leképezés az O(0, ε2) gömbön van értelmezve, és értékeit az O(x0, ε1)
gömbből veszi fel, és
b) y ∈ O(0, ε2) esetén h(ϕ(y)) = y.

Erre a ϕ leképezésre teljesül, hogy ϕ(0) = x0, továbbá, hogy ϕ diffe-
renciálható egy O(0, ε3) nýılt gömbön, és

ϕ′(0) = (h′(x0))
−1.

Bizonýıtás: Alkalmazzuk az implicitfüggvény-tételt a

h̃(x, y) := h(x) − y (x ∈ S, y ∈ Rn)

függvényre, az S̃ := S ×Rn nýılt halmazra és az s̃ := (x0, 0) pontra. 2

13.8. Lemma: Legyen S ⊆ Rn nýılt halmaz, hj : S → R (j = 1, . . . , n)
differenciálható függvények, melyeknek gradiensleképezései folytonosak egy
x0 ∈ S pontban. Tegyük fel, hogy h(x0) = 0, és h′(x0) ∈ Rn×n nemszin-
guláris.

Ekkor x0 az
S′ := {x ∈ S : h(x) = 0}

halmaz izolált pontja.

Bizonýıtás: Legyen ε1, ε2, ϕ az előző tételben léırt tulajdonságú számok,
illetve leképezés. Ha x0 nem izolált pontja az S halmaznak, akkor létezik
az x0 ponttól különböző x̃0 ∈ O(x0, ε1) pont úgy, hogy h(x̃0) = 0. Változ-
tassuk meg ϕ értékét a 0 pontban, legyen x̃0. Ekkor egy a ϕ leképezéstől
különböző ϕ̃ leképezést kapunk, amelyre teljesülnek az előző tételben léırt
a) és b) tulajdonságok. Ez pedig ellentmond ϕ egyértelműségének. 2
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13.9. Tétel: Legyen S ⊆ Rn nýılt halmaz, hj : S → R (j = 1, . . . , l)
differenciálható függvények, melyeknek gradiensleképezései folytonosak egy
x0 ∈ S pontban. Legyen

S′ := {x ∈ S : h(x) = 0},

és tegyük fel, hogy az x0 ∈ S′ pontban a h′(x0) ∈ Rl×n mátrix rangja l
(speciálisan csak l ≤ n lehet). Ekkor

TD(x0, S
′) = Kerh′(x0), és TD(x0, S

′)∗ = Im (h′(x0)
T ).

Bizonýıtás: Tekintsük először azt az esetet, mikor l = n. Ekkor 13.8 szerint
x0 izolált pontja az S′ halmaznak, tehát

TD(x0, S
′) = {0}.

Mivel h′(x0) nemszingularitása miatt

Kerh′(x0) = {0},

azért a ḱıvánt egyenlőség ebben az esetben fennáll.
Feltehető tehát, hogy l < n, és az általánosság megszoŕıtása nélkül az is,

hogy a h′(x0) mátrixnak éppen az első l oszlopa által alkotott részmátrixa
nemszinguláris.

Lássuk be először a TD(x0, S
′) ⊆ Kerh′(x0) tartalmazást. E célból

legyen z ∈ TD(x0, S
′) tetszőleges nemnulla vektor. Ekkor léteznek pozi-

t́ıv λk (k = 1, 2, . . .) számok és xk ∈ S′ (k = 1, 2, . . .) elemek úgy, hogy
λk → 0 (k → ∞), és

xk − x0

λk
→ z (k → ∞).

A h′(x0) deriváltleképezés defińıciójából adódóan ugyanakkor

h(xk) − h(x0) − h′(x0)(xk − x0)

||xk − x0||
→ 0 (k → ∞).

Mivel h(xk) = 0 = h(x0), azért a számlálót és a nevezőt is leosztva a λk > 0
számmal, majd k-val a végtelenhez tartva a −h′(x0)z = 0 egyenlőséghez
jutunk, vagyis z ∈ Kerh′(x0) teljesül.
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A másik irányú tartalmazáshoz legyen z ∈ Kerh′(x0) nemnulla elem,
z = (a, b), ahol a ∈ Rl, b ∈ Rn−l. Hasonlóan tagolva legyen x0 = (u0, v0),
ahol u0 ∈ Rl, v0 ∈ Rn−l. Ekkor természetes jelölésekkel

h′u(x0)a+ h′v(x0)b = 0,

és h′u(x0) ∈ Rl×l nemszinguláris mátrix. Az implicitfüggvény-tétel szerint
létezik ε > 0 szám és az O(v0, ε) gömbön differenciálható ϕ : O(v0, ε) → Rl

leképezés úgy, hogy

u0 = ϕ(v0), és h(ϕ(v), v) = 0, (ϕ(v), v) ∈ S (v ∈ O(v0, ε)),

továbbá
h′u(x0)ϕ

′(v0) + h′v(x0) = 0.

Ezt az egyenletet jobbról megszorozva a b vektorral, oda jutunk, hogy

h′u(x0)(ϕ
′(v0)b− a) = 0,

amiből h′u(x0) nemszingularitása miatt ϕ′(v0)b− a = 0 következik. Speciá-
lisan b 6= 0, különben z = (a, b) = 0 lenne. Legyen

uk := ϕ(v0 +
1

k
b), vk := v0 +

1

k
b, xk := (uk, vk) (1/k < ε/||b||).

Ekkor vk ∈ O(v0, ε) miatt h(ϕ(vk), vk) = 0, vagyis h(xk) = 0, tehát xk ∈ S′.
Ugyanakkor ϕ differenciálhatósága miatt

ϕ(v0 + (1/k)b) − ϕ(v0) − ϕ′(v0)((1/k)b)

(1/k)||b|| → 0 (k → ∞),

vagyis
uk − u0

1/k
→ a (k → ∞).

Mivel ugyanakkor triviálisan

vk − v0
1/k

→ b (k → ∞),

azért
xk − x0

1/k
→ z (k → ∞),

és láthatóan z ∈ TD(x0, S
′). 2
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13.10. Következmény: Legyen S ⊆ Rn nýılt halmaz, aj ∈ Rn, βj ∈ R
(j = 1, . . . , l). Tegyük fel, hogy az

S′ :=
{

x ∈ S : aT
j x = βj (j = 1, . . . , l)

}

halmaz nemüres, legyen x0 ∈ S′. Az aj vektorokból, mint oszlopvektorokból
alkotott mátrixot jelölje A. Ekkor

TD(x0, S
′) = Ker (AT ), és TD(x0, S

′)∗ = ImA.

Bizonýıtás: Azt az esetet, mikor az aj vektorok lineárisan függetlenek,
elintézi 13.9. Továbbá S′ nemüres volta miatt az aj vektorok közül csak
ImA egy bázisát meghagyva sem S′, sem Ker (AT ) nem változik, ı́gy a
lineáris függetlenség feltehető. 2

13.11. Tétel: (második Dubovickij–Miljutyin-tétel) Tegyük fel, hogy x0

az (LP ) program lokális optimuma, továbbá teljesülnek az alábbi a), b), c)
és d) feltételek
a) ha legalább egy nemaffin hj függvény szerepel a programban, akkor a C
halmaz belseje nem üres;
b) a K−1 := TD(x0, {x ∈ S : hj(x) = 0 (j = 1, . . . , l)}) halmaz konvex kúp;
c) a K0 := DD(x0, S, f) halmaz konvex kúp nemüres belseje;
d) a Ki := ID(x0, {x ∈ S : gi(x) ≤ 0}) (i = 1, . . . ,m) halmazok mindegyike
konvex kúp nemüres belseje.

Ekkor léteznek ci ∈ K∗
i (i = −1, . . . ,m) nem mind nulla vektorok úgy,

hogy
(−∑m

i=−1 ci)
T (x− x0) ≥ 0 (x ∈ C), ha x0 6∈ riC

∑m
i=−1 ci ∈ (parC)⊥, ha x0 ∈ riC.

Bizonýıtás: Tegyük fel először, hogy x0 6∈ riC.
Tekintsük azt az esetet, mikor a programban szereplő hj függvények

legalább egyike nemaffin, ekkor az a) feltétel szerint intC 6= ∅, és akkor
ID(x0, C) a konvex FD(x0, C) kúp nemüres belseje.

Elég megmutatnunk, hogy

K−1 ∩ ID(x0, C) ∩
m⋂

i=0

Ki = ∅,
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akkor ugyanis az első Dubovickij–Miljutyin-tétel (6.9) szerint léteznek

ci ∈ K∗
i (i = −1, . . . ,m), ĉ ∈ ID(x0, C)∗

nem mind nulla vektorok úgy, hogy

ĉ+
m∑

i=−1

ci = 0,

és akkor ci ∈ K∗
i (i = −1, . . . ,m) megfelel (vö. 13.1).

Tegyük fel indirekt, hogy létezik

z ∈ K−1 ∩ ID(x0, C) ∩
m⋂

i=0

Ki

vektor. Ekkor létezik a C halmaznak olyan x0 csúcsú, z irányú cseppje,
amely az

{x ∈ C : f(x) < f(x0), gi(x) ≤ 0 (i = 1, . . . ,m)}

halmaz része. Legyen ez a csepp éppen a

conv (]x0, x0 + λz[∪O(x0 + λz, λε))

halmaz, ahol ε, λ > 0. Léteznek továbbá λk > 0 (k = 1, 2, . . .) számok és
xk ∈ S (k = 1, 2, . . .) elemek úgy, hogy

λk → 0 (k → ∞), hj(xk) = 0 (j = 1, . . . , l; k = 1, 2, . . .)
xk−x0

λk
→ z (k → ∞).

Nyilván
xk = x0 + λkz + (xk − x0 − λkz),

továbbá elég nagy k esetén

xk − x0 − λkz

λk
∈ O(0, ε), és λk < λ,

ı́gy elég nagy k esetén

xk ∈ x0 + λkz + λkO(0, ε) = x0 + λkO(z, ε),

vagyis xk a csepp eleme. Tehát az xk vektorok elég nagy k esetén az
(LP ) program f(x0)-nál kisebb célfüggvényértékű megengedett megoldásai,
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ugyanakkor xk → x0 (k → ∞), ami ellentmond annak, hogy x0 lokális
optimum.

Vizsgáljuk most azt az esetet, mikor az (LP ) program minden egyen-
lőség-feltétele lineáris, vagyis hj(x) = aT

j x− βj valamely aj ∈ Rn, βj ∈ R
esetén (j = 1, . . . , l). Az aj vektorokból, mint oszlopvektorokból, alkotott
mátrixot jelölje A, ekkor 13.10 szerint K−1 = Ker (AT ) altér, és továbbra
is ID(x0, C) = riFD(x0, C).

Megmutatjuk, hogy

K−1 ∩ ID(x0, C) ∩
m⋂

i=0

Ki = ∅.

Tegyük fel indirekt, hogy létezik

z ∈ K−1 ∩ ID(x0, C) ∩
m⋂

i=0

Ki.

Most is létezik a C halmaznak x0 csúcsú, z irányú cseppje, amely az

{x ∈ C : f(x) < f(x0), gi(x) ≤ 0 (i = 1, . . . ,m)}

halmaz része. Mivel z ∈ Ker (AT ), azért 0 < λ′ ≤ λ esetén x0 +λ′z az (LP )
program f(x0)-nál kisebb célfüggvényértékű megengedett megoldása, ami
ellentmond annak, hogy x0 lokális optimum. Ezért

(riK−1) ∩ (ri cone (C − x0)) ∩
m⋂

i=0

Ki = ∅,

és akkor a többkúpos Stiemke-tétel szerint léteznek

ci ∈ K∗
i (i = −1, . . . ,m), ĉ ∈ (C − x0)

∗

elemek úgy, hogy

ĉ+
m∑

i=−1

ci = 0,

de vagy valamelyik ci 6∈ −K∗
i , vagy ĉ 6∈ −(C − x0)

∗. Most sem lehet
minden ci = 0 (i = −1, . . . ,m), különben ĉ is nullvektor lenne, ezért ci
(i = −1, . . . ,m) megfelel.
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Végül az x0 ∈ riC eset az x0 6∈ riC esethez hasonlóan intézhető el,
mivel itt ID(x0, C) = (parC) \ {0}, és ı́gy

K−1 ∩ (parC) ∩
m⋂

i=0

Ki = ∅.

2

13.12. Tétel: Tegyük fel, hogy x0 az (LP ) program lokális optimuma,
továbbá teljesül a 13.11-beli a) feltétel.

(Fritz John) Ekkor léteznek λ0, λ1, . . . , λm ≥ 0 és µ1, . . . , µl ∈ R nem
mind nulla szorzók úgy, hogy a

ĉ := λ0∇f(x0) +
m∑

i=1

λi∇gi(x0) +
l∑

j=1

µj∇hj(x0)

jelöléssel
ĉT (x− x0) ≥ 0 (x ∈ C), ha x0 6∈ riC
ĉ ∈ (parC)⊥, ha x0 ∈ riC,

továbbá
λigi(x0) = 0 (i = 1, . . . ,m).

(Karush–Kuhn–Tucker) Ha x0 ∈ intC, akkor még λ0 = 1 is feltehető,
ha az alábbi feltételek egyike fennáll:
a) (Arrow–Hurwicz–Uzawa-feltétel) a ∇hj(x0) (j = 1, . . . , l) vektorok li-
neárisan függetlenek, továbbá létezik z ∈ Rn vektor úgy, hogy

(∇gi(x0))
T z < 0 (1 ≤ i ≤ m, gi(x0) = 0), és

(∇hj(x0))
T z = 0 (1 ≤ j ≤ l);

vagy az erősebb
b) (lineáris függetlenségi feltétel) a ∇gi(x0) (1 ≤ i ≤ m, gi(x0) = 0),
∇hj(x0) (j = 1, . . . , l) vektorok lineárisan függetlenek;
vagy
c)

(∇gi(x0))
T y ≤ 0 (1 ≤ i ≤ m, gi(x0) = 0),

(∇hj(x0))
T y = 0 (1 ≤ j ≤ l)

}

⇒ y ∈ FD(x0,LP).

(Itt LP az (LP ) program megengedett megoldásainak halmazát jelöli.)
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Bizonýıtás: Vegyük észre, hogy az alábbi esetekben könnyen találunk λi ≥ 0
(i = 0, . . . ,m), µj ∈ R (j = 1, . . . , l) nem mind nulla szorzókat úgy, hogy

ĉ = 0, λigi(x0) = 0 (i = 1, . . . ,m)

legyen:
– ∇f(x0) = 0 (ekkor legyen λ0 := 1, a többi szorzó nulla);
– ∇gi(x0) = 0 valamely 1 ≤ i ≤ m, gi(x0) = 0 esetén (ekkor legyen λi := 1,
a többi szorzó nulla);
– a ∇hj(x0) (j = 1, . . . , l) vektorok lineárisan összefüggnek (ekkor a 0 vektor
előáll lineáris kombinációjukként nem mind nulla µj ∈ R (j = 1, . . . , l)
súlyokkal, a többi szorzó legyen nulla).

Feltehető tehát, hogy a fenti esetek egyike sem áll fenn, vagyis
– ∇f(x0) 6= 0;
– 1 ≤ i ≤ m, gi(x0) = 0 esetén ∇gi(x0) 6= 0;
– a ∇hj(x0) (j = 1, . . . , l) vektorok lineárisan függetlenek.

Ekkor 13.9, 13.3 és 13.2 szerint, az előző tételbeli jelölésekkel
– K−1 konvex kúp, és K∗

−1 = Im (h′(x0))
T ;

– K0 konvex kúp nemüres belseje, és K∗
0 = −∇f(x0)R+;

– Ki = Rn\{0}, ha 1 ≤ i ≤ m, gi(x0) < 0, továbbá Ki konvex kúp nemüres
belseje, és K∗

i = −∇gi(x0)R+, ha 1 ≤ i ≤ m, gi(x0) = 0.
Tekintsük először az x0 6∈ riC esetet. Az előző tétel bizonýıtása során

láttuk, hogy ekkor

K−1 ∩ ID(x0, C) ∩
m⋂

i=0

Ki = ∅,

amiből

K−1 ∩ ID(x0, C) ∩K0 ∩
⋂

{Ki : 1 ≤ i ≤ m, gi(x0) = 0} = ∅

adódik. Mint az előző tétel bizonýıtásában, az első Dubovickij–Miljutyin-,
illetve a többkúpos Stiemke-tételből adódik, hogy léteznek c−1 ∈ K∗

−1,
c0 ∈ K∗

0 , ci ∈ K∗
i (1 ≤ i ≤ m, gi(x0) = 0) nem mind nulla vektorok úgy,

hogy ci := 0 (1 ≤ i ≤ m, gi(x0) < 0) mellett



−
m∑

i=−1

ci





T

(x− x0) ≥ 0 (x ∈ C).
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A fentiek szerint választhatók λ0 ≥ 0, λi ≥ 0 (1 ≤ i ≤ m, gi(x0) = 0) és
µ1, . . . , µl ∈ R nem mind nulla szorzók úgy, hogy

c−1 = −∑l
j=1 µj∇hj(x0), c0 = −λ0∇f(x0),

ci = −λi∇gi(x0) (1 ≤ i ≤ m, gi(x0) = 0).

Legyenek még λi := 0 (1 ≤ i ≤ m, gi(x0) < 0), ekkor ezek a szorzók
megfelelnek.

Az x0 ∈ riC eset hasonlóan intézhető el, mivel ekkor ID(x0, C) =
(parC) \ {0}, és ı́gy

K−1 ∩ (parC) ∩K0 ∩
⋂

{Ki : 1 ≤ i ≤ m, gi(x0) = 0} = ∅.

Most megmutatjuk, hogy ha x0 ∈ intC, továbbá teljesül az Arrow–
Hurwicz–Uzawa-feltétel, akkor feltehető, hogy λ0 6= 0 (és akkor persze az
is, hogy λ0 = 1).

Tegyük fel indirekt, hogy λ0 = 0. Mivel x0 ∈ intC, azért

∑

{λi∇gi(x0) : 1 ≤ i ≤ m, gi(x0) = 0} +
l∑

j=1

µj∇hj(x0) = 0.

Legyen z ∈ Rn olyan vektor, amelynek létezését az Arrow–Hurwicz–Uzawa-
feltétel garantálja, és szorozzuk meg az előbbi egyenlőséget skalárisan a z
vektorral. Ekkor persze egyrészt nullát kapunk, másrészt a

∑{

λiz
T∇gi(x0) : 1 ≤ i ≤ m, gi(x0) = 0

}

számot, ami kisebb lenne, mint nulla, ha valamelyik benne szereplő λi

szorzó pozit́ıv lenne. Ezért minden itt szereplő λi = 0. Ebből

l∑

j=1

µj∇hj(x0) = 0

adódik, ı́gy a ∇hj(x0) (j = 1, . . . , l) vektorok lineáris függetlensége miatt
µj = 0 (j = 1, . . . , l), ami ellentmond annak, hogy a λi, µj szorzók nem
mind nullák.

Most megmutatjuk, hogy a lineáris függetlenségi feltételből következik
az Arrow–Hurwicz–Uzawa-feltétel.

Ehhez elég azt az álĺıtást belátnunk, hogy ha a1, . . . , am, b1, . . . , bl ∈ Rn

lineárisan független vektorok, akkor létezik z ∈ Rn vektor úgy, hogy

aT
1 z < 0, . . . , aT

mz < 0, bT1 z = 0, . . . , bTl z = 0.
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Legyen
Li := lin ({a1, . . . , am, b1, . . . , bl} \ {ai}),

és jelölje Vi az L⊥
i altérre való vet́ıtésnek megfelelő vet́ıtő mátrixot. Láttuk,

hogy ez szimmetrikus, és a négyzete önmaga. Ezért zi := Viai (i =
1, . . . ,m) mellett, ai 6∈ Li miatt

aT
i zi = aT

i Viai = aT
i V

T
i Viai = ||Viai||2 = ||zi||2 > 0,

és természetesen aT
j zi = 0 (i 6= j). Ebből már látszik, hogy a

z := −
m∑

i=1

zi

vektor megfelel az Arrow–Hurwicz–Uzawa-feltételben.
Végül belátjuk, hogy a c) feltétel fennállása esetén is feltehető λ0 = 1.

Először is vegyük észre, hogy ha x0 lokális optimuma az (LP ) feladatnak, és
y ∈ FD(x0,LP), akkor ∇f(x0)

T y ≥ 0. (Valóban, elég kis λ > 0 számokra
x0 + λy ∈ LP teljesül, ı́gy f(x0 + λy) ≥ f(x0), és akkor

0 ≤ lim
λ→0+

f(x0 + λy) − f(x0)

λ
= ∇f(x0)

T y.)

Összevetve ezt a c) feltétellel, látjuk, hogy

AT
1 y ≥ 0, AT

2 y = 0 esetén bT y ≥ 0,

ahol
A1 := (−∇gi(x0) : 1 ≤ i ≤ m, gi(x0) = 0),
A2 := (−∇hj(x0) : 1 ≤ j ≤ l), b := ∇f(x0).

A Farkas-lemma (3.1) szerint léteznek x1, x2 vektorok úgy, hogy

A1x1 +A2x2 = b, x1 ≥ 0,

amivel a megfelelő λi, µj szorzók létezését igazoltuk. 2

A c) feltétel teljesül például, ha az ott szereplő gi, hj függvények affinok.
Bizonýıtás nélkül megjegyezzük, hogy c)-nél gyengébb elégséges feltételt
kapunk, ott FD(x0,LP) helyett a bővebb TD(x0,LP) halmazt ı́rva. Az
ı́gy nyert feltétel gyengébb a)-nál, b)-nél és a Kuhn–Tucker-feltételnél is
(amelyben a megengedett és az érintő irányok halmaza közé eső ún. elérhető
irányok halmaza szerepel), lásd [14], [1].
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A Karush–Kuhn–Tucker-tétel 13.12-vel analóg bizonýıtása (differenciál
helyett szubdifferenciállal) megtalálható [13]-ban.

A következő álĺıtás mutatja, hogy az erős Slater-feltételen ḱıvül az
Arrow–Hurwicz–Uzawa-feltétel és a lineáris függetlenségi feltétel is elégsé-
ges 12.10-hez és 12.13-hoz. Hasonló álĺıtás mondható ki erős helyett gyenge
Slater-pontra.

13.13. Álĺıtás: Tegyük fel, hogy az (LP ) programban nincsenek egyen-
lőség-feltételek, továbbá az egyenlőtlenség-feltételeket léıró függvények kon-
vexek is, és LP ∩ intC 6= ∅. Ekkor az alábbi álĺıtások ekvivalensek
a) az x̂ ∈ LP ∩ intC pontban teljesül az Arrow–Hurwicz–Uzawa-feltétel;
b) létezik erős Slater-pont, vagyis x̃ ∈ C pont úgy, hogy g(x̃) < 0;
c) minden x̂ ∈ C pontban teljesül az Arrow–Hurwicz–Uzawa-feltétel.

Bizonýıtás: Megmutatjuk, hogy a)-ból következik b). Legyen x̂ ∈ intC az
Arrow–Hurwicz–Uzawa-feltételt teljeśıtő pont, ekkor létezik z ∈ Rn vektor
úgy, hogy

(∇gi(x̂))
T z < 0 (1 ≤ i ≤ m, gi(x̂) = 0).

Elég kis ε > 0 esetén minden x̃ ∈ O(x̂, ε) pontra teljesül, hogy

x̃ ∈ C, gi(x̃) < 0 (1 ≤ i ≤ m, gi(x̂) < 0),
(∇gi(x̃))

T z < 0 (1 ≤ i ≤ m, gi(x̂) = 0).

Legyen λ > 0 olyan kicsi szám, hogy x̃ := x̂+ λz ∈ O(x̂, ε). Megmutatjuk,
hogy x̃ erős Slater-pont. Világos, hogy x̃ ∈ C, és hogy 1 ≤ i ≤ m, gi(x̂) < 0
esetén gi(x̃) < 0. Továbbá a gi függvények konvexitásából adódóan

0 = gi(x̂) ≥ gi(x̃) + (∇gi(x̃))
T (−λz) > gi(x̃) (1 ≤ i ≤ m, gi(x̂) = 0),

vagyis x̃ valóban erős Slater-pont.
Azt kell még igazolnunk, hogy b)-ből következik c) (“c)⇒a)” nyilván-

való). Legyen x̃ erős Slater-pont, x̂ ∈ C tetszőleges. Ekkor ismét a gi

függvények konvexitásából adódóan

0 > gi(x̃) ≥ gi(x̂) + (∇gi(x̂))
T (x̃− x̂) =

= (∇gi(x̂))T (x̃− x̂) (1 ≤ i ≤ m, gi(x̂) = 0),

vagyis z := x̃− x̂ mutatja, hogy az x̂ pontban teljesül az Arrow–Hurwicz–
Uzawa-feltétel. 2
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14. Absztrakt dualitás: a perturbált duál

Az értékfüggvény és a perturbált duál fogalmát először az elméletileg
könnyebben kezelhető lineáris programok esetében vezetjük be. Tekintsük
az alábbi standard alakú lineáris programot:

(LIP ) inf cTx, Ax = b, x ≥ 0,

ahol A ∈ Rm×n, b ∈ Rm, c ∈ Rn. Tegyük fel, hogy a (LIP ) program
vLIP optimumértéke véges (és ı́gy felvétetik). Olyan (LID) programot sze-
retnénk találni, amelynek ugyanaz az optimumértéke, mint a (LIP ) prog-
ramnak, vagyis vLIP = vLID teljesül. A (LID) program konstrukciójához
vezető első lépésként legyen p ∈ Rm, és tekintsük az alábbi lineáris prog-
ramot, a (LIP ) program perturbáltját:

(LIPp) inf cTx, Ax = b+ p, x ≥ 0.

Jelölje a (LIPp) program optimumértékét v(p), ekkor a v függvény a (LIP )
programhoz tartozó értékfüggvény.

14.1. Álĺıtás: Ha a (LIP ) program optimumértéke felvétetik, akkor a
hozzá tartozó v : Rm → R értékfüggvény valódi, poliédrikus (és ı́gy zárt)
konvex függvény. Továbbá a ∂v(0) szubgradiens halmaz nemüres.

Bizonýıtás: A v értékfüggvény epigráfja nyilván éppen a

{

(p, α) : létezik x ∈ Rn
+, amelyre Ax = b+ p, β ≥ cTx (β > α)

}

halmaz. Legyen V := (0, E) ∈ R(m+1)×(n+m+1), továbbá

P :=
{

(x, p, β) : x ≥ 0, Ax = b+ p, cTx ≤ β
}

,

ekkor nyilván
epi v = {(p, α) : (p, β) ∈ V P (β > α)}.

Mivel a P poliéder lineáris képe, azért V P is poliéder, speciálisan zárt,
ezért epi v = V P . Ebből már látszik, hogy v poliédrikus (és ı́gy alulról félig
folytonos) konvex függvény. A v konvex függvény valódi is, különben nem
lehetne véges a v(0) = vLIP érték (a (0,−1) vektor rec epi v eleme lenne,
ı́gy a (0, v(0)) epigráfbeli pontból ebbe az irányba indulva az epigráfban
maradnánk). Végül 10.5 szerint ∂v(0) nemüres. 2
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A (LID) program következő választása természetesnek tűnik:

(LID) sup f(0), f affin függvény és f ≤ v.

Ezek szerint (LID) optimumértéke

vLID = sup
{

yT0 − α : y ∈ Rm, α ∈ R, yTp− α ≤ v(p) (p ∈ Rm)
}

=

= sup {−α : y ∈ Rm, α ∈ R, vc(y) ≤ α} =
= sup {−vc(y) : y ∈ Rm} = vcc(0).

Látszik, hogy vLIP = vLID pontosan akkor, ha v(0) = vcc(0). Mivel 14.1
szerint a v értékfüggvény zárt, azért v(0) ∈ R esetén v(0) = vcc(0), a
primál és a duál optimumértékek megegyeznek. Továbbá az is könnyen
ellenőrizhető, hogy y pontosan akkor optimális megoldása a (LID) prog-
ramnak, ha y ∈ ∂v(0). Mivel 14.1 szerint ∂v(0) 6= ∅ is teljesül, azért ezzel
beláttuk a lineáris programokra vonatkozó erős dualitási tételt.

Az van hátra, hogy a (LID) programot a (LIP ) programot léıró A, b, c
függvényében ı́rjuk fel. Ehhez számoljuk ki az értékfüggvény konjugáltját:

vc(y) = sup
{

yT p− v(p) : p ∈ Rm
}

=

= supp sup
{

yT p− cTx : x ≥ 0, Ax = b+ p
}

=

= sup
{

yT p− cTx : x ≥ 0, Ax = b+ p, p ∈ Rm
}

=

= sup
{

yT (Ax− b) − cTx : x ≥ 0
}

=

= sup
{

(AT y − c)Tx : x ≥ 0
}

− bT y =

=

{

−bT y, ha AT y − c ≤ 0,
∞ különben.

Eszerint a duál program

(LID) sup−vc(y), y ∈ Rm = sup bT y, AT y ≤ c, y ∈ Rm,

a standard alakú lineáris program szokásos duálja.

Általában tekintsük az

(AP ) inf f(x), x ∈ Rn

absztrakt primál programot, ahol f : Rn → R tetszőleges függvény.
Tegyük fel, hogy adott még egy f̂ : Rn × Rm → R függvény úgy, hogy
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f̂(x, 0) = f(x) (x ∈ Rn) teljesül. Az ennek a “beágyazásnak” megfelelő
értékfüggvény legyen v, ahol

v(p) := inf
{

f̂(x, p) : x ∈ Rn
}

(p ∈ Rm).

A defińıció nyilvánvaló következménye, hogy vAP = v(0). Az absztrakt
primál programnak és a beágyazásnak megfelelő absztrakt duál prog-
ram

(AD) sup−vc(y), y ∈ Rm.

A gyenge dualitási tétel a fenti defińıciók nyilvánvaló következménye.

14.2. Álĺıtás: (absztrakt gyenge dualitás) Minden (AP ) absztrakt prog-
ram esetén vcc(0) = vAD ≤ vAP .

Bizonýıtás: Nyilván minden y ∈ Rm esetén

vc(y) = sup
{

yT p− v(p) : p ∈ Rm
}

≥ −v(0) = −vAP ,

ı́gy a bikonjugált függvény defińıciójából

vcc(0) = sup {−vc(y) : y ∈ Rm} ≤ v(0)

következik. 2

Az (AP ) absztrakt primál programot, adott beágyazása mellett, nor-
málisnak h́ıvunk, ha vAP = vAD. A vAP − vAD érték a dualitási rés.

14.3. Tétel: Tegyük fel, hogy vAP véges, és a v értékfüggvény konvex.
Ekkor az (AP ) program pontosan akkor normális, ha a v függvény alulról
félig folytonos a 0 pontban.

Bizonýıtás: Először is ha (AP ) normális program, akkor

v(0) = vcc(0) = (cl v)(0) ≤ v(0) ≤ v(0),

és ı́gy v(0) = v(0), vagyis v alulról félig folytonos a 0 pontban.
Másrészt ha v konvex függvény, v(0) véges, és v alulról félig folytonos a

0 pontban, akkor v valódi konvex függvény (különben v(p) = −∞ lenne
minden p ∈ ri dom v esetén, és a 0 pontot ri dom v-beli pontsorozattal
közeĺıtve, az alulról félig folytonosság miatt, v(0) = −∞ adódna). Ezért
vcc = cl v = v, és ı́gy vcc(0) = v(0). 2
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Most a v értékfüggvény konvexitásának egy elégséges feltételét adjuk.

14.4. Álĺıtás: Ha az f̂ : Rn × Rm → R függvény konvex, akkor a
v : Rm → R értékfüggvény is konvex.

Bizonýıtás: A v függvény defińıciójának nyilvánvaló következménye, hogy

epi v = {(p, α) : α ≥ v(p), α ∈ R} =

=
{

(p, α) : β ≥ f̂(xβ, p) valamely xβ esetén (β > α)
}

=
{

(p, α) : (p, β) ∈ V (epi f̂) (β > α)
}

,

ahol V := (0, E) ∈ R(m+1)×(n+m+1). Mivel az epi f̂ halmaz konvex, azért
V (epi f̂) is konvex halmaz, és ı́gy

v = epi−1(V (epi f̂))

konvex függvény (vö. 8.16). 2

Ha v : Rm → R konvex függvény, amely a 0 pontban szubdifferenciálha-
tó, akkor y ∈ ∂v(0) mellett teljesül, hogy v(p) ≥ v(0)+yT p (p ∈ Rm). Ezért
ekkor v(0) ≥ v(0), amiből nyilvánvalóan v(0) = v(0) adódik, vagyis v alulról
félig folytonos a 0 pontban, és 14.3 szerint az (AP ) program normális.
Valójában erősebb eredmény is igazolható, ha ∂v(0) nemüres.

14.5. Tétel: Ha vAP véges, akkor pontosan akkor teljesül, hogy az ŷ vektor
optimális megoldása a duál programnak és vAP = vAD, ha ŷ ∈ ∂v(0).

Bizonýıtás: Legyen ŷ ∈ ∂v(0), ekkor a tétel előtti megjegyzés szerint vAP =
vAD. Ezért ekkor

v(p) ≥ v(0) + ŷT p = vcc(0) + ŷT p = vAD + ŷT p (p ∈ Rm),

és ı́gy

−vc(ŷ) = inf
{

v(p) − ŷT p : p ∈ Rm
}

≥ vAD,

ami az ŷ vektor duál optimalitását is mutatja.
Megford́ıtva ha

−vc(ŷ) = vAD = vAP = v(0),

akkor a Fenchel-egyenlőtlenség szerint

v(p) ≥ −vc(ŷ) + ŷT p = v(0) + ŷTp (p ∈ Rm),

és ı́gy ŷ ∈ ∂v(0). 2
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14.4-ben kapcsolatot találtunk az epi f̂ és epi v epigráfok között. E
kapcsolatot ı́rjuk le most pontosabban.

14.6. Álĺıtás: Legyen V := (0, E) ∈ R(m+1)×(n+m+1), ekkor

V epi f̂ ⊆ epi v ⊆ clV epi f̂ .

Továbbá ha f̂ : Rn ×Rm → R konvex függvény, akkor

ri epi v = riV epi f̂ = V ri epi f̂ .

Bizonýıtás: Ha (p, α) a V epi f̂ halmaz eleme, akkor létezik x̂ ∈ Rn vektor
úgy, hogy (x̂, p, α) az epi f̂ halmaz eleme, vagyis α ≥ f̂(x̂, p). Ezért

α ≥ v(p) = inf
{

f̂(x, p) : x ∈ Rn
}

,

és ı́gy (p, α) ∈ epi v. Továbbá ha (p, α) ∈ epi v, akkor, mint azt 14.4
bizonýıtása során láttuk, (p, β) a V epi f̂ halmaz eleme minden β > α esetén,
és ı́gy (p, α) ∈ clV epi f̂ is teljesül. Végül 14.4 szerint f̂ konvexitása esetén
v is konvex, ı́gy epi v nemüres, konvex halmaz. A már bizonýıtottakból

ri (V epi f̂) ⊆ epi v ⊆ cl (V epi f̂)

adódik, és ı́gy 4.8 szerint ri (epi v) = ri (V epi f̂). Az utolsó igazolandó
egyenlőség 4.21 következménye. 2

3.25 szerint ha epi f̂ poliéder, akkor V epi f̂ is poliéder, speciálisan zárt,
és ı́gy epi v = V epi f̂ poliéder. Ebből már következik, hogy ha vAP véges,
akkor vAP = vAD, és a duál optimális megoldások nemüres halmaza éppen
∂v(0) (vö. 10.5, 14.5). Ha azonban f̂ nem poliédrikus függvény, akkor a
szubdifferenciálhatóság más elégséges feltételét kell keresnünk.

Tegyük fel, hogy az (AP ) programhoz tartozó f̂ : Rn × Rm → R
függvény valódi konvex függvény. Azt mondjuk, hogy az (AP ) program
teljeśıti a Slater-feltételt, ha létezik x ∈ Rn vektor úgy, hogy

(x, 0) ∈ ri dom f̂ .

14.7. Álĺıtás: Az (AP ) program pontosan akkor teljeśıti a Slater-feltételt,
ha 0 ∈ ri dom v.
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Bizonýıtás: 8.18 szerint

ri epi v = {(p, α) : α ∈ R, α > v(p), p ∈ ri dom v}

és
ri epi f̂ =

{

(x, p, α) : α ∈ R, α > f̂(x, p), (x, p) ∈ ri dom f̂
}

.

Továbbá 14.6 szerint ri epi v = V ri epi f̂ , ahol szokás szerint V := (0, E) ∈
R(m+1)×(n+m+1). Ebből pedig

(x, 0) ∈ ri (dom f̂) ⇐⇒ (x, 0, α) ∈ ri (epi f̂) (α > f(x)) ⇐⇒
⇐⇒ (0, α) ∈ ri (epi v) ⇐⇒ 0 ∈ ri (dom v)

következik, amit igazolni kellett. 2

Most már könnyen ellenőrizhető a következő eredmény.

14.8. Tétel: (absztrakt erős dualitás) Ha vAP véges, és az (AP ) prog-
ram teljeśıti a Slater-feltételt, akkor vAP = vAD, és a duál program op-
timumértéke felvétetik. Továbbá a duál program optimális megoldásainak
halmaza éppen a ∂v(0) halmaz.

Bizonýıtás: Mivel az (AP ) program teljeśıti a Slater-feltételt, azért 14.7
szerint 0 ∈ ri (dom v), ı́gy v(0) = (cl v)(0) = vcc(0), és a v valódi konvex
függvény szubdifferenciálható a 0 pontban (10.8). 2

A fejezet hátralévő részében két példát elemzünk, és valamivel gyengébb
formában igazoljuk 12.5-öt és 11.7 d)-t.

Tekintsük először a Lagrange-féle primál feladatot, az

inf f0(x), fi(x) ≤ 0 (1 ≤ i ≤ k); fi(x) = 0 (k + 1 ≤ i ≤ m); x ∈ C

programot, ahol fi : C → R (0 ≤ i ≤ k) konvex függvények, fi : Rn → R
(k + 1 ≤ i ≤ m) affin függvények, és C ⊆ Rn nemüres, konvex halmaz. A
beágyazó függvény, f̂ legyen

f̂(x, p) :=

{

f0(x), ha (x, p) megengedett,
∞ különben,

ahol az (x, p) megengedettsége alatt azt értjük, hogy

fi(x) ≤ pi (1 ≤ i ≤ k), fi(x) = pi (k + 1 ≤ i ≤ m), x ∈ C.
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Az értékfüggvény, v tehát

v(p) = inf{f0(x) : (x, p) megengedett} (p ∈ Rm).

Ekkor
dom f̂ = {(x, p) : (x, p) megengedett} = C ′ ∩M,

ahol
C ′ := {(x, p) : fi(x) ≤ pi (1 ≤ i ≤ k), x ∈ C},

M := {(x, p) : fi(x) = pi (k + 1 ≤ i ≤ m), x ∈ Rn}.
Itt M ⊆ Rn+m affin halmaz, ı́gy riM = M . Továbbá C ′ ⊆ Rn+m konvex
halmaz, és nem nehéz belátni, hogy

riC ′ = {(x, p) : fi(x) < pi (1 ≤ i ≤ k), x ∈ riC}.

(A ⊆ tartalmazás 8.18 megfelelő részének mintájára igazolható. A ford́ıtott
tartalmazáshoz azt kell belátnunk, hogy C ′ minden eleme túlhúzható a jobb
oldali halmaz bármely elemén a C ′ halmazban. Ez pedig 10.1 egyszerű
következménye.)

Mivel M ∩ riC ′ nemüres (x ∈ riC esetén

p := (f1(x) + 1, . . . , fk(x) + 1, fk+1(x), . . . , fm(x))T

mellett (x, p) a metszet eleme), azért ri (dom f̂) = M ∩ riC ′. Ezért ha
létezik x̂ ∈ Rn vektor, amelyre

fi(x̂) < 0 (1 ≤ i ≤ k), fi(x̂) = 0 (k + 1 ≤ i ≤ m), x̂ ∈ riC

teljesül, akkor (x̂, 0) ∈ ri (dom f̂), vagyis a primál program teljeśıti a Slater-
feltételt.

14.9. Álĺıtás: A fenti program értékfüggvényének konjugáltját az alábbi
képlet határozza meg

vc(y) =

{

sup {∑m
i=1 yifi(x) − f0(x) : x ∈ C} , ha yi ≤ 0 (1 ≤ i ≤ k),

∞ különben.

Bizonýıtás: Legyen

C ′′ :=
{

(x, p) ∈ C ×Rk : fi(x) ≤ pi (1 ≤ i ≤ k)
}

,

270



továbbá y ∈ Rm tetszőleges vektor. Ekkor a konjugált függvény defińıció-
jából kapjuk, hogy

vc(y) = sup
{

yT p− v(p) : p ∈ Rm
}

=

= supp∈Rm sup
{

yT p− f0(x) : (x, p) megengedett
}

=

= sup
{

yT p− f0(x) : (x, p) megengedett
}

=

= sup
{
∑k

i=1 yipi +
∑m

i=k+1 yifi(x) − f0(x) : (x, p) ∈ C ′′
}

=

= sup
{
∑m

i=1 yifi(x) − f0(x) +
∑k

i=1 yi(pi − fi(x)) : (x, p) ∈ C ′′
}

.

Ha létezik 1 ≤ i ≤ k index úgy, hogy yi > 0, akkor, mivel

(x, (f1(x), . . . , fi(x) + λ, . . . , fk(x))
T ) ∈ C ′′

minden λ ≥ 0 esetén, az utolsó szumma tetszőleges nagy lehet, és ı́gy ebben
az esetben vc(y) = ∞. Ha pedig yi ≤ 0 (1 ≤ i ≤ k), akkor az utolsó szumma
legfeljebb 0 minden (x, p) ∈ C ′′ esetén, tehát ebben az esetben

vc(y) = sup

{
m∑

i=1

yifi(x) − f0(x) : x ∈ C

}

.

2

Ezek szerint a fenti primál program absztrakt duálisa

sup {−vc(y) : y ∈ Rm} =

= sup
{

− sup {∑m
i=1 yifi(x) − f0(x) : x ∈ C} : y ∈ Rk

− ×Rm−k
}

=

= sup
{

inf {f0(x) +
∑m

i=1 yifi(x) : x ∈ C} : y ∈ Rk
+ ×Rm−k

}

,

a szokásos Lagrange-duál. Most már kimondható 12.5 alábbi speciális esete:

14.10. Tétel: Ha az fi : C → R (0 ≤ i ≤ k) függvények konvexek,
az fi : Rn → R (k + 1 ≤ i ≤ m) függvények affinok, és C ⊆ Rn konvex
halmaz, továbbá létezik x̂ ∈ riC vektor úgy, hogy

fi(x̂) < 0 (1 ≤ i ≤ k), és fi(x̂) = 0 (k + 1 ≤ i ≤ m)

teljesül rá, akkor a fenti Lagrange-féle primál és duál programok optimum-
értékei megegyeznek, és a duál program optimumértéke felvétetik, ha véges.
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Bizonýıtás: A beágyazó függvény epigráfja a Lagrange primál program
esetében

epi f̂ =
{

(x, p, α) : f0(x) − α ≤ 0, (x, p) ∈ dom f̂
}

könnyen láthatóan konvex halmaz, mivel konvex függvények ńıvóhalmazai-
nak metszete. Ezért 14.4 szerint a v értékfüggvény is konvex. Továbbá
tudjuk, hogy a tételben léırt tulajdonságú x̂ pont létezése ekvivalens azzal,
hogy (x̂, 0) ∈ ri (dom f̂), vagyis azzal, hogy a primál program teljeśıti a
Slater-feltételt. A vAP ∈ R esetben ezek után a tétel 14.8 következménye,
a vAP = −∞ esetben pedig a gyenge dualitási tétel miatt egyezik meg az
(AP ) és (AD) programok optimumértéke. 2

Vizsgáljuk most az

inf f0(x) + f1(x), x ∈ Rn

Fenchel primál programot, ahol f0, f1 : Rn → R legyenek valódi konvex
függvények. A beágyazó f̂ függvény most legyen az alábbi

f̂(x, p) := f0(x− p) + f1(x) (x ∈ Rn, p ∈ Rn).

Ekkor f̂ nyilván szintén valódi konvex függvény. Továbbá

14.11. Álĺıtás: Pontosan akkor teljesül, hogy (x, 0) ∈ ri (dom f̂) valamely
x ∈ Rn esetén, ha a ri (dom f0) és a ri (dom f1) halmazok összemetszenek.

Bizonýıtás: Vegyük észre, hogy

dom f̂ =
{

(x, p) : f̂(x, p) <∞
}

=

= {(x, p) : x− p ∈ dom f0, és x ∈ dom f1}.

Ebből már könnyen adódik, hogy a V := (0, E) ∈ Rn×2n jelöléssel

V dom f̂ = dom f1 − dom f0,

és ı́gy
V ri (dom f̂) = ri (V dom f̂) =

= ri (dom f1 − dom f0) =
= ri (dom f1) − ri (dom f0).

Látjuk, hogy (ri dom f1) ∩ (ri dom f0) 6= ∅ pontosan akkor, ha a 0 pont
V ri (dom f̂)-beli, pontosan akkor, ha az (x, 0) ∈ ri (dom f̂) valamely x ∈ Rn

esetén. 2
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Most kiszámoljuk a Fenchel primál program absztrakt duálját. Ehhez
vegyük észre, hogy

vc(y) = sup
{

yTp− v(p) : p ∈ Rn
}

=

= supp∈Rn

{

sup
{

yT p− f0(x− p) − f1(x) : x ∈ Rn
}}

=

= sup
{

yT p− f0(x− p) − f1(x) : (x, p) ∈ R2n
}

=

= sup
{

yT (p− x) − f0(x− p) + yTx− f1(x) : (x, p) ∈ R2n
}

=

= sup
{

−yT z − f0(z) + yTx− f1(x) : (x, z) ∈ R2n
}

=

= sup
{

−yT z − f0(z) : z ∈ Rn
}

+ sup
{

yTx− f1(x) : x ∈ Rn
}

=

= f c
0(−y) + f c

1(y).

Ebből már látszik, hogy a Fenchel primál program absztrakt duálja

sup−vc(y), y ∈ Rn = sup−f c
0(−y) − f c

1(y), y ∈ Rn,

a szokásos Rockafellar duál program ebben a speciális esetben. A megfelelő
erős dualitási tétel 14.10 mintájára igazolható (vö. 11.7 d)).

14.12. Tétel: Legyenek f0, f1 : Rn → R valódi konvex függvények, és
tegyük fel, hogy (ri dom f0) ∩ (ri dom f1) nemüres. Ekkor a fenti Fenchel
primál és duál programok optimumértékei megegyeznek, és a duál program
optimumértéke felvétetik, ha véges. 2
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Függelékek

A. Eltolás politóppal: zártság

A 6.27 összefoglaló zártsági tételig vezető utunk során érdekes meg-
figyelni, hogy mely tételek bizonýıtása használja a Bolzano–Weierstrass-
tételt. A második Hahn–Banach-tételt például az első Hahn–Banach-tétel
seǵıtségével igazoljuk, amelynek bizonýıtása Weierstrass tételére, és ı́gy
végső soron a Bolzano–Weierstrass-tételre alapszik ([7]). Ismeretes azonban
a második Hahn–Banach-tételnek egy a Bolzano–Weierstrass-tételt nem
használó bizonýıtása is (a harmadikként léırt bizonýıtás ilyen, lásd az 5.
fejezetet). A második Hahn–Banach-tételből pedig már azonnal következik
az első Hahn–Banach-tétel azon speciális esete, mikor C1 egy pont (sze-
paráljuk a C1 körüli, a C2 halmaztól diszjunkt, nýılt gömböt és C2 re-
lat́ıv belsejét!), tehát 3.28 is. Ezen észrevételek seǵıtségével igazolható az
első Hahn–Banach-tételnek az a speciális esete, mikor C1 politóp (A.1),
továbbá hogy egy politóp és egy zárt, konvex halmaz összege zárt, konvex
halmaz (A.2) — mindez a Bolzano–Weierstrass-tétel felhasználása nélkül!
Ezek után az is könnyen belátható, hogy a 6.27-ben a)⇒d)-re adott két
bizonýıtás közül a)⇒b’)⇐⇒d) “algebraibb”, mint az a)⇐⇒c)⇒d), hiszen
az előbbi végigvihető a Bolzano–Weierstrass-tétel nélkül is, mı́g az utóbbi,
úgy tűnik, nem.

A most következő két álĺıtást már beláttuk (általánosabban is, lásd
3.26 és 4.12), itt léırt bizonýıtásuk azonban nem használja a Bolzano–
Weierstrass-tételt.

A.1. Lemma: Ha a Q ⊆ Rd politóp diszjunkt a C ⊆ Rd zárt, konvex
halmaztól, akkor Q és C erősen szeparálhatók.

Bizonýıtás: Feltehető, hogy C = K kúp. (Ha nem ı́gy lenne, akkor szepa-
ráljuk erősen a {1} ×Q politópot és a clK(C) zárt, konvex kúpot!)
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Mivel Q politóp, azért léteznek x1, . . . , xk ∈ Rd pontok úgy, hogy Q ezek
konvex burka. Jelölje X azt a mátrixot, amelynek oszlopvektorai rendre
x1, . . . , xk. Legyen

S :=
{

a ∈ Rd : aTx1 < 0, . . . , aTxk < 0
}

.

Azt kell megmutatnunk, hogy S ésK∗ összemetsz, akkor ugyanis a ∈ S∩K∗

esetén
max aTQ = max{aTx1, . . . , a

Txk} < 0 = min aTK,

vagyis Q és K erősen szeparálhatók.
Először is S nem üres, különben nem létezne olyan a ∈ Rd vektor sem,

amelyre
XT a ≤ −1

teljesül, és akkor 3.32 szerint létezne y ∈ Rk vektor úgy, hogy

Xy = 0, y ≥ 0, 1T y > 0,

amikor isX(y/(1T y)) = 0 ∈ Q∩K lenne, holottQ ésK diszjunkt halmazok.
Következő észrevételünk, hogy

clS = −Ker+X
T .

A nemtriviális irányhoz legyen a ∈ −Ker+X
T . Ha most a0 ∈ S, akkor

[a0, a] \ {a} ⊆ S, ı́gy a ∈ clS is teljesül.
A második Hahn–Banach-tételből adódik, hogy diszjunkt konvex hal-

mazok szeparálhatóak. Ezért ha S és K∗ diszjunkt lenne, akkor létezne
x ∈ Rd \ {0} vektor úgy, hogy

xTS ≤ 0 ≤ xTK∗

teljesül. Ekkor

x ∈ K∗∗ = K, x ∈ −S∗ = −(clS)∗ = (Ker+X
T )∗ = Im+X

lenne; x = Xz, z ≥ 0, z 6= 0 mellett x/(1T z) ∈ K ∩Q teljesülne, ami K és
Q diszjunktsága miatt ellentmondás. 2

A.2. Tétel: Ha Q ⊆ Rd politóp, C ⊆ Rd pedig zárt, konvex halmaz,
akkor Q+ C is zárt, konvex halmaz.
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Bizonýıtás: Mivel Q politóp, azért léteznek x1, . . . , xk ∈ Rd pontok úgy,
hogy Q ezek konvex burka. Egy pont és egy őt nem tartalmazó zárt, kon-
vex halmaz erősen szeparálható, ezért minden zárt, konvex halmaz az őt
tartalmazó zárt félterek metszete. Tegyük fel, hogy C-nek ez az előálĺıtása

C = ∩i∈I

{

x ∈ Rd : aT
i x ≤ βi

}

.

Megmutatjuk, hogy ekkor

Q+ C = ∩i∈I

{

x ∈ Rd : aT
i x ≤ βi + max

j=1,...,k
{aT

i xj}
}

.

A jobb oldali (zárt, konvex) halmazt jelölje S. A nemtriviális S ⊆ Q + C
tartalmazáshoz legyen x 6∈ Q+C, ekkor az x−Q politóp és a C zárt, konvex
halmaz diszjunktak, és ı́gy erősen szeparálhatók. Létezik tehát i ∈ I index
úgy, hogy

βi = sup aT
i C < min aT

i (x−Q) = min
j=1,...,k

aT
i (x− xj),

amikor is
βi + max

j=1,...,k
aT

i xj < aT
i x

mutatja, hogy x 6∈ S. Ezért S ⊆ Q + C, és ı́gy Q + C = S zárt, konvex
halmaz. 2

Most A.2 megford́ıtását, A.4-et igazoljuk, ismét csak a Bolzano–Weier-
strass-tétel felhasználása nélkül. Szükségünk lesz az alábbi geometriailag
szemléletes, könnyen vizualizálható lemmára.

A.3. Lemma: Legyen Q ⊆ Rd politóp, a q1, . . . , qt pontok konvex burka.
Legyenek továbbá p1, . . . , pt olyan pontok, amelyekre pi ∈ Q−qi (1 ≤ i ≤ t).
Ekkor léteznek nemnegat́ıv, nem mind nulla λ1, . . . , λt szorzók úgy, hogy
∑t

i=1 λipi = 0.

Bizonýıtás: A pi pontok

pi =
t∑

j=1

εijqj − qi (1 ≤ i ≤ t)

alakúak, ahol εij ≥ 0 (1 ≤ i, j ≤ t), és
∑t

j=1 εij = 1 (1 ≤ i ≤ t). Jelölje N
az εij szorzókból alkotott mátrixot. Ekkor N ∈ Rt×t nemnegat́ıv mátrix,
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amelynek minden sorösszege 1, ı́gy nem létezhet x ∈ Rt vektor, amelyre
Nx > x. (Ugyanis különben az x =: (ξ1, . . . , ξt)

T jelöléssel

x < Nx ≤ (max
1≤i≤t

ξi)N1 = (max
1≤i≤t

ξi)1

lenne, ami ellentmondás.) Ezért nem létezik olyan x ∈ Rt vektor sem,
amelyre

(N − E)x ≥ 1,

amikor is 3.32 szerint létezik y ∈ Rt vektor úgy, hogy

NT y = y, y ≥ 0, 1T y > 0.

Az y vektor i-edik elemét λi-vel jelölve a λi (1 ≤ i ≤ t) szorzók megfelelnek
a ḱıvánalmaknak: teljesülnek a

t∑

i=1

λipi =
t∑

i=1

t∑

j=1

λiεijqj −
t∑

i=1

λiqi

=
t∑

j=1

(
t∑

i=1

λiεij − λj

)

qj

=
t∑

j=1

0 · qj = 0

egyenlőségek; a lemmát bebizonýıtottuk. 2

A.4. Tétel: Legyen Q ⊆ Rd politóp, a q1, . . . , qt pontok konvex burka, és
legyen C ⊆ Rd konvex halmaz. Ha a Q+ C halmaz zárt, akkor C is zárt.

Bizonýıtás: Legyen ck ∈ C (k = 1, 2, . . .), és tegyük fel, hogy ck → c∞
(k → ∞). Megmutatjuk, hogy c∞ ∈ C. Minden 1 ≤ i ≤ t esetén a qi + ck
(k = 1, 2, . . .) sorozat a qi + c∞ ponthoz konvergál. Mivel a Q+ C halmaz
zárt, azért qi + c∞ ∈ Q+ C. Léteznek tehát q′i ∈ Q és c′i ∈ C pontok úgy,
hogy qi + c∞ = q′i + c′i (1 ≤ i ≤ t). A.3 szerint léteznek nemnegat́ıv, nem
mind nulla λ1, . . . , λt szorzók, amelyekkel

∑t
i=1 λi(q

′
i − qi) = 0. De akkor

t∑

i=1

λic∞ =
t∑

i=1

λic
′
i +

t∑

i=1

λi(q
′
i − qi) =

t∑

i=1

λic
′
i

is fennáll; látjuk, hogy a c∞ pont a C-beli c′i pontok konvex kombinációja-
ként maga is C-beli. Ezzel beláttuk a C halmaz zártságát. 2
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Az alábbi lemmában léırt egyszerű észrevétel seǵıtségével az A.4 tétel
jelentősen általánośıtható.

A.5. Lemma: Legyen S ⊆ Rd tetszőleges halmaz. Ekkor

S + d · conv S = (d+ 1) · conv S.

Bizonýıtás: 3.21 szerint a conv S-beli elemek legfeljebb d+1 S-beli elem kon-
vex kombinációjaként is előállnak. Egy ilyen előálĺıtásban legalább az egyik
súly legalább 1/(d+ 1). A megfelelő S-beli elemet kivonva a (d+ 1)conv S-
beli elemből, dconv S-beli elemet kapunk. Ezzel beláttuk a nemtriviális
tartalmazást. 2

A.6. Tétel: Legyen S ⊆ Rd véges sok politóp úniója, és legyen C ⊆ Rd

konvex halmaz. Ha az S + C halmaz zárt, akkor C is zárt.

Bizonýıtás: Adjuk a zárt S + C halmazhoz a dconv S politópot. Ekkor a
politóp kompaktsága és az A.5 lemma miatt a zárt C+(d+1)conv S halmazt
kapjuk. Mivel az utóbbi összegben C konvex halmaz, (d+1)conv S politóp,
azért a már elintézett speciális eset, A.4 alkalmazható. A C konvex halmaz
zártsága adódik; a bizonýıtást befejeztük. 2

Megjegyezzük, hogy C konvexitásának feltétele nem hagyható el a té-
telben:

C0 := {0} ∪ {x ∈ R : x > 1} nem zárt halmaz,

bár

S0 := {0, 1} ⊆ R véges halmaz,

S0 + C0 = {0} ∪ {x ∈ R : x ≥ 1} zárt halmaz.

B. Eltolás politóppal: egyéb tulajdonságok

Az előző fejezet tételei kis módośıtással érvényben maradnak akkor is,
ha bennük a “zártság” tulajdonságot formálisan a “relat́ıv nýılt”, “véges
exponált lapú”, illetve “poliéder” tulajdonságokra cseréljük.
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Először relat́ıv nýılt halmazokra bizonýıtjuk A.2, A.4 és A.6 megfelelő-
jét.

Egy nýılt halmazhoz tetszőleges halmazt hozzáadva nýılt halmazt ka-
punk. Ezért nyilvánvaló, hogy

B.1. Tétel: Ha Q ⊆ Rd politóp, C ⊆ Rd relat́ıv nýılt, konvex halmaz,
továbbá parQ ⊆ parC (vagyis Q egy eltoltja aff C-beli), akkor a Q + C
halmaz relat́ıv nýılt. 2

Az (A.4-nek megfelelő) megford́ıtáshoz szükségünk lesz az alábbi lem-
mára.

B.2. Lemma: Legyen S ⊆ Rd kompakt halmaz, és legyen C ⊆ Rd konvex
halmaz. Ha az S + C halmaz relat́ıv nýılt, konvex, akkor

parS ⊆ parC = par (S + C).

Bizonýıtás: Lássuk be először, hogy parS ⊆ parC. Tegyük fel indirekt,
hogy létezik ℓ ∈ (parS) \ (parC). Ekkor létezik a ∈ Rd vektor úgy, hogy
aT parC = 0 < aT ℓ, és létezik egy β ∈ R konstans is úgy, hogy a C
konvex halmaz a H := {x : aTx = β} hiperśık része. Legyen s∗ ∈ S,
amelyre aT s∗ = max{aT s : s ∈ S}, az S halmaz kompaktsága miatt ilyen s∗

választható. Mivel ℓ ∈ par (S+C) is teljesül, azért az S+C halmaz relat́ıv
nýıltsága miatt tetszőleges c ∈ C, és elég kis ε > 0 esetén s∗+c+εℓ ∈ S+C.
Márpedig

aT (s∗ + c+ εℓ) > aT s∗ + β = max aT (S + C),

ami ellentmondás. Ezzel beláttuk, hogy parS ⊆ parC.
Ezek után a parC = par (S +C) egyenlőséget a nyilvánvaló

par (S + C) = aff (S + C) − s0 − c0 ⊆ aff S + aff C − s0 − c0 =

= parS + parC = parC ⊆ par (S + C)

tartalmazáslánc bizonýıtja. (Itt s0 ∈ S, c0 ∈ C tetszőleges.) 2

B.3. Tétel: Legyen Q ⊆ Rd politóp, a q1, . . . , qt pontok konvex burka.
Legyen továbbá C ⊆ Rd konvex halmaz. Ha a Q + C halmaz relat́ıv nýılt,
akkor a C halmaz is relat́ıv nýılt, és parQ ⊆ parC.

Bizonýıtás: A Q+ C halmaz relat́ıv nýıltsága azt jelenti, hogy

Q+ C = (riQ) + (riC).
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Legyen c ∈ C, ekkor minden 1 ≤ i ≤ t esetén léteznek q′i ∈ riQ és c′i ∈ riC
pontok úgy, hogy qi + c = q′i + c′i. A.3 szerint választhatók nemnegat́ıv,
nem mind nulla λ1, . . . , λt szorzók, amelyekkel

∑t
i=1 λi(q

′
i − qi) = 0. Mint

A.4 bizonýıtásában, most is

t∑

i=1

λic =
t∑

i=1

λic
′
i +

t∑

i=1

λi(q
′
i − qi) =

t∑

i=1

λic
′
i,

a c pont a c′i ∈ riC pontok konvex kombinációja, ı́gy c ∈ riC. Ezzel
beláttuk, hogy C ⊆ riC, azaz a C halmaz relat́ıv nýıltságát, a parQ ⊆
parC tartalmazás pedig B.2 azonnali következménye. 2

Most már A.6 mintájára könnyen belátható B.3 alábbi általánośıtása.

B.4. Tétel: Legyen S ⊆ Rd véges sok politóp úniója, és legyen C ⊆ Rd

konvex halmaz. Ha az S+C halmaz relat́ıv nýılt, konvex [nýılt], akkor a C
halmaz is relat́ıv nýılt [nýılt], és parS ⊆ parC. 2

A “véges exponált lapú” tulajdonság esetében A.2 analogonját az alábbi
tétel ı́rja le.

B.5. Tétel: Legyen Q ⊆ Rd politóp, a q1, . . . , qt pontok konvex burka.
Legyen továbbá C ⊆ Rd konvex halmaz, amelynek csak véges sok exponált
lapja van. Ekkor a Q+C halmaznak is csak véges sok exponált lapja van.

Bizonýıtás: Mivel
Q+ C = conv ∪t

i=1 (qi + C),

azért tetszőleges a ∈ Rd vektor esetén

inf aT (Q+ C) = inf ∪t
i=1a

T (qi + C) =
= min1≤i≤t inf aT (qi + C) = min aT {q1, . . . , qt} + inf aTC.

Innen már látszik, hogy ha F̂ a Q + C halmaz egy a ∈ Rd vektor által
exponált lapja, akkor az a vektor a C [Q] halmaz egy F [G] lapját exponálja,
amelyre F̂ = F +G. Utóbbi t́ıpusú összegből csak véges sok féle lehet (Q
és C exponált lapjai is véges sokan vannak), ezért az F̂ exponált lap is csak
véges sok féle lehet. 2

Megjegyezzük, hogy politóp + véges exponált lapú, konvex halmaz lap-
jainak száma lehet végtelen. Legyen például a politóp a csak az origót
tartalmazó halmaz, a véges exponált lapú, konvex halmaz pedig R3-ben
egy nýılt féltér únió a határának egy zárt körlap része. Zárt példa nincs,
mert zárt, véges lapú = poliéder = zárt, véges exponált lapú 7.12 szerint.
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B.5 megford́ıtása, A.4 analogonja a

B.6. Tétel: Legyen Q ⊆ Rd politóp, és legyen C ⊆ Rd konvex halmaz. Ha
a Q + C konvex halmaznak csak véges sok exponált lapja van, akkor a C
konvex halmaznak is csak véges sok exponált lapja van.

Bizonýıtás: Jelölje S azoknak az (F,G) pároknak a halmazát, amelyekben
az F ∈ EF(C), G ∈ EF(Q) lapokat ugyanaz az a ∈ Rd vektor exponálja.
Könnyen belátható, hogy ha (F,G) ∈ S, akkor F+G ∈ EF(Q+C), továbbá

F = C ∩ (F +G−Q), G = Q ∩ (F +G− C).

Ezért az (F,G) 7→ F +G leképezés injekt́ıv az S halmazon, és S-et a véges
EF(Q+C) halmazba képezi. Következésképpen az S halmaz elemszáma is
véges. A C halmaz minden F exponált lapjához létezik a Q halmaz egy G
exponált lapja úgy, hogy (F,G) ∈ S. Innen látszik, hogy EF(C) elemszáma
sem lehet végtelen, amit igazolnunk kellett. 2

Itt is megfogalmazható B.6 általánośıtása, amely azonban összetettebb,
mint az eddigi esetekben (lásd A.6, B.4). Szükségünk lesz az alábbi lem-
mára.

B.7. Lemma: Legyenek C1, . . . , Cl ⊆ Rd véges exponált lapú, konvex
halmazok. Ha az úniójuk konvex, akkor véges számú exponált lapja van.

Bizonýıtás: Legyen F az ∪Cj konvex halmaz exponált lapja, és jelölje Fj az
F ∩Cj halmazt (1 ≤ j ≤ l). Könnyen belátható, hogy az F 7→ (F1, . . . , Fl)
leképezés injekció az EF(∪Cj) halmazról a véges EF(C1) × . . . × EF(Cl)
halmazba. Szükségképpen az EF(∪Cj) halmaz véges. 2

B.8. Tétel: Legyenek Q1, . . . , Qk ⊆ Rd politópok, és jelölje S az úniójukat.
Legyen továbbá C ⊆ Rd konvex halmaz. Ha az S+C halmaz a C1, . . . , Cl ⊆
Rd véges exponált lapú, konvex halmazok úniója, akkor C-nek csak véges
sok exponált lapja van.

Bizonýıtás: Adjuk az S + C = ∪Cj halmazhoz a dconv S politópot, ekkor
A.5 szerint a konvex

C + (d+ 1) · conv S = ∪(Cj + d · conv S)

halmazt kapjuk. B.5 szerint a Cj+dconv S halmazoknak véges sok exponált
lapja van. Ezért B.7 miatt konvex úniójuk, a C + (d + 1)conv S halmaz
maga is véges exponált lapú. A már igazolt speciális eset, B.6 alkalmazható;
adódik a C halmaz véges exponált lapúsága is. 2
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7.12 szerint egy konvex halmaz pontosan akkor poliéder, ha zárt és véges
sok exponált lapja van. Ezért (figyelembe véve az A.2, A.4 és A.6 tételeket)
látható, hogy a B.5, B.6, B.7 és B.8 tételek érvényben maradnak akkor is,
ha bennük a “véges exponált lapú” tulajdonság helyét a “poliéder” tulaj-
donság veszi át. Itt egyszerűsége miatt csak a B.7-nek megfelelő álĺıtást
mondjuk ki.

B.9. Álĺıtás: Ha véges sok poliéder úniója konvex, akkor poliéder. 2

B.9 annak a nyilvánvaló ténynek a nemtriviális párja, hogy véges sok
poliéder metszete is poliéder.

C. Zártsági feltételek, erős szeparáció

Ebben a fejezetben Abrams tételének változatait, valamint erős szepa-
rációs tételeket bizonýıtunk.

Abrams tétele (4.29) szerint az AS1 + S2 halmaz zártsága esetén S1 +
A−1(S2) zárt, továbbá megford́ıtva S2 ⊆ ImA esetén az S1 + A−1(S2)
halmaz zártságából következik AS1 + S2 zártsága. (Itt A ∈ Rm×n mátrix,
S1 ⊆ Rn, S2 ⊆ Rm tetszőleges halmazok.)

Nincs szükség az S2 ⊆ ImA feltételre, ha S2 = L altér:

C.1. Tétel: Legyen A ∈ Rm×n, továbbá legyen S ⊆ Rn tetszőleges halmaz,
és legyen L ⊆ Rm altér. Ekkor az AS + L halmaz pontosan akkor zárt, ha
az S +A−1(L) halmaz zárt.

Bizonýıtás: Válasszunk egy B mátrixot, amelyre L = B−1(0). Abrams
tétele szerint az AS + L halmaz pontosan akkor zárt, ha a BAS halmaz
zárt. Másfelől A−1(L) = (BA)−1(0) , ı́gy ismét csak Abrams tétele miatt
az S +A−1(L) halmaz is pontosan akkor zárt, ha a BAS halmaz zárt. 2

A C.1 tétel érvényét veszti, ha S2-ről csak annyit teszünk fel, hogy
politóp, mint azt az alábbi példa mutatja: Legyen S2 ⊆ R2 egyenlő oldalú
háromszög, S1 ⊆ R2 az alapja, megfosztva felezőpontjától, az origótól,
A ∈ R2×2 pedig a vet́ıtés erre az alapra. Ekkor S1 nem konvex halmaz, S2

politóp, és könnyen ellenőrizhető, hogy bár S1 +A−1(S2) zárt, az AS1 +S2

halmaz nem az. (A homogenizált változat olyan ellenpélda, amelyben S2

poliéder kúp.)
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Az előző példában S1 nem konvex halmaz: konvex S1 = C halmaz esetén
ugyanis a C.1 tétel az S2 = L altér helyett tetszőleges S2 = P poliéderrel
is fennáll.

C.2. Tétel: Legyen A ∈ Rm×n, továbbá legyen C ⊆ Rn konvex halmaz, és
legyen P ⊆ Rm poliéder. E feltételek mellett az AC + P halmaz pontosan
akkor zárt, ha a C +A−1(P ) halmaz zárt.

Bizonýıtás: Elég azt megmutatnunk, hogy a C+A−1(P ) halmaz zártságából
következik az AC + P halmaz zártsága. (A másik irányt már igazoltuk
Abrams tételének bizonýıtásakor.)

Először tegyük fel, hogy P = R poliéder kúp. Mivel

A−1(R) = A−1(R ∩ARn),

azért Abrams tétele szerint a C + A−1(R) halmaz zártságából következik
az AC + (R ∩ARn) halmaz zártsága. Nyilvánvalóan

(−R) ∩ rec (AC +R ∩ARn) ⊆ −(R ∩ARn) ⊆ −rec (AC +R ∩ARn).

Ezért 4.23 szerint az AC + (R ∩ARn) és R halmazok összege, az AC +R
halmaz zárt. Ezzel a tétel P = R speciális esetét beláttuk.

Az általános esetben tegyük fel, hogy a C + A−1(P ) halmaz zárt. Az
A−1(P ) halmaz poliéder (3.25), melynek recessziós kúpjaA−1(recP ) (4.28).
Motzkin tétele és 4.13 szerint az A−1(P ) poliéder valamely politóp és az
A−1(recP ) poliéder kúp összege. Ezért az A.4 tételből adódóan a C +
A−1(P ) halmaz zártságából következik a C +A−1(recP ) halmaz zártsága.
A tétel első felében belátottak szerint a C + A−1(recP ) halmaz csak úgy
lehet zárt, ha az AC + (recP ) halmaz zárt. Ismét Motzkin tétele és 4.13
miatt a P poliéder egy politóp és a recP poliéder kúp összege. Tehát A.2
(vagy 4.12) szerint az AC+(recP ) halmaz zártságából következik az AC+P
halmaz zártsága. Ily módon a tételt az általános esetben is igazoltuk. 2

Ahogyan azt 4.23 bizonýıtásakor láttuk, az AC+P halmaz zártságának
igazolása után további (az 5. és 6.) lépésekre volt szükség a recessziós
kúpokról szóló részálĺıtás igazolásához. A C.2 tétel esetében is lehetséges
hasonló kiterjesztés, C.4.

A C.4 tétel bizonýıtása, akárcsak a fent emĺıtett bizonýıtás, két lépésben
történik. A P = R poliéder kúp speciális esetet tárgyalja az alábbi C.3
lemma. (Emlékeztetünk rá, hogy 4.20 szerint bármely C ⊆ Rd konvex
halmaz esetén a clK(C) konvex kúp és az {1} × Rd hiperśık metszete
{1} × (clC), mı́g a clK(C) konvex kúp és a {0} × Rd hiperśık metszete
{0} × rec (clC).)
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C.3. Lemma: Legyen A ∈ Rm×n, továbbá legyen C ⊆ Rn zárt, konvex
halmaz, és legyen R ⊆ Rm poliéder kúp. Jelölje K̂1 és K̂2 a következő
Rn+1-beli, illetve Rm+1-beli konvex kúpokat:

K̂1 := (clK(C)) +

(

1 0
0 A

)−1(

0
R

)

;

K̂2 :=

(

1 0
0 A

)

clK(C) +

(

0
R

)

.

Ezekkel a jelölésekkel a következő álĺıtások ekvivalensek:

a) K̂2 zárt;

b) K̂2 = clK(AC +R);

c) AC +R zárt, és rec (AC +R) = (ArecC) +R;

d) K̂1 zárt;

e) K̂1 = clK(C +A−1(R));

f) C +A−1(R) zárt, és rec (C +A−1(R)) = (recC) +A−1(R).

Bizonýıtás: a)⇔b): A 4.23 tétel bizonýıtásának 5. lépésében beláttuk, hogy
a K̂2 lezártja clK(AC +R).

b)⇔c): A K̂2 és clK(AC+R) konvex kúpok pontosan akkor egyenlőek,
ha metszeteik az {1} × Rm és {0} × Rm hiperśıkokkal megegyeznek.

d)⇔e) és e)⇔f) hasonlóan bizonýıtható.
Végül a)⇔d) a C.2 tétel következménye. 2

Most már a szokásos módon (4.23 bizonýıtása 4. és 6. lépésének mintá-
jára) C.2, C.3, A.2 és megford́ıtása, A.4 seǵıtségével, könnyen belátható
a

C.4. Tétel: Legyen A ∈ Rm×n, továbbá legyen C ⊆ Rn zárt, konvex hal-
maz, és legyen P ⊆ Rm poliéder. Ekkor a következő álĺıtások ekvivalensek:

a) AC + P zárt, és rec (AC + P ) = (ArecC) + recP ;

b) C +A−1(P ) zárt, és rec (C +A−1(P )) = (recC) +A−1(recP ). 2

Megjegyezzük, hogy C.2 [C.4] érvényét veszti a zárt, konvex halmazok
körében: léteznek C1, C2 zárt, konvex halmazok [kúpok], amelyekre C1 +
A−1(C2) halmaz zárt, ám az AC1+C2 halmaz nem zárt valamely A lineáris
leképezéssel.
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Legyen PSD2 a 3.31-beli K zárt, konvex kúp képe az






x1

x2

x3




 7→

(

x1 x2/
√

2

x2/
√

2 x3

)

, R3 → R2×2

lineáris leképezésnél, vagyis legyen

PSD2 :=

{(

α β
β γ

)

: α, γ ≥ 0, αγ − β2 ≥ 0

}

.

Ekkor PSD2 (a 2 × 2-es, szimmetrikus, pozit́ıv szemidefinit mátrixok hal-
maza) zárt, konvex kúp. (Bár PSD2 2×2-es mátrixokból áll, tekinthetünk
rá úgy is, mintha elemei 4 × 1-es vektorok lennének, és csak a tömörség
kedvéért használjuk a mátrixos formát.)

Legyen most

A : λ 7→ λ ·
(

1 1
1 1

)

(λ ∈ R), C1 := R, C2 := PSD2.

Ekkor egyrészt

(

1 + k + 1/k 1/2 + k
1/2 + k k

)

− k ·
(

1 1
1 1

)

→
(

1 1/2
1/2 0

)

(k → ∞)

mutatja, hogy
(

1 1/2
1/2 0

)

∈ cl (AC1 + C2).

Másfelől (

α β
β γ

)

=

(

1 − λ 1/2 − λ
1/2 − λ −λ

)

, λ ∈ R

esetén αγ − β2 = −1/4 6≥ 0, ezért

(

1 1/2
1/2 0

)

6∈ AC1 + C2.

Látjuk, hogy az AC1 + C2 halmaz nem zárt, bár a C1 + A−1(C2) halmaz
zárt.
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4.23, 6.24 és C.4 összeolvasásával azonnal adódik

C.5. Tétel: Legyen A ∈ Rm×n, továbbá legyen C ⊆ Rn zárt, konvex
halmaz, és legyen P ⊆ Rm poliéder. Ekkor az

a) (AT barP ) ∩ ri (barC) 6= ∅,
b) C +A−1(P ) zárt, és rec (C +A−1(P )) = (recC) +A−1(recP ),

c) A−1(−recP ) ∩ recC ⊆ −recC,

d) AC + P zárt, és rec (AC + P ) = (ArecC) + recP

álĺıtások a következő logikai relációban vannak egymással: a)⇒b), c)⇒d),
a)⇔c) és b)⇔d). 2

Az 5. fejezetben láttuk, hogy zártsági tételek alkalmazásaként hogyan
nyerhetők erős szeparációs tételek (5.10-13). Hasonlóképpen az alábbi erős
szeparációs tétel 6.27 és C.2 azonnali következménye.

C.6. Tétel: Legyen A ∈ Rm×n, továbbá legyen C ⊆ Rn konvex halmaz, és
legyen P ⊆ Rm poliéder. Ekkor az

a) 0 6∈ AC + P (vagyis AC és −P diszjunktak),

b) 0 6∈ C +A−1(P ) (vagyis −C és A−1(P ) diszjunktak),

c) 0 6∈ cl (AC + P ) (vagyis AC és −P erősen szeparálhatók),

d) 0 6∈ cl (C +A−1(P )) (vagyis −C és A−1(P ) erősen szeparálhatók)

álĺıtások a következő logikai relációban vannak egymással: a)⇔b); a)⇔c),
ha az AC + P halmaz zárt; b)⇔d), ha a C +A−1(P ) halmaz zárt.

Speciálisan mind a négy álĺıtás ekvivalens, ha a 6.27 zártsági tételbeli
a), b), c) vagy d) álĺıtás fennáll. 2

A C.6-beli c) és d) álĺıtások általában is ekvivalensek:

C.7. Tétel: Legyen A ∈ Rm×n, és legyenek C1 ⊆ Rn, C2 ⊆ Rm konvex
halmazok. Ekkor

a) 0 6∈ cl (AC1 +C2) esetén 0 6∈ cl (C1 +A−1(C2)). (Más szavakkal ha AC1

és −C2 erősen szeparálhatóak, akkor −C1 és A−1(C2) is erősen szeparál-
hatóak.)

b) Az a) pontban megfogalmazott álĺıtás megford́ıtható, ha a C2 halmaz része
az A mátrix képterének.

c) Az a) pontban megfogalmazott álĺıtás megford́ıtható, ha a C2 halmaz
poliéder.

286



Bizonýıtás: a) A bizonýıtás indirekt: megmutatjuk, hogy 0 ∈ cl (C1 +
A−1(C2)) esetén 0 ∈ cl (AC1 + C2). Legyen xk ∈ C1, vk ∈ A−1(C2)
(k = 1, 2, . . .) olyan pontsorozat, amelyre xk + vk → 0 (k → ∞). Ekkor az
A leképezés folytonossága miatt A(xk + vk) → 0 (k → ∞) szintén fennáll.
Mivel az Avk vektorok defińıció szerint a C2 halmaz elemei, látjuk, hogy
0 ∈ cl (AC1 + C2).

b) Tegyük fel most, hogy a C2 halmaz része az A mátrix képterének.
Megmutatjuk, hogy ha 0 6∈ cl (C1 +A−1(C2)), akkor 0 6∈ cl (AC1 +C2). Az
origó és a C1+A−1(C2) konvex halmaz erősen szeparálhatóak, létezik tehát
egy a ∈ Rd vektor úgy, hogy

0 < inf
{

aTx : x ∈ C1 +A−1(C2)
}

.

Az A−1(C2) halmaz recessziós kúpja tartalmazza az A mátrix nullterét,
ı́gy az előző egyenlőtlenségből az is adódik, hogy az a vektor eleme az AT

mátrix képterének: létezik z ∈ Rm vektor úgy, hogy a = AT z.
Tegyük fel indirekt, hogy 0 ∈ cl (AC1 + C2). Ekkor léteznek xk ∈ C1,

yk ∈ C2 (k = 1, 2, . . .) pontsorozatok úgy, hogy

Axk + yk → 0 (k → ∞).

Mivel a C2 halmaz A képterének része feltevésünk szerint, azért valamely
vk ∈ Rn vektorokkal (valójában vk ∈ A−1(C2)) yk = Avk (k = 1, 2, . . .)
fennáll. De akkor

aT (xk + vk) = zT (Axk + yk) → 0 (k → ∞),

ami xk + vk ∈ C1 +A−1(C2) miatt ellentmondás.
c) Tegyük fel, hogy C2 poliéder. Megmutatjuk, hogy ekkor −C1 és

A−1(C2) erős szeparálhatósága esetén az AC1 és −C2 halmazok is erősen
szeparálhatók. Vegyük észre, hogy

A−1(C2) = A−1(C2 ∩ARn).

Itt a C2∩ARn halmaz már az Amátrix képterének része, ı́gy a b) részálĺıtás
miatt −C1 és A−1(C2) erős szeparálhatóságából az AC1 és a −C2 ∩ ARn

halmazok erős szeparálhatósága adódik. Az AC1 halmaz tehát belefoglal-
ható egy zárt féltérbe úgy, hogy annak az A mátrix képterével való met-
szete (poliéder!) diszjunkt a −C2 poliédertől. E diszjunkt poliéderek erősen
szeparálhatók, amiből már a ḱıvánt álĺıtás, AC1 és −C2 erős szeparálható-
sága, is adódik. 2
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Végül megjegyezzük, hogy a C.7 tételbeli a) álĺıtás általában nem meg-
ford́ıtható, még akkor sem, ha a C1, C2 halmazokról feltesszük, hogy zártak,
konvexek: léteznek C1, C2 zárt, konvex halmazok, amelyekkel

0 ∈ cl (AC1 + C2), 0 6∈ cl (C1 +A−1(C2))

valamely A lineáris leképezés esetén.
Valóban, legyen

A : (λ, µ) 7→ λ

(

1 1
1 1

)

+ µ

(

1 0
0 −1

)

(λ, µ ∈ R);

C1 := R× {0} ⊆ R2; C2 := PSD2 −
(

1 1/2
1/2 0

)

.

Ekkor, mint azt a C.4 után léırt példában már igazoltuk,

(

1 1/2
1/2 0

)

∈ cl (AC1 + PSD2).

Ezért 0 ∈ cl (AC1 + C2).
Másfelől könnyen belátható, hogy

A−1(C2) = {(λ, µ) : λ ≥ −1/2, µ = −1/2} ,

ı́gy valóban 0 6∈ cl (C1 + A−1(C2)), a C1, C2 halmazok megfelelnek a
ḱıvánalmaknak.
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Kiadó, Budapest, 2004.)
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Budapest, 1996.
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exponáltlap- 137
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csepp 247

diagonális altér 25
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kúp 43
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léırásai 113
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kúplineáris 113

duálja 115
primál 115
regularizáltja 149
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Mellékelem a 2002/03 tanév II. félévében tartott előadásom tematikáját,
ami seǵıthet a jegyzet feldolgozásában.

1. AC + P zártságának elégséges feltétele; Abrams-tétel.

2. Hahn–Banach-tételek (első, második, vegyes); sima pontok.

3. Stiemke és Krein tétele, többkúpośıtásuk; Carver tétele,

Dubovickij–Miljutyin-tétel.

4. Kúplineáris Farkas-lemma; összefoglaló zártsági tétel;

kúplineáris programok korlátossága.

5. Kúplineáris Farkas-tétel; kúplineáris gyenge/erős dualitás;

szigorú megoldhatóság; regularizáció.

6. Minkowski–Klee-tétel; Straszewicz–Klee-tétel;

poliéderek új jellemzése.

7. Epigráf/ńıvóhalmazok lezártja/relat́ıv belseje;

konvex függvények folytonossága.

8. Fenchel-konjugált;

kúpfüggvények támaszfüggvényként (rec f , cl f ′(x; .)).

9. Differenciálható függvények konvexitása

(első- és másodrendű jellemzések); lokális optimum.

10. Rockafellar-dualitás (gyenge/erős dualitási tétel,

korlátosság, szigorú megoldhatóság).

11. Lagrange-dualitás; Karush–Kuhn–Tucker-tétel.

12. Konvex Farkas-tétel; Wolfe-dualitás; kvadratikus dualitás;

Goldman–Tucker-tétel.
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